Master 1 Lundi 20 septembre 2010
Théorie des Groupes Exercices 2

a) On considere les éléments
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du groupe multiplicatif GL(2,Q). Calculer l'ordre de a, b, ¢ et bc.

b) Soit z, y deux éléments d’ordre fini d’un groupe G tels que zy = yx. Que
peut-on dire de I'odre de zy?

2. Soit G un groupe dont tous les éléments sont d’ordre 2. Que peut-on dire
de G?

3. Soit V le sous-groupe du groupe alterné A4 formé par I'identité et les éléments
d’ordre 2. Soit 7 € V' \ {1} et considérons le sous-groupe H = {1,7} de V.
Montrer que H est normal dans V' et V est normal dans A, mais H n’est pas
normal dans Ajy.

4. Dans la catégorie des groupes on considere le diagramme commutatif suivant
dans lequel les lignes sont des suites exactes.

| ——>A4—">p C—1
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Montrer que si deux des morphismes verticaux sont des isomorphismes, alors
le troisieme l’est aussi. Ceci est appelé 'Le petit lemme des cing’. (Indication:
chasser dans le diagramme! )

5.

a) Soit G un groupe. On consideére lapplication p : G — G définie par
u(z) = 271, Quelle hypothese faut-il faire sur G' pour que cette application
soit un morphisme de groupes?

b) Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe un automorphisme v : G —
G d’odre 2 (c.-a-d v oy = 1¢) sans point fixe non trivial (c.-a-d y(z) =
x = x = 1). Montrer que G est un groupe abélien. (Indication: montrer
que tout élément de G est de la forme x~1(x), puis utiliser a) )



6. On dit qu'un groupe D est divisible si pour tout d € D et tout entier n > 0,
il existe z € D tel que 2™ = d (ou na = d si le groupe s’écrit additivement).

a) Vérifier que les groupes additifs Q et Q/Z sont divisibles.

b) Soit un morphisme de groupes w : D — Z. Montrer que si D est divisible
alors w = 0.

¢) Soit D la sous-categorie pleine de Gr dont les objets sont les groupes
divisibles. Montrer que dans D la projection canonique 7 : Q — Q/Z est
un monomorphisme (et 7 n’est pas une injection).



