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Directeur de thèse Jean-Marc Gambaudo
Rapporteur Pascal Hubert
Examinateur Johannes Kellendonk
Président du jury Robert Roussarie



2



Remerciements

Je tiens tout d’abord à remercier chaleureusement toutes les personnes qui par leurs
aides directes et indirectes m’ont permis d’accomplir ce travail.

Je remercie tout particulièrement Jean-Marc Gambaudo pour ses précieux conseils,
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thématiques, en particulier avec John Crisp, Sylvain Crovisier, Luisa Paoluzzi, Daniel
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Enfin, je ne saurais trop remercier Camille, ma famille et mes amis pour leur soutien
constant et leur patience.
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3.2.1 Modèle local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Introduction

0.1 Un problème issu de la physique

Au printemps 1982, L’équipe de D. Shechtman, chercheur de l’institut de technologie
Technion (Haifa), découvre au NBS à Washington DC dans un alliage d’aluminium et de
manganèse rapidement solidifié, une phase ayant toutes les caractéristiques d’un cristal
[SBDC]. Afin de connâıtre la répartition des atomes d’une telle structure, l’équipe
réalise son diagramme de diffraction (voir la figure 1). Ce diagramme est discret et
semblable à celui obtenu avec d’un cristal. A partir de ce diagramme, ils déduisent que

Fig. 1 – Diagramme de diffraction

les atomes de la phase se répartissent dans l’espace de sorte que la distance entre deux
atomes soit supérieure à une certaine constante et qu’il n’existe qu’un nombre fini de
configurations locales à translation près.

Dans un cristal, il existe une configuration finie d’atomes, appelée maille élémentaire
qui se répète une infinité de fois selon trois directions de l’espace euclidien R3. Le groupe
des isométries qui préservent un cristal et dont les images de la maille élémentaire par
ces isométries, recouvrent l’espace tout entier, forme un groupe discret nommé groupe
cristallographique. Un théorème classique de Bieberbach [Bi] affirme qu’il n’existe qu’un
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10 Introduction

nombre fini, à isomorphisme près, de groupes cristallographiques. Il est donc possible
de dresser la table des classes d’isomorphismes de tels groupes. A la fin du 19ème
siècle, des cristallographes tels Bravais, ou Federov ont montré qu’il en existait 17 en
dimension 2 et 219 en dimension 3 [Ha].

Cependant, le diagramme de diffraction découvert par Shechtman présente une sy-
métrie d’ordre 10 autour du point central. Cette symétrie est également valable pour la
configuration d’atomes de la phase mais elle est interdite par la classification précédente.
La structure de cette phase est donc différente de celle des cristaux. En particulier la
configuration d’atomes n’est stable par aucune translation. Cependant chaque configu-
ration finie d’atomes se répète uniformément. Pour cette raison, une telle structure a
été appelée structure de quasi-cristal en guise de contraction de cristal quasipériodique.

Par la suite, plus d’une centaine de structures quasi-cristallines ont été caractéri-
sés ces vingt dernières années. La plupart d’entre elles sont des alliages métalliques,
en grande majorité à base d’aluminium, et présentent pourtant des résistivités élec-
troniques et thermiques exceptionnellement élevées. Des propriétés qui semblent ne
dépendre que des configurations géométriques des atomes de ces quasi-cristaux.

Cette nouvelle structure soulève naturellement des questions fondamentales aussi
bien en physique qu’en mathématiques. Comment modéliser cette structure ? Com-
ment distinguer deux quasi-cristaux ? Comment peut on classifier ces structures ? Les
atomes ne ressentent l’interaction que de leurs plus proches voisins, comment avec des
règles locales, est-il possible de construire une structure quasipériodique ? Avec quelles
fréquences apparaissent les configurations finies ?

Une façon naturelle de modéliser cette structure d’atomes est de considérer chaque
atome comme un point d’un espace euclidien E. L’ensemble de ces points forme alors
un ensemble de Delone1, c’est-à-dire un ensemble qui est uniformément discret (la
distance entre deux points est bornée inferieurement) et relativement dense (tout point
de l’espace se situe à une distance uniformément bornée de cet ensemble). De plus il
n’existe qu’un nombre fini de configurations finies de points, à isométrie de l’espace
près, cet ensemble de Delone est dit de type fini. Une configuration d’atomes dans un
cristal ou un quasicristal forme donc un ensemble de Delone de type fini.

Une autre modélisation est possible, par l’intermédiaire d’un pavage. Un pavage est
une collection de polygones recouvrant l’espace de sorte que les polygones se rencontrent
face contre face. S’il n’y a qu’un nombre fini de type différents de polygones, le pavage
est dit de type fini. Les atomes d’un cristal ou d’un quasicristal sont situés alors à
l’intérieur des polygones du pavage.
Cette modélisation est équivalente à la précédente. L’ensemble des centres de gravité
des polygones d’un pavage de type fini est un ensemble de Delone de type fini. De même,
il est possible de définir un pavage à partir d’un ensemble de Delone X. L’ensemble des
cellules de Voronöı de chaque point de X définit un pavage de l’espace. La cellule de
Voronöı d’un point x de X étant l’ensemble des points y de l’espace tels que la distance

1ou ensemble de Delaunay en référence au mathématicien russe Boris Nikolaevich Delone (Delau-
nay). Son grand-père nommé Deloney était un mercenaire irlandais enrôlé dans l’armée Napoléonienne
et surnommé Delaunay par les français.
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Fig. 2 – Pavage de Conway apériodique avec un unique pavé

de y à x soit plus petite que la distance de y aux autres points de X.

La découverte de l’équipe de D. Shechtman montre, pour la première fois, l’existence
dans la nature de structures spatiales qui ne sont pas construites à partir d’une maille
élémentaire répétée périodiquement. Les pavages ou les ensembles de Delone associés
sont alors dits apériodiques.

Il est important de noter que des structures temporelles apériodiques avaient été
observées depuis longtemps (cinq siècles avant JC) par les babyloniens lors de l’obser-
vation des mois lunaires. Il est aussi intéressant de remarquer que de telles structures
spatiales avaient été imaginées bien avant. Il semble que A. Dürer en 1525 dans ”Un-
derweysung der Messung” [Dü] fut le premier à inventer un pavage qui n’est pas stable
par translation. Ce pavage admet une symétrie d’ordre 5 et est réalisé à partir d’un
pentagone régulier et d’un losange fin.

Dans les années 60, H. Wang du Bell Laboratory a analysé une certaine classe
de propositions logiques. Afin d’étudier si ces propositions sont décidables, Wang se
ramena au jeu du domino [Wa]. Ce jeu consiste à partir d’une famille finie de carrés
dans le plan euclidien dont chaque bord est décoré par une certaine couleur (les quatres
bords n’étant pas nécessairement de la même couleur), de recouvrir le plan avec des
copies par des translations des éléments de cette famille de sorte que deux bords de
couleurs différentes ne puissent se rencontrer. Son étudiant R. Berger [Be] publia dans
sa thèse en 1967, un exemple avec une famille de 20 426 carrés pouvant paver le plan
mais les pavages obtenus ne sont pas stables par translation. Grâce à cet exemple, R.
Berger put conclure qu’il n’existe pas d’algorithme pour déterminer si une famille de
pavés peut paver le plan.

Le modèle de R. Berger a été, par la suite, considérablement simplifié pour atteindre
une dizaine de pavés. D.E. Knuth, H. Läuchli, R. M. Robinson, R. Ammann ont donné
d’autres exemples de familles de pavés de sorte que tous les pavages construits avec
ces pavés ne sont pas stables par translation. En 1977, R. Penrose donna un exemple
avec seulement 2 polygones qui peuvent paver le plan uniquement de façon apériodique
avec des copies isométriques. Chaque pavage créé ainsi ne possède qu’un nombre fini
d’orientations différentes de ces polygones (voir figure 1.1.1 p.18). En fait, la configura-
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tion d’atomes découverte pas Shechtman est une version en dimension 3 du pavage de
Penrose [LS]. Dans le même esprit, J. Conway [Co] a construit un pavé dans l’espace
euclidien R3 pouvant paver cet espace mais pas de manière périodique (voir figure 2).
Cet exemple est construit à partir d’un biprisme dont la base est un losange tel que ses
angles internes sont irrationnels. Contrairement à la dimension 3, il n’est évidemment
pas possible de paver la droite réelle de façon non périodique avec un unique type d’in-
tervalle (à translation près). En dimension 2, ce problème est toujours ouvert : on ne
sait s’il existe un polygone du plan euclidien qui puisse paver le plan uniquement de
façon non périodique.

La construction de pavage apériodique trouve naturellement une extension dans le
cas de la géométrie hyperbolique. Citons notamment R. Penrose [P], G. Margulis et S.
Mozes [MM], [Mz], qui ont construit des familles de pavages du demi plan hyperbolique
et d’autres espaces symétriques, non stables par un sous-groupe d’isométries discret co-
compact.

0.2 Espace de pavages

Nous nous intéresserons aux pavages d’une surface de Riemann X munie d’une
métrique Riemannienne, non compacte et simplement connexe, construits à partir d’un
nombre fini de types de polygones et dont les pavés se rencontrent face contre face
(c’est-à-dire chaque sommet d’un pavé correspond au sommet d’un autre pavé). L’idée
fondamentale que nous allons suivre est qu’un tel pavage code un système dynamique.
Ce système est une action continue d’un groupe G d’isométries de X sur un espace
métrique compact dont les éléments sont des pavages. La topologie sur l’ensemble des
pavages de X est définie de sorte que les propriétés combinatoires du pavage soient
reliées avec les propriétés de cette action.

L’image d’un pavage par une isométrie est encore un pavage fait avec les mêmes
pavés, par conséquent, le groupe des isométries de X agit sur l’ensemble des pavages de
X. Une topologie, plus fine que celle induite par la métrique de X, donne à l’ensemble
des pavages de X une structure d’espace compact métrisable rendant cette action
continue (voir chapitre 2). Le comportement global de cette action dans cet espace
compact est, comme nous allons le voir, très riche. L’ensemble des pavages construits
avec les pavés de l’exemple de R. Berger [Be] constitue notamment, un exemple d’une
action libre sur un espace compact pour le groupe des translations du plan. Pour cette
raison, nous nous restreindrons à un sous-groupe de Lie G des isométries de X et
nous nous intéresserons à son action sur les plus petits ensembles (pour l’inclusion)
fermés invariants pour cette action. Ces ensembles fermés seront dits minimaux. Par
une conséquence directe du lemme de Zorn, de tels ensembles existent toujours pour
tout groupe G. Un exemple simple d’ensemble minimal est donné par un réseau co-
compact Γ de X. Il existe un pavage associé à Γ dont les pavés sont les copies par
des éléments de Γ du domaine fondamental de Γ. L’orbite de ce pavage par l’action du
groupe des isométries de X est alors homéomorphe au quotient du groupe des isométries
de X par Γ et est un ensemble fermé minimal.
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Dans le cas où l’action du groupe G est libre, un ensemble fermé minimal contient
plusieurs orbites. Les pavages appartenant à ce fermé sont alors apériodiques, c’est à
dire non stable par un réseau co-compact et vérifient un critère combinatoire particulier
appelé ”répétitivité” (voir définition p. 30). La construction de ces pavages, comme celle
de fermés minimaux munis d’une action libre, n’est pas du tout évidente. Le pavage
de Penrose en est un exemple pour l’action du groupe des translations du plan R2.
Cet exemple n’est pas unique, nous expliciterons dans le chapitre 1 et dans le dernier
chapitre, certaines constructions de pavages euclidiens ou hyperboliques pour obtenir
une action libre de G sur un ensemble fermé minimal.

Dans ce cas, l’action de G permet de paramétriser localement l’ensemble minimal M
et ainsi de donner une structure à cet ensemble compact. L’espace M est partitionné en
orbites pour l’action où chaque orbite, que nous appellerons feuille, a une structure de
surface non compacte. De plus, il existe un espace topologique transverse aux orbites.
Le compact M hérite alors d’une structure de lamination. Cette structure d’espace est
une généralisation de la notion de feuilletage. Localement, cet espace est le produit d’un
ouvert de G avec un espace topologique totalement discontinu comme, par exemple, un
ensemble de Cantor. En fait, comme nous le verrons, les laminations issues des pavages
possèdent une structure encore plus particulière appelée G-solénöıde [BG].

Comme l’action du groupe G sur M est minimale et libre, toutes les feuilles sont
denses et homéomorphes à G. La topologie ne nous permet pas de distinguer ces feuilles.
Par contre, il est possible de caractériser le comportement statistique de ces feuilles qui,
a priori, est différent d’une feuille à l’autre.

Dans [BG] R. Benedetti et J-M. Gambaudo caractérisent le comportement statis-
tique des feuilles dans le cas d’un pavage du plan euclidien avec une action de R2.
Comme nous allons le voir, ces techniques ne sont pas transposables au cas hyper-
bolique. Dans le cas euclidien, les auteurs montrent que les mesures invariantes pour
l’action du groupe des translations R2 sont en bijection avec les mesures de l’espace
transverse qui sont invariantes pour l’action de l’holonomie. Ceci n’a pas de sens dans
le cas hyperbolique : il n’est pas possible de définir une mesure transverse invariante car
le nombre de pavés contenus dans une boule de rayon r augmente exponentiellement
avec r.
Si G désigne le groupe des transformations affines de H2, l’action de G sur un G-
solénöıde admet une mesure invariante car le groupe G est moyennable. Nous prouvons
alors le résultat suivant :

Résultat 1 Une mesure finie sur un G-solénöıde est une mesure invariante pour l’ac-
tion de G si et seulement si c’est une mesure harmonique.

La mesure d’un borélien dans la lamination, pour une mesure harmonique ergodique,
correspond au temps moyen de passage dans ce borélien d’un chemin aléatoire le long
d’une feuille (le chemin est choisi avec une probabilité 1 pour une certaine mesure que
nous expliciterons).
Il est alors possible de donner une caractérisation combinatoire des mesures invariantes
pour l’action de G :



14 Introduction

Résultat 2 Il existe une suite d’applications linéaires (An)n et une suite de cônes
vectoriels Cn de dimension finie, tels que An(Cn+1) ⊂ Cn pour tout n et l’espace des
mesures invariantes pour l’action de G sur un G-solénöıde est isomorphe à la limite
projective lim←−(Cn, An).

En donnant une construction explicite de pavages de H2, nous prouvons le résultat
suivant :

Résultat 3 Pour tout entier r ≥ 1, il existe un G-solénöıde admettant exactement r
mesures de probabilité invariantes et ergodiques pour l’action de G.

Ce dernier résultat est à comparer avec un résultat de B. Deroin et V. Kleptsyn [DK],
qui affirme qu’un sous ensemble minimal d’un feuilletage transversalement conforme
d’une variété compacte admet soit une mesure transverse invariante, soit une unique
mesure harmonique.

Cette thèse est organisée de la façon suivante : le chapitre 1 est consacré à des
exemples de construction de pavages apériodiques euclidiens et hyperboliques. Dans le
chapitre suivant, nous explicitons comment associer un système dynamique à un pavage.
Nous rappelons dans le chapitre 3, des définitions de base concernant la structure de
G-solénöıde et sa description en termes de limite projective de surfaces branchées. Le
chapitre 4 concerne les preuves des résultats 1 et 2. Le dernier chapitre est consacré à
la construction d’exemples démontrant le résultat 3.



Chapitre 1

Quelques constructions de pavages

Un pavage d’une variété Riemanienne orientée M est une collection dénombrable
T = {t1, t2, . . . , tn, . . .} d’ensembles compacts d’intérieurs non vides ti appellés pavés
tels que leur union soit l’espace M tout entier. Les pavés se rencontrent sur leur bord
et les intérieurs des pavés sont deux à deux disjoints.
Un patch est une sous famille finie de pavés de T . Si G désigne un groupe d’isométries
préservant l’orientation de M , nous dirons que deux patchs P1 et P2 de T sont G-
équivalents s’ils sont image l’un de l’autre par une isométrie appartenant à G.
Un pavage T est dit de G-type fini si :

– il existe une famille finie de pavés {p1, . . . , pn} (chaque représentant étant fixé)
dénommés proto-pavés de sorte que chaque ti soit l’image de l’un de ces proto-
pavés par un élément de G.

– Pour tout réel R, il n’existe qu’un nombre fini de classes de G-équivalence parmi
les patchs de diamètre inférieur à R.

Un exemple simple de pavage peut être construit à partir d’un sous-groupe Γ discret
co-compact d’isométries de M . La collection TΓ = {γ(F ), γ ∈ Γ} où F désigne le
domaine fondamental de Γ, est un pavage de M de Γ-type fini.

L’image d’un pavage de G-type fini par une isométrie appartenant à G est encore
un pavage de G-type fini réalisé avec les mêmes proto-pavés. Dans l’exemple précédent,
l’image du pavage TΓ par un élément γ de Γ est encore le pavage TΓ. Dans ce chapitre
nous construirons des pavages de type fini, différents des pavages du type TΓ. Ces
pavages ne seront pas stables par un groupe co-compact d’isométries : ils seront appelés
apériodiques. Plus précisément, nous nous intéresserons à la construction de solutions
du problème de Wang.
Ce problème, énoncé dans les années 60 dans un contexte différent (voir l’introduction),
est le suivant : pour un sous-groupe G d’isométries d’une variété Riemanienne M
donnée, existe-t-il une famille finie de proto-pavés telle que tous les pavages de G-type
fini construits avec ces proto-pavés sont apériodiques ?

Cette question a essentiellement été traitée dans les cas du plan euclidien R2, muni
de sa métrique euclidienne standard et du demi-plan hyperbolique H2= {z ∈ C| =(z) >

0} de sa métrique standard ds2 = dx2+dy2

y2 . En 1967, R. Berger [Be] a donné un premier

exemple donnant une réponse affirmative au problème de Wang dans R2 pour le groupe

15



16 Chapitre 1

des translations du plan. Plus tard, Penrose [P] trouva aussi un exemple avec une famille
de dix pavés (deux pavés avec chacun cinq orientations différentes). Nous expliciterons
la construction de R. Penrose dans ce chapitre.

Penrose [P] a donné également un exemple de pavé qui ne peut paver une surface
compacte mais qui pave le demi-plan hyperbolique. Ce pavage n’est donc pas stable
pour un sous-groupe co-compact d’isométries, il est par conséquent apériodique. La
preuve de Penrose est essentiellement homologique. J. Block et S. Weinberger dans
[BW] et S. Mozes et G. Margulis dans [MM] ont généralisé ce résultat en reprenant
les arguments homologiques de Penrose. Dans [Mz], S. Mozes construit une famille
finie de pavés ne pouvant engendrer que des pavages apériodiques d’un groupe de Lie
semi-simple différent de SL2(R).

1.1 Pavages euclidiens

Dans le cas euclidien, nous traiterons un cas plus particulier que celui des pavages
apériodiques. Nous nous intéresserons aux pavages qui ne sont préservés par aucune
translation de l’espace euclidien. De tels pavages seront dits non périodique. Nous don-
nons ici quelques exemples de méthodes de construction de pavages permettant la
résolution du problème de Wang non périodique c’est-à-dire : trouver une famille de
proto-pavés telle que tout pavage de R2 type fini construit avec ces proto-pavés, soit
non périodique. Nous illustrerons ces méthodes à travers l’exemple célèbre du pavage de
Penrose. Nous sommes loin de donner une liste exhaustive des méthodes de construc-
tion de pavages non périodiques. Le lecteur trouvera dans [Se] pour d’autres méthodes
de construction.

1.1.1 Méthode de substitution

Cette méthode consiste à prendre une famille finie de polygones {p1, . . . , pn} conte-
nant l’origine en leur intérieur. Ces polygones vérifient de plus la propriété suivante : il
existe une certaine constante λ > 1 de sorte que chaque pavé pi dilaté par un facteur
λ est l’union de copies par translations des pavés pj, les copies ne s’intersectant que
sur leur bord. Bien évidemment ce genre de propriété n’est pas vérifiée par n’importe
quelle famille de pavés. En itérant le processus, on construit alors une union de po-
lygones qui recouvrent de plus en plus l’espace et qui, à la limite, recouvre le plan et
par conséquent constitue un pavage (pour plus de détails voir [GrS]). Ce processus
s’appelle substitution. Il existe de nombreux exemples de pavages non périodiques créés
à partir d’une substitution. Le processus de substitution intervient aussi en théorie des
nombres, en particulier avec les nombres de Pisot (voir [BFMS]).

Le pavage de Penrose a deux pavés standards : le cerf-volant C et la flêche F ; ce
sont des quadrilatères obtenus par réunion de deux triangles isocèles égaux. Le premier,
C1, a des côtés de longueur 1, τ et τ , le deuxième F1 de côtés 1, 1 et τ où τ est le nombre
d’or vérifiant la relation : τ 2 = τ +1 de sorte que leurs angles sont des multiples entiers
de π

5
. Le processus de construction de Penrose consiste à remplacer de façon itérative
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Fig. 1.1 – Pavage de Penrose, constitué de cerfs-volants et de flêches

 

Fig. 1.2 – Substitution du pavage de R. Penrose avec les pavés C et F

chaque cerf-volant C par un cerf-volant dilaté τC puis τC par deux cerf-volants C plus
deux flêches F . De même chaque flêche F est remplacée par son dilaté τF lui même
remplacé par un cerf-volant C plus deux flêches F (voir la figure 1.2)1.

En itérant le processus, on arrive à la limite à recouvrir tout le plan. Le pavage obtenu
sera alors périodique de période quatre pour la substitution car à partir d’un proto-pavé
(C ou F ), en appliquant quatre fois le processus de substitution, on obtient un patch
contenant le proto-pavé initial. Les pavages obtenus par ce processus sont appelés alors
pavages de Penrose. Ce processus algorithmique, facilement programmable, est utilisé
pour dessiner la figure 1.1. Il existe d’autres versions de ce pavage notamment avec des
polygones convexes : des losanges fins et épais (figure 1.1.1). Pour obtenir ce pavage
avec des losanges, il suffit de décomposer chaque pavé en réunion de deux triangles
isocèles égaux C1 ou F1. L’union de deux triangles de type C1 ainsi obtenus, le long de
leur côté de longueur 1 donne un losange fin et l’union des triangles adjacents de type

1Ce processus n’est pas exactement un processus de substitution comme nous l’avons défini car un
pavé dilaté n’est pas l’union de translatés des pavés C et F . Un pavé dilaté est juste recouvert par des
copies de C et de F ne s’intersectant que sur leur bords. Cependant, en décomposant chaque pavé en
triangles, il est possible de définir une substitution correcte à partir de cette famille de triangles [Se]
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Fig. 1.3 – Pavage de Penrose, constitué de losanges

F1 avec deux triangles adjacents de type C1 donne un losange plus épais. Le pavage de
Penrose ainsi décomposé est un pavage réalisé avec deux types (aux isométries de R2

près) de losanges. Ces losanges apparaissent chacun avec cinq orientations différentes.
Réciproquement, il est possible, à partir d’un pavage de Penrose construit avec des
losanges, en décomposant puis en recomposant les pavés de reconstruire un pavage de
Penrose avec les polygones C et F .

La méthode de construction par substitution implique des propriétés remarquables
pour le pavage obtenu. Par exemple, chaque pavé du pavage de Penrose, c’est-à-dire
chaque flêche et chaque cerf-volant apparait dans le pavage avec un nombre fini d’orien-
tations différentes. Ceci vient du fait que les angles des pavés sont rationnellement liés
avec π. Un pavage de Penrose est défini avec 10 pavés différents à translation près.

Ensuite, comme le dilaté par τ d’une flêche ou d’un cerf-volant peut être décomposé
en (au moins une) flêche et en (au moins un) cerf-volant, chaque motif fini du pavage
de Penrose va se retrouver dans n’importe quel autre motif fini suffisamment grand. En
fait, chaque motif fini se retrouve une infinité de fois. Il est possible aussi de connâıtre
la densité relative x de flêches et de cerf-volants dans un pavage de Penrose. Itérons le
processus de substitution un certain nombre de fois. Nous obtenons alors c cerf-volants
et f flêches. Le rapport entre les nombres de cerf-volants et le nombre des flêches est
égal à c

f
et est proche de x. D’après la règle de substitution, à la limite, la densité x

doit vérifier la relation x = 1+2x
1+x

. Ce nombre est donc x = 1+
√

5
2

= τ , le nombre d’or.
Remarquons que cette densité est irrationnelle, ceci est impossible pour un pavage
périodique.

Il est possible de modifier légèrement les pavés C et F (voir figure 1.4) de sorte que
les seuls assemblages possibles avec ces pavés soient des assemblages que l’on trouve
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dans le pavage précédent. Tous les pavages obtenus avec ces pavés sont alors apério-
diques [P].

Fig. 1.4 – Pavés de Penrose modifiés

Un exemple particulièrement intéressant de pavage non périodique créé à partir
d’un processus de substitution est le pavage pinwheel découvert par J. Conway. Les
pavés de bases sont 2 triangles rectangles dont les côtés sont de longueurs 1, 2, et

√
5.

Les deux triangles sont symétriques l’un de l’autre par rapport au côté de longueur
2. La règle de substitution est décrite par la figure 1.5. Cependant, à la différence des
pavés de Penrose, l’angle du plus petit sommet des triangles est arctan(1/2) qui n’est
pas rationnellement lié avec π. Il en résulte que les triangles dans le pavage pinwheel
apparaissent avec une infinité d’orientations différentes (voir figure 1.6). Il n’y a donc
pas un nombre fini de pavés à translation près, mais un nombre fini (2) de pavés aux
isométries du plan près. En 1993, C. Radin a trouvé un ensemble de règles portant sur
les bords des triangles afin que les seuls patchs possibles avec ces triangles en respectant
ces règles, sont des patchs du pavage de Conway. Ainsi tous les pavages engendrés avec
ces pavés sont apériodiques (voir [Ra] et [Ra2]).

1.1.2 Méthode coupée-projection

Cette méthode permet de construire dans le plan un ensemble de Delone Y de R2-
type fini. Rappellons qu’un ensemble de Delone Y du plan euclidien R2 munit de sa
norme euclidienne ||.|| standard, est un ensemble de points du plan qui est :

Fig. 1.5 – Règle de substitution du pavage pinwheel.
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Fig. 1.6 – Pavage pinwheel

1. uniformément discret, c’est-à-dire il existe r > 0 tel que pour tout y, y′ ∈ Y ,
||y − y′|| > r, et

2. relativement dense : il existe un réel R > 0 tel que toute boule de rayon R du
plan contient un élément de Y .

Un patch d’un ensemble de Delone est une collection finie de points de cet ensemble.
Un ensemble de Delone Y est dit de R2-type fini, si pour tout réel K > 0, il n’existe,
à translation près, qu’un nombre fini de patchs de Y de diamètre inférieur à K.

Il est possible de construire à partir d’un ensemble de Delone Y de R2-type fini un
pavage du plan de R2-type fini construit avec des polygones. Pour tout point y ∈ Y ,
considérons la cellule de Voronöı du point y qui est l’ensemble

ty = {x ∈ R2| ||x− y|| ≤ ||x− y′|| pour touty′ ∈ Y }.

Comme l’ensemble Y est discret, la cellule ty est un polygone. Ces cellules s’intersectent
sur leur bords et se rencontrent face contre face (chaque sommet d’une cellule est
le sommet d’une autre cellule). L’ensemble Y étant relativement dense, l’union des
cellules est le plan tout entier. La collection des cellules de Voronöı {ty| y ∈ Y } est par
conséquent, un pavage de R2. Ce pavage est de R2-type fini puisque Y est de R2-type
fini.

Nous exposons ici les principes de la construction d’un ensemble de Delone par
coupée-projection dans le cas de la dimension 2, ceci est aisément transposable en
toute dimension.

Considérons un réseau co-compact Z de Rn pour un certain entier n > 2. Le réseau
Z est un Z-module de rang n engendré par une famille finie de vecteurs {v1, . . . , vn}.
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Soient R0 = inf(||v1||, . . . , ||vn||) où ||.|| désigne la norme euclidienne standard de Rn et
P un plan inclus dans Rn tel que Z ∩P = {0}. Notons Π la projection orthogonale sur
P et Π⊥ la projection orthogonale sur P⊥ l’espace orthogonal à P . Désignons par X
le sous-ensemble des points de Z qui sont à une distance inférieure à R0/2 de P (voir
figure 1.7).

 

P⊥

Z

P

Fig. 1.7 – méthode coupée-projection

Proposition 1.1.1 L’ensemble des points Π(X) est un ensemble de Delone de R2-type
fini.

Preuve : Le rang de Z est strictement supérieur à la dimension de P⊥ et Π⊥
/X est

injectif, il existe donc un sous-espace vectoriel V de P⊥ tel que Π⊥(Z) ∩ V est dense
dans V . L’ensemble X n’est par conséquent, pas réduit à un point et pour tout point
x de P⊥ il existe zx ∈ Z tel que ||Π⊥(zx − x)|| < R0/2. Par compacité, ||Π(zx − x)||
est uniformément borné pour tous les x ∈ P⊥ tels que ||x|| ≤ R0/2. Comme Z est
relativement dense dans Rn et par la propriété précédente, Π(X) est relativement dense.
Le réseau Z est finiment engendré. Pour tout réel R > 0 il n’existe par conséquent
qu’un nombre fini de vecteurs de la forme Π(x− x′) avec x et x′ ∈ X et ||x− x′|| ≤ R.
La préimage dans X d’une boule de rayon R dans P par la projection Π est donc un
ensemble fini de points. L’ensemble Π(X) est donc un ensemble discret de points et,
de plus, pour toute boule BR de P de rayon R, il n’existe à translation près, qu’un
nombre fini de collections de points de la forme BR ∩ Π(X). ¤

Proposition 1.1.2 L’ensemble de Delone Π(X) n’est stable pour aucune translation
non triviale de P

Preuve : La projection Π de X sur P est injective car P⊥ ∩X = {0}. Ainsi, l’ensemble
Π(X) est stable par une translation si et seulement si l’ensemble X est stable par une

translation
−→
t . Cette translation

−→
t appartient alors au réseau Z, mais

−→
t ne peut pas

envoyer l’ensemble X sur lui même. ¤
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Le pavage de Penrose peut être obtenu à partir de cette méthode grâce à un réseau
Z de R4 [DK].

La construction ”coupée-projection”peut aussi être vue comme un codage des temps
de retour d’un flot dans un tore sur un espace transverse au flot. Plus précisément, sur le
tore Tn = Rn/Z de dimension n, le groupe P , considéré comme groupe de translation,
agit sur les classes par translation. Si v est un élément de Rn et [v] désigne l’ensemble
des éléments v + Z, un élément p de P agit de la manière suivante : p.[v] = [p + v].
Notons Pr l’application passage au quotient Pr : Rn → Rn/Z, K la boule de P⊥

centrée à l’origine et de rayon R0/2 et φ l’application P → Tn définie par φ(p) = [p+0].
L’ensemble Pr(K) est alors un ensemble transverse à l’action de P sur Tn et l’ensemble
de points Π(X) est l’ensemble φ−1(Pr(K)) : l’ensemble des points de retour de l’orbite
de [0] sur la transversale Pr(K).

Dans le cas où le sous Z-module Π⊥(Z) est dense dans P⊥, l’action de P sur le
tore Tn est alors minimale (toutes les orbites sont denses). La mesure de Lebesgue
est l’unique mesure invariante pour l’action de P . Par le théorème ergodique nous en
déduisons que pour tous compacts C inclus dans K :

lim
n→∞

φ(An) ∩ Pr(C)

n2
= V ol(C),

où An désigne le cube inclus dans P , centré en l’origine et dont la longueur des côtés
vaut n et V ol désigne le volume euclidien dans P⊥. Les points de φ(P ) ∩ Pr(K) sont
uniformément distribués sur Pr(K).

De plus, comme l’action du flot de P sur le tore est minimale et que le tore est
compact, toute collection finie de points de l’ensemble de Delone de P , va se répéter une
infinité de fois et la distance entre deux copies d’une même collection est uniformément
bornée. L’ensemble de Delone sur P est donc répétitif (voir chapitre 2).

1.2 Pavages hyperboliques

Le problème de Wang peut aussi se poser dans le cas de la géométrie hyperbolique.
Il s’agit de construire une famille finie de pavés qui peuvent paver le demi-plan hy-
perbolique H2 mais uniquement de façon apériodique. R. Penrose [P], S. Mozes [Mz],
G. Margulis [MM], J. Block et S. Weinberger [BW] notamment ont répondu par l’af-
firmative à cette question. Citons également C. Goodmann-Strauss qui, dans [GS], a
construit une famille finie de proto-pavés de sorte que tout pavage de H2 construit avec
ces proto-pavés n’est stable pour aucune isométrie de H2. Nous appellerons dans la suite
un pavage non périodique de H2, un pavage qui n’est stable pour aucune isométrie de
H2.

1.2.1 Construction de Penrose

Penrose considère le pavé P représenté par la figure 1.8. Ce pavé est muni des règles
d’assemblage suivantes : le côté AB ne peut que rencontrer que les côtés ED ou DC.
Le côté AE (resp. BC) ne peut que rencontrer que le côté BC (resp. AE).
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A

E D C

B

Fig. 1.8 – Le pavé P

Ce pavé muni des ces règles, peut paver H2 comme le montre la figure 1.9. Chaque
pavage obtenu avec ces pavés ne peut être stable par un réseau co-compact Γ de H2.
L’argument homologique de Penrose est le suivant : si cela était le cas, le pavé P
pourrait paver la surface compacte H2/Γ. Mettons une charge positive sur les arêtes
AB et une charge négative sur les arêtes ED et CD. Comme une arête AB ne peut
rencontrer qu’une arête ED ou DC, la surface compacte H2/Γ possède alors une charge
globale nulle. Pourtant chaque pavé P a une charge négative et la surface doit avoir
une charge globale négative.

Le pavage de la figure 1.9 n’est donc pas stable pour un réseau co-compact, cepen-
dant il est stable par une transformation affine de la forme z 7→ az avec a > 0 dans le
modèle du demi-plan supérieur. Cette isométrie préserve une géodésique. Dans le mo-
dèle du demi-plan, cette géodésique est une droite verticale. En décorant les pavés le
long de cette géodésique de façon à casser cette symétrie, nous construisons un pavage
non périodique. Dans [GS], Goodmann-Strauss utilise cette idée, il code la dynamique
d’une application de l’intervalle, puis il décore les pavés P selon ce codage de façon à
ce que la décoration des pavés le long d’une géodésique verticale code la dynamique de
l’application. L’application codée est choisie sans point fixe. Les pavages ainsi obtenus
sont non périodiques.

1.2.2 Construction de G. Margulis et S. Mozes

Dans le cas du demi-plan hyperbolique H2, G. Margulis et S. Mozes [MM] ont
donné des exemples de familles de pavés ne pouvant paver le demi-plan hyperbolique
que de manière apériodique. Les auteurs utilisent, comme R. Penrose, un argument
homologique afin de construire une famille de pavés qui ne peut recouvrir une surface
compacte. L’argument est basé sur un corollaire bien connu de la formule de Gauss-
Bonnet qui indique que l’aire d’une surface compact quotient de H2 est un multiple
entier de π.

Les auteurs de [MM] considèrent pour un réel a le polygone convexe Pa dont les
sommets Ap ont pour affixe (p − 1)/2 + ai pour 1 ≤ p ≤ 3 et le sommet A5 d’affixe
2i. Le polygone Pa est une version du pavé (1.8) de R. Penrose. Pour les applications
affines suivantes :

R : z 7→ 2z et Sa : z 7→ z + a,
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Fig. 1.9 – Le pavage de R. Penrose hyperbolique

la collection de pavés T = {Rk ◦ Sn
a Pa|n, k ∈ Z} définit alors un pavage de H2.

Comme les angles du polygone Pa varient continûment avec le paramètre a, l’aire
de Pa varie dépend continûment de a et il existe une famille de paramètres a (complé-
mentaire d’une partie dénombrable), pour laquelle l’aire du polygone Pa n’est pas ra-
tionnellement liée avec π. Le polygone Pa ne peut donc pas paver une surface compacte
et donc tout pavage construit avec le pavé Pa est apériodique. Les auteurs remarquent
de plus que pour un paramètre a suffisamment petit, les seuls assemblages possibles
entre copies du pavé Pa se font suivant les règles d’assemblage du pavage de R. Pen-
rose. Ainsi pour a suffisamment petit, les seuls pavages possibles avec le pavé Pa sont
apériodiques.

1.2.3 Construction de Mozes pour un espace symétrique

Dans [Mz] S. Mozes s’est intéressé au problème de Wang dans le cas où l’espace à
paver est un espace symétrique, X = G/K avec G un groupe de Lie semi-simple sans
facteur compact, différent de SL2(R) et K ∈ G un sous-groupe maximal compact.

Il construit une famille finie de pavés, grâce à deux réseaux Γ et Λ ⊂ G co-compacts,
sans torsion et tels que pour tout g ∈ G, gΓg−1 et Λ sont non commensurables (gΓg−1∩
Λ n’est pas d’indice fini dans Λ). Des systèmes de générateurs de ces groupes sont fixés.
Mozes considère le pavage TΓ = {γ(F ), γ ∈ Γ} où F désigne le domaine fondamental
de Γ. Chaque pavé est ensuite décoré de sorte que tous les pavages effectués avec ces
pavés sont isomorphes au graphe de Cayley du groupe Λ. Dès lors, si un pavage T
construit avec ces pavés est stable pour un réseau co-compact Γ′, nécessairement ce
réseau est un sous-groupe d’indice fini Γ′ ⊂ Γ. Le pavage T induit, via le recouvrement
π : X → Γ′\X = M , un pavage sur M . Dès lors, π1(M) = Γ′ agit sur Λ, ceci définit
un morphisme injectif de Γ′ dans Λ dont l’image est d’indice fini. Par le théorème de
rigidité de Mostow, il existe g ∈ G tel que gΓ′g−1 soit d’indice fini dans Λ, ce qui
constitue une contradiction avec les hypothèses initiales.

Les pavages obtenus par S. Mozes sont alors apériodiques. Dans le cas où G est un
groupe de Lie simple non compact et de rang supérieur à 2, il est possible d’avoir un
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meilleur résultat : les pavages obtenus sont non périodiques. Ceci résulte des théorèmes
de rigidité de P. Pansu et B. Kleiner et B. Leeb.
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Chapitre 2

Pavages : topologie et systèmes
dynamiques

Pour comprendre la combinatoire d’un pavage du plan euclidien ou de l’espace
hyperbolique H2, nous allons lui associer, par une technique classique, un ensemble de
pavages que nous pouvons étudier d’un point de vue géométrique et dynamique. Nous
donnerons à cet ensemble une topologie reflétant la combinatoire des pavages. Par
l’étude de l’action naturelle du groupe des isométries de la surface sur cet espace, nous
dégagerons alors des notions fondamentales permettant de caractériser les pavages.

Dans la suite nous désignerons par N le plan euclidien R2 ou l’espace H2 identifié
avec le demi-plan supérieur {z ∈ C|=(z) > 0} muni de la métrique ds2 = dx2+dy2

y2 .
Fixons un point O dans N que nous appellerons origine. Le groupe des isométries de
N qui préservent l’orientation, noté Isom+(N), muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts a alors une structure de groupe de Lie. Cette topologie est
métrisable par une métrique invariante par multiplication à gauche. Nous ne considère-
rons pas toujours toutes les isométries de N , nous nous restreindrons à un sous-groupe
de Lie qui agit librement et transitivement sur N . Par exemple, dans le cas où N dé-
signe le plan euclidien, nous considérerons le groupe des translations et le groupe des
transformations affines {z 7→ az + b, a > 0 b ∈ R} pour N = H2.

2.1 Topologie et action de groupe

Nous appellerons un pavage de N une famille dénombrable T = {t1, t2, . . .} d’en-
sembles non vide, compacts ti appelés pavés (chaque pavé étant homéomorphe à la
boule unité) tels que l’union des pavés est la surface entière N , les pavés se rencontrent
sur leur bords et l’intérieur des pavés sont deux à deux disjoints.

Nous nous intéressons au cas où il existe une famille finie de pavés {p1, . . . , pn}
(chaque représentant étant fixé) appelés proto-pavés de sorte que chaque ti soit l’image
de l’un de ces proto-pavés par une isométrie de N préservant l’orientation. Un exemple
simple d’un tel pavage est donné par un réseau co-compact G des isométries de N .
La collection {γ(F ), γ ∈ G} où F désigne le domaine fondamental de G, est alors un
pavage de N . Un autre exemple, construit d’une autre façon, est le pavage de Penrose

27
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du plan euclidien (figure 1.1.1 p.18). Pour ce pavage, il existe à translation près, 10
types différents de pavés. Le pavage pinwheel (figure 1.6 p. 20) possède quant à lui une
infinité de types différents de pavés, aux translations du plan près, cependant, si l’on
considère le groupe des rotations et des translations du plan, il n’y a que 2 proto-pavés
aux isométries de R2 près. Afin de différencier les deux derniers exemples, pour G un
sous-groupe de Lie des isométries préservant l’orientation de N , nous introduisons la
définition suivante. Un patch est une collection finie de pavés d’un pavage.

Définition 2.1.1 Un pavage T est dit de G-type fini si pour tout rayon R > 0, il
n’existe qu’un nombre fini de patchs de diamètre inférieur à R aux transformations g ∈
G près.

Pour un nombre fixé de types de polygones, il n’existe qu’un nombre fini de possi-
blités pour recouvrir une boule de N avec des copies de ces polygones se rencontrant
le long de leur bords, face contre face c’est à dire chaque sommet d’un polygone cöın-
cide avec le sommet d’un autre polygone. Dès lors, un pavage dont les pavés sont des
polygones se rencontrant face contre face est un pavage de type fini pour un certain
groupe G. Ainsi le pavage de Penrose est un pavage de R2-type fini, où R2 désigne le
groupe des translations du plan et le pavage pinwheel est de Isom+(R2) type fini. Le
pavage de R. Penrose hyperbolique (figure 1.9 p.24) est quant à lui de P-type fini où
P désigne le groupe des transformations affines {z 7→ az + b, a > 0 b ∈ R} de H2.

Considérons à présent un pavage T de G-type fini avec G un groupe de Lie d’iso-
métries de N qui agit transitivement sur N . Pour une isométrie g de G, l’image de T
par g−1 est g−1(T ) = {g−1(t1), g

−1(t2), . . .} et est encore un pavage de N de G-type
fini. Notons par T.G l’ensemble des pavages qui sont l’image de T par un élément de
G. Le groupe G agit sur cet ensemble par l’action à droite1 définie par :

G× T.G −→ T.G
(p, T ′) −→ T ′.p = p−1(T ′).

Nous munissons T.G d’une topologie métrisable plus fine que celle induite par la
topologie de l’espace ambiant. Soient T1 et T2 deux pavages de T.G, et soit

A = {ε ∈ [0, 1]|∃ g ∈ Bε(Id) ⊂ G tel que (T1.g) ∩B1/ε(O) = T2 ∩B1/ε(O)},

où B1/ε désigne la boule de N centrée en l’origine O de rayon 1/ε et Bε(Id) désigne la
boule de G des éléments qui sont ε-proche de l’identité Id.
Posons alors

δ(T1, T2) = inf A si A 6= ∅
δ(T1, T2) = 1 sinon.

Il est facile de vérifier que δ définit ainsi une métrique sur T.G. Pour cette topologie,
une base de voisinage est définie de la manière suivante : deux pavages T1 et T2 sont

1Il est aussi possible de définir cette action par une action à gauche. Afin de simplifier les formules
du chapitre 4, nous choisissons l’action à droite.
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proches, si par une isométrie proche de l’identité de G, ils cöıncident sur une grande
boule centrée en l’origine. Pour cette métrique l’espace T.G est borné et l’action de G
est continue.

Nous appelons enveloppe continue de T le complété métrique de (T.G, δ) et nous
notons Ω(T ) l’espace métrique obtenu. Il est important de remarquer que cet espace
est un ensemble de pavages de G-type fini. En effet, pour une suite de Cauchy (Tn)n

de T.G, pour ε > 0 et pour un certain entier n(ε), tous les pavages Tn pour n ≥ n(ε)
vont cöıncider sur une grande boule centrée en l’origine B1/ε(O). A la limite, quand ε
tend vers 0, ceci définit un pavage de N .
la métrique sur Ω(T ) obtenue par complétion s’exprime de la même façon que la mé-
trique δ. Par un abus de notation, nous noterons également cette métrique δ. L’enve-
loppe est un espace compact. En effet, pour une suite (Tn)n ⊂ Ω(T ) et pour un entier p,
comme il n’existe qu’un nombre fini de patch de diamètre inférieur à 2p, aux isométries
de G près. Il existe une sous suite de pavages (Tn(p))n(p) qui cöıncident sur la boule
de N de rayon 2p centrée en l’origine B2p(O). Par un processus classique d’extraction
diagonale, nous construisons une sous suite de pavages cöıncidant sur des boules de
rayon de plus en plus grand. Cette sous suite converge donc vers un pavage de N et le
pavage obtenu à la limite possède les mêmes patchs que ceux des pavges (Tn).
L’enveloppe contient l’ensemble T.G mais il peut aussi contenir d’autres pavages. Tous
les pavages T ′ de Ω(T ) sont obtenus avec les mêmes proto-pavés et chaque patch de T ′

est une copie, à une isométrie de G près, d’un patch de T .

Considérons le pavage qui est de la forme {γ(F ), γ ∈ G} pour un certain réseau
co-compact G et F un domaine fondamental de G. L’enveloppe Ω(T ) est alors l’espace
quotient N/G. Les seuls pavages de son enveloppe sont ceux qui sont les translatés
de ce pavage. Ce n’est pas le cas pour tous les pavages de G-type finis. Par exemple,
considérons le pavage du plan euclidien réalisé avec des carrés unités. Remplaçons alors
quatre carrés se rencontrant en un point, par un carré dont la longueur des côtés est
2. Le pavage obtenu est de R2-type fini, il n’est stable par aucune translation de R2 et
son enveloppe contient le pavage original avec des carrés unités.

L’image d’un pavage de Ω(T ) par un élément de G est encore un pavage de Ω(T ).
Le groupe G agit sur Ω(T ) par une action à droite et le système dynamique (Ω(T ),G)
est par construction topologiquement transitif, c’est-à-dire admet une orbite dense (celle
de T ).

Une manière équivalente de procéder est de fixer une famille de proto-pavés
{p1, . . . , pn} et de considèrer l’ensemble des pavages de N de G-type fini dont les pavés
sont des images par une isométrie de G d’un pavé de cette famille. Nous supposerons
que cet ensemble n’est pas vide. La métrique δ définie comme précedemment, donne
aussi une métrique sur cet ensemble et par le même argument que précedemment,
l’ensemble de tous ces pavages est alors un espace métrique compact. Le groupe G agit
sur ce compact et l’enveloppe continue du pavage T est alors la fermeture de son orbite
sous l’action de G.

L’enveloppe continue de T est donc un compact invariant par l’action de G. Par
une conséquence directe du lemme de Zorn, il existe un sous ensemble fermé invariant
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pour l’action de G qui n’admet pas de sous-ensemble non vide, fermé et invariant pour
l’action. Nous appellerons un tel ensemble, un ensemble minimal. Un ensemble minimal
est alors une union d’orbites par l’action de G et toutes ses orbites sont denses dans
ce compact. Le théorème suivant donne une caractérisation combinatoire des pavages
dont l’enveloppe continue est un ensemble minimal (voir par exemple [KP]). Pour cela,
introduisons tout d’abord la définition suivante :

Définition 2.1.2 Un pavage T de G-type fini est répétitif si pour tout patch p de T ,
il existe un rayon R(p) > 0 tel que toute boule de rayon R(p) dans N intersecte T sur
un patch qui contient un patch de la forme g−1(p) pour un certain g ∈G.

Cette condition stipule que chaque patch a une infinité de copies dans le pavage selon
toutes les directions (à une distance R(p) près) et les distances entre les copies les plus
proches sont bornées.

Théorème 2.1.3 (voir par exemple [KP]) Le système dynamique (Ω(T ),G) est mi-
nimal (toutes ses orbites sont denses) si et seulement si T est répétitif.

Le pavage qui est de la forme {γ(F ), γ ∈ G} pour un certain réseau co-compact G et F
un domaine fondamental de G vérifie évidemment le critère de répetitivité. Le pavage
de Penrose dans R2 est un exemple de pavage qui n’est stable par aucune translation
et qui est répétitif.

Nous dirons qu’un pavage T de G-type fini est non périodique si pour tout g ∈G, g 6=
Id, T.g est différent de T . Nous dirons qu’un pavage de G-type fini est apériodique si son
stabilisateur sous l’action de G n’est pas un sous reseau co-compact de N . Il est possible
de montrer (voir [KP] par exemple) que si un pavage est apériodique et répétitif, alors
son enveloppe n’est pas restreinte aux translatés par G de ce pavage et tous les pavages
contenus dans son enveloppe sont apériodiques. Il existe des familles de proto-pavés
telles que chaque pavage construit avec ces proto-pavés sont non périodiques.

Le pavage de Penrose (voir figure 1.1) dans le plan euclidien est un exemple de
pavage de R2-type fini répétitif et dont tous les pavages de l’enveloppe sont non pé-
riodiques. Cet exemple donne donc un exemple d’une action minimale et libre du
groupe des translations R2 sur un espace compact. Le pavage pinwheel (figure 1.6 p. 20)
qui est de Isom+(R2)-type fini, fournit un exemple d’une action minimale du groupe
Isom+(R2), cependant cette action n’est pas libre car il existe un élément dans son
enveloppe admettant une symétrie d’ordre 2. Nous avons vu dans le chapitre précédent
des exemples de familles de proto-pavés dont tous les pavages obtenus avec ces pavés
sont de G-type fini (pour un certain groupe G) et non périodiques. Citons notamment
Berger et Penrose qui ont donné des exemples de telles familles de proto-pavés pour le
cas N = R2 et Goodman-Strauss dans le cas du N = H2 avec le groupe affine (voir le
chapitre 1). Les ensembles minimaux dans l’ensemble de ces pavages, sont alors des en-
veloppes continues de pavages répétitifs et non périodiques. Nous dirons qu’un pavage
est totalement non périodique si tout pavage T ′ dans son enveloppe est non périodique.
Nous donnerons dans le dernier chapitre des exemples explicites de pavages de P-type
fini totalement non périodiques et répétitifs. Ce cas sera l’exemple typique que nous
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étudierons car le système dynamique (Ω(T ),G) associé est un système où toutes les
orbites sont denses et où l’action est libre (toutes les orbites sont homéomorphes à G).
Cette classe de systèmes dynamiques est très riche. Une façon de comparer ces systèmes
est d’étudier les comportements statistiques de leurs orbites, de connâıtre le nombre
moyen de passage d’une orbite à travers un borélien.

2.2 Structure de Ω(T )

Afin de simplifier cette présentation, nous supposerons dans la suite que G désigne
un sous-groupe de Lie de Isom+(N) et que ce sous-groupe agit librement et transisti-
vement sur N . Nous nous intéresserons à l’enveloppe continue d’un pavage de G-type
fini totalement non périodique. Le groupe G agit de manière libre sur cet espace et
grâce à cette propriété, nous pourrons paramétriser localement l’enveloppe.

Considérons T un pavage de G-type fini de la surface N où G est un sous-groupe
de Lie qui agit librement et transitivement sur N . Nous supposons de plus que T
est totalement non périodique. Le pavage T est construit à partir d’un ensemble de
proto-pavés {p1, p2, . . . , pn}. Pour chaque proto-pavé pi, fixons un point yi dans son
intérieur. C’est ce que nous appellerons une décoration de pi. Ainsi pour un pavage
T ′ = {t1, . . . , tn, . . .} de G-type fini construit avec les proto-pavés {p1, . . . , pn}, cette
décoration, par translation des éléments de G, munit T ′ d’une collection de points
{xt1 , . . . , xtn , . . .}, où chaque point xti est à l’intérieur du pavé ti.

Soit Ωpunc(T ) = {T ′ ∈ Ω(T )| un des xt de T ′ cöıncide avec l’origine 0}. Observons
tout d’abord quelques propriétés de cet ensemble :

- Ωpunc(T ) est fermé ;
- pour tout élément T ′ de Ω(T ), il existe g ∈ G de sorte que T ′.g ∈ Ωpunc(T ) ;
- il existe un ε > 0 tel que pour tout g ∈ G ε-proche de l’identité et pour tout

T ′ ∈ Ωpunc(T ), T ′.g /∈ Ωpunc(T ).
Pour ces raisons, cet ensemble est appelé la transversale canonique associée à T .

Proposition 2.2.1 ([MRW]) Ωpunc(T ) est compact et complètement discontinu. De
plus, si T vérifie la condition de répétitivité alors Ωpunc(T ) est un ensemble de Cantor.

Preuve : Considérons T ′ un pavage de Ωpunc(T ) et P un patch de T ′ contenant O. Soit

U(T ′, P ) = {T ′′ ∈ Ωpunc(T )| T ′′ cöıncide avec T ′ sur P},
U(T ′, P ) est, par définition de la topologie induite sur Ωpunc(T ), un voisinage fermé de
T ′ dans Ωpunc(T ). Plus le patch P est grand, plus le voisinage U(T ′, P ) est petit pour
la métrique δ. Comme il n’y a qu’un nombre fini de patchs de la taille de P , l’ensemble
Ωpunc(T ) est une réunion finie d’ensembles disjoints de la forme U(T ′, P ). Les ensembles
U(T ′, P ) sont donc des ensembles ouverts et fermés (nous appelerons ces ensembles des
clopen). Comme le diamètre des clopen U(T ′, P ) peut être choisi arbitrairement petit,
l’ensemble Ωpunc(T ) est complètement discontinu. Avec les hypothèses de répétitivité
et de non-périodicité, nous vérifions qu’il n’y a pas d’élément isolé. ¤



32 Chapitre 2

Considérons à présent une partition de Ωpunc(T ) par des clopen Ci et Vi un ouvert
borné de G contenant l’identité. Définissons alors l’application hi : Vi × Ci → ΩT telle
que hi(g, T ′) = T ′.g, pour T ∈ Ci et x ∈ Vi.

Cette application est continue et pour Ci de diamètre suffisamment petit, l’application
hi est injective (l’action de G est libre). Ainsi hi définit un homéomorphisme sur son
image, que nous noterons Ui. La donnée (hi, Ui) d’un tel homéomorphisme et de son
ensemble image est alors une carte. Les Ui forment un recouvrement de Ω(T ). Un
tel recouvrement sera appelé atlas. Dans la cas où Ci est un ensemble de la forme
U(T, P ) avec P un patch de T , il est possible de prendre pour Vi l’intérieur du patch
P . Remarquons que l’action de G sur l’enveloppe restreinte à Ui s’exprime lors de
l’identification de Ui avec Vi × Ci de la façon suivante (z, c).g = (z.g, c) où z.g désigne
la multiplication de z avec g.

Soit Ta appartenant à l’intersection Ui∩Uj de deux ouverts du recouvrement, Ta =
hi(g1, T1) = hj(g2, T2) avec T1, T2 ∈ Ωpunc(T ) et g1 ∈ V1, g2 ∈ V2. Quitte à considérer
des sous ensembles de Ui et Uj, nous pouvons supposer que le clopen Ci (resp. Cj) est
de la forme U(T1, P1) (resp. U(T2, P2)) avec P1 (resp. P2) un patch de T . Nous avons
donc T1 = T2.g2g

−1
1 . L’origine dans le pavage Ta est contenu dans une copie du patch

P1 et dans une copie du patch P2.
Soit Tb un pavage de Ω(T ) qui cöıncide en l’origine avec Ta sur l’union des copies

des patchs Pa et Pb. Il est clair que Tb ∈ Ui ∩ Uj, par conséquent Tb = hi(g
′
1, T

′
1) =

hj(g
′
2, T

′
2) avec T ′

1 ∈ U(T1, P1), T ′
2 ∈ U(T2, P2), g′1 ∈ V1 et g′2 ∈ V2. Nous avons alors

T ′
2.g2g

−1
1 ∈ U(T1, P1) et comme l’action de G est libre, T ′

2.g2g
−1
1 = T ′

2.g
′
2g
′
1
−1 = T ′

1.
Quitte à considérer des sous ensembles des ouverts Ui et Uj, l’isométrie g2g

−1
1 est

indépendente de T ′.
Dès lors, les changements de cartes, sur leur domaine de définition s’écrivent2 :

h−1
i ◦ hj(g1, T1) = (g2, T2) = (gi,j.g1, T1.gi,j).

Pour un élément g ∈G suffisamment petit, l’application T 7→ T.g définit alors
sur des sous ensembles de Vi×Ci, une application continue. Cette application préserve
chaque ensemble de la forme Vi×{c} et agit sur ces sous ensembles par la multiplication
à droite.

Cette paramétrisation locale de l’enveloppe et les changments de cartes donnent une
structure de lamination particulière appelée G-solénöıde que nous exposerons dans le
chapitre suivant.

2 avec la convention d’une action du groupe G à gauche, les changements de cartes sont de la forme
(g1.gi,j , gi,j .T1).



Chapitre 3

G-solénöıdes, surfaces branchées et
limites inverses

Dans ce chapitre nous donnerons des définitions de bases d’une structure laminée
particulière : la structure de G-solénöıde. L’enveloppe continue d’un pavage totalement
non périodique possède une telle structure [BG]. Un tel espace peut aussi être vu
comme une limite projective de surfaces branchées. La section 2 concernera ces surfaces
branchées [W] et la dernière section fera le lien entre surfaces branchées et G-solénöıdes.

Dans tout ce chapitre nous noterons N le plan euclidien R2 muni de sa métrique
usuelle ou l’espace hyperbolique H2 muni lui aussi de sa métrique usuelle. Nous no-
terons G un sous-groupe de Lie des isométries préservant l’orientation de N , qui agit
transitivement et librement sur N .

3.1 Une définition de G-solénöıde

Soit M un espace métrique compact recouvert par des ouverts Ui (que nous appel-
lerons les bôıtes) munis d’homéomorphismes hi de Ui sur Vi × Ci où Vi est un ouvert
borné de G et Ci est un clopen d’un espace métrique totalement discontinu.

Nous dirons que ces ouverts définissent un atlas d’une structure de G-solénöıde sur
M si les changements de cartes hi,j = hi ◦ h−1

j , sur leur domaine de définition, sont de
la forme :

hi,j(g, c) = (gi,j.g, τi,j(c)),

où τi,j est une application continue indépendante de g, gi,j est un élément de G indé-
pendant de g et de c et gi,j.g désigne la multiplication des deux éléments g et gi,j. Deux
atlas sont équivalents si leur réunion est un atlas. Un atlas maximal est un atlas qui
contient tous les atlas d’une même classe d’équivalence.

Un espace compact M muni d’une classe d’équivalence d’atlas F est appelé G-
solénöıde. Les changements de cartes particuliers d’une telle structure impliquent des
notions remarquables :

notion de feuilles. Appelons plaque un ensemble de la forme h−1
i (Vi × {c}). Les

changements de cartes envoient des plaques sur des plaques, cette notion est donc

33
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définie indépendemment des cartes. Une feuille est le plus petit sous ensemble connexe
qui contient toutes les plaques qu’il intersecte. L’espace total M est laminé par ces
feuilles. Chaque feuille est une surface différentiable orientable.

Tout point de M admet localement une verticale. C’est un ensemble de la forme
h−1

i ({g} × Ci). Les changements de cartes envoient des verticales sur des verticales,
ainsi cette notion est bien définie (indépendemment des cartes).

Les changements de cartes le long des plaques sont des multiplications à gauche, il
est possible de faire agir sur M un élément de G, proche de l’identité, par multiplication
à droite le long des feuilles. Nous dirons que M est un G-solénöıde si M a une structure
de G-lamination dont chaque feuille est difféomorphe à G (isomorphe à N) et l’action
des petits éléments de G sur M s’étend en une action à droite globale de G sur M .
Nous munissons alors chaque feuille de la métrique classique de N .

Dans ce cas, l’action de G est libre et les orbites sont les feuilles de M . Cette action
préserve aussi les verticales, il en résulte que si une orbite (ou une feuille) intersecte
deux verticales V et V ′ aux points v et v.g pour un certain g ∈G, alors pour tout point
w de V suffisamment proche de v, le point w.g appartient aussi à V ′. Par un abus
de langage nous dirons que les ”temps”1 de retour sur les verticales sont localement
constants.

Un exemple classique de R2-solénöıde est la suspension d’une action libre du groupe
Z2 sur un ensemble de Cantor. Un tel exemple peut être construit en considérant l’action
produit de 2 odomètres sur l’espace produit {0, 1}Z × {0, 1}Z.

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, l’enveloppe continue d’un pavage
T de G-type fini totalement non périodique a une structure de G-solénöıde. L’action de
G sur Ω(T ) est un prolongement de l’action des petits éléments de G par multiplication
à droite.

Il est important de remarquer que dans ce cas précis et contrairement au cas de
l’action précédente par odomètres, l’action est expansive : pour tout ε > 0 suffisamment
petit, le ε-voisinage d’une orbite n’est pas stable par l’action de G. En effet, considérons
deux éléments T1 et T2 de Ωpunc(T ) à une distance ε l’un de l’autre, ε est suffisamment
petit de sorte que T1 et T2 cöıncident sur une boule B centrée en l’origine. Si pour
tout g dans une boule BG incluse dans G et centrée en l’identité, T1.g et T2.g restent
ε-proches alors T1 et T2 cöıncident sur (BG)−1(B). Ainsi si deux pavages restent ε-
proche lorsque l’on translate par l’action, ces pavages sont identiques.

Nous dirons que le G-solénöıde est minimal si toutes ses feuilles sont denses. Dans
ce cas, la verticale en chaque point dans chaque bôıte est un ensemble de Cantor.
Pour un pavage T répétitif et totalement non périodique, l’action de G est minimale,
l’enveloppe de T est donc un G-solénöıde minimal.

Réciproquement, il est possible d’associer à un G-solénöıde M muni d’une action
de G, un pavage de G. Fixons une collection finie de verticales Vi sur M . L’ensemble
(
⋃

i Vi)∩L, intersection de ces verticales avec une feuille L, est un ensemble de Delone X
de points sur la surface L ([BG]). Pour chaque point x ∈ X, nous construisons la cellule

1Ici le ”temps” n’est pas unidimensionel, il est un élément du groupe G.
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de Voronöı associée tx = {y ∈ N |d(x, y) 6 d(x′, y) pour tout x′ ∈ X}. Nous obtenons
alors un pavage T = {tx |x ∈ X} de G-type fini sur G. L’ensemble X étant discret,
chaque cellule tx est un polygone et les cellules se rencontrent face contre face. Si la G-
action sur M est expansive et pour un choix générique de verticales avec des diamètres
suffisamment petits, ce pavage est non périodique. Si de plus M est minimal, le pavage
est répétitif. Son enveloppe Ω(T ) a alors une structure de G-solénöıde expansif et les
systèmes dynamiques (M,G) et (Ω(T ),G) sont topologiquement conjugués ([BG]). En
particulier, Ω(T ) ne dépend pas de la feuille L choisie.

3.2 Surfaces branchées

Dans cette section nous introduisons la notion de surface branchée qui nous sera
utile pour l’étude des G-solénöıdes. Cette notion est une généralisation aux dimensions
supérieures des réseaux ferroviaires. Nous n’utiliserons pas cette notion dans toute sa
généralité, mais nous nous limiterons à un type particulier qui concerne notre travail.
Le lecteur pourra trouver dans [W] des définitions générales de ces structures.

3.2.1 Modèle local

Pour r > 0 et un point x de N , notons Br(x) la boule incluse dans N centrée en x
et de rayon r. Considérons une famille C = {C1, . . . , Cn} de cônes ouverts polygonaux
centré en x.

Nous dirons qu’un sous ensemble I de C est une décomposition polygonale de Br(x)
si les cônes de I sont deux à deux disjoints et l’union de leur fermeture recouvre B(x, r) :⋃

C∈I C = Br(x). Nous supposerons dans la suite que chaque élément de C appartient
à une décomposition polygonale de Br(x).

Pour un entier p > 1, nous allons définir une G-boule de type p. Soient I1, . . . , Ip, p
décompositions polygonales de Br(x). Considérons sur l’ensemble

⊔p
i=1 Br(x) la relation

d’équivalence ∼ engendrée par la relation : (y, i) ≡ (y′, j) si y = y′ et il existe Ck ∈
Ii ∩ Ij tel que y ∈ Ck.

La G-boule de type p centrée en x de rayon r, notée B(x, r, I1, . . . , Ip) est l’ensemble⊔p
i=1 Br(x)/ ∼ muni de la topologie quotient. Nous appellerons dans la suite G-boule

une G-boule de type p centrée en x de rayon r pour un certain entier p, un certain
point x et un réel r.

Notons π1 la projection naturelle π1 :
⊔p

i=1 Br(x) → ⊔p
i=1 Br(x)/ ∼ et π2 la projec-

tion π2 :
⊔p

i=1 Br(x)/∼→ Br(x).
Nous appelons G-feuille dans la G-boule B(x, r, I1, . . . , Ip) l’image de Br(x) par une
section continue de π2. Le lieu singulier de la G-boule de type p B(x, r, I1, . . . , Ip) est
l’ensemble des points appartenant à des ensembles de la forme π−1

2 (Ci ∩ Cj ∩ Ck) où
Ci, Cj, Ck sont deux à deux distincts, Ci et Cj appartenant à la même décomposition
polygonale Im et Ci et Ck appartiennent à une autre décomposition polygonale In.

Le point π−1
2 (x) appartient naturellement au lieu singulier de B(x, r, I1, . . . , Ip).

Le lieu singulier d’une G-boule est le lieu de “branchement ” des copies de Br(x) dans
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Fig. 3.1 – Recollement de deux disques

⊔p
i=1 Br(x) pour la relation∼. C’est aussi l’ensemble des points de y ∈ B(x, r, I1, . . . , Ip)

tel que l’ensemble π−1
2 (π2(y)) contient moins de p− 1 éléments.

Nous dirons qu’une courbe dans B(x, r, I1, . . . , Ip) est lisse si elle reste dans une
G-feuille et sa projection dans Br(x) est lisse. Ceci confère à B(x, r, I1, . . . , Ip) une
structure lisse [W].

Il est aisé de vérifier que pour y appartenant à une G-boule, il existe un voisinage
de y qui est une G-boule centrée en y et un certain type q ∈ {1, . . . , p}. Un point en
dehors du lieu singulier, admet comme voisinage une G-boule de type 1, c’est à dire
homéomorphe à Br(y). Ainsi en dehors du lieu singulier, il existe une action locale à
droite de G.

Une application τ : B(x, r, I1, . . . , Ip) → B(y, r′, I ′1, . . . , I ′p1
) est une G-submersion

locale si :

- l’application τ est surjective et preserve la structure lisse ;
- l’application τ envoie les lieux singuliers sur les lieux singuliers et les G-feuilles

sur des G-feuilles ;
- il existe g dans G tel que τ se projette en la translation à gauche par g sur Br(x),

c’est-à-dire π2 ◦ τ(.) = g.π2(.)).

Une G-submersion locale qui est injective est appelée G-isométrie locale. Dans ce
cas, les deux G-boules ont le même rayon et l’application inverse de τ est aussi une
G-isométrie locale.

3.2.2 Modèle global

Soit un espace métrique compact B recouvert par des ensembles ouverts Ui, appelés
ouverts distingués, munis d’homéomorphismes, appelés cartes, hi : Ui → Vi où Vi est
un ensemble ouvert dans une G-boule. Ces ensembles ouverts et ces homéomorphismes
définissent un atlas de structure de G-surface branchée si les applications de transitions
hi,j = hj ◦ h−1

i vérifient la propriété suivante.

Pour chaque point y de hi(Ui∩Uj), il existe un voisinage Vy de y qui est une G-boule
contenue dans hi(Ui∩Uj) et il existe un voisinage Vhi,j(y) de hi,j(y) qui est une G-boule
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contenue dans hj(Ui ∩ Uj) de sorte que la restriction de hi,j à Vy est une G-isométrie
locale de Vy sur Vhi,j(y).

Nous dirons que deux atlas sont équivalents si leur union est à nouveau un atlas
de structure de G-surface branchée. Une G-surface branchée est la donnée d’un espace
métrique compact B muni d’une classe d’équivalence d’atlas de structure de G-surface
branchée. Nous dirons qu’un point x de B est un point singulier si dans un ouvert
distingué Ui, ce point est envoyé par hi sur un point du lieu singulier d’une G-boule. Les
changements de cartes envoient les lieus singuliers sur des lieus singuliers, cette notion
est donc bien définie sur B. Nous noterons Sing(B) l’ensemble des points singuliers de
B.

La structure lisse des ouverts distingués de B lui confère une structure lisse. De
plus, en dehors des points singuliers, G agit localement dans les ouverts distingués par
la multiplication à droite. Cette action passe par les changements de carte. La surface
branchée B possède donc une action locale de G en dehors des points singuliers.

Deux tores tangents le long d’un courbe est un exemple simple de R2-surface bran-
chée. en général, les surfaces branchées sont beaucoup plus compliquées que le recol-
lement de surfaces compactes. Les pavages de G-type finis fournissent des exemples
de G-surface branchée. Considérons un pavage T = {t1, t2, . . .} de G-type fini qui re-
couvre la surface N avec des copies des proto-pavés {p1, . . . , pn}. Ce pavage peut être
périodique ou non. Définissons à présent la relation d’équivalence ³ sur N engendrée
par la relation :

x(∈ ti) ∼ y(∈ tj) ⇐⇒ il existe g1, g2 ∈ G et pl1 et pl2 tels que :

ti = g1(pl1) et tj = g2(pl2) et g−1
1 (x) = g−1

2 (y)

Cette relation peut se résumer en une relation d’équivalence sur l’union disjointe
des proto-pavés où deux points sur des proto-pavés différents sont identifiés si quelque
part dans le pavage T leurs copies se rencontrent. Seuls les points sur les bords des
proto-pavés sont identifiés. Il est alors facile de vérifier que l’espace quotient N/ ³ a
une structure de G-surface branchée. Lorsque N est le plan euclidien et T est le pavage
par des carrés unité, l’espace N/ ³ est alors un tore T2. Si T est un pavage avec des
carrés unités noirs et blanc, N/ ³ est alors le recollement de deux tores tangents le
long de deux courbes. Dans le cas du pavage de Penrose hyperbolique (voir figure 1.9 p.
24) l’identification par la relation ³ revient à identifier les bords du proto-pavé comme
le montre la figure 3.2.
Les arêtes AB, ED et DC sont identifiées entre elles et l’arête AE est identifiée avec
l’arête BC. Cet espace est homéomoprhe à la suspension de l’application x 7→ 2x mod 1
sur le cercle S1 ' R/Z.

La structure différentielle de N/ ³ apporte plus d’informations que sa simple struc-
ture de simplexe. La relation d’équivalence ³ identifie des points sur des proto-pavés
qui ne se rencontrent pas forcément dans le pavage. Cependant un courbe sur N/ ³
est lisse si elle se relève localement en une courbe lisse sur N . On ne peut passer de
manière lisse entre deux faces jointes de N/ ³ que si ces faces se rencontrent sur le
pavage.
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Fig. 3.2 –

3.2.3 Morphismes

Soient B1 et B2 deux G-surfaces branchées. Une surjection continue τ : B2 → B1

est une G-submersion si pour tout y ∈ B2 il existe un voisinage Vy qui est une G-boule
(lue à travers les cartes) et un voisinage Vτ(y) de τ(y) qui est une G-boule (lue à travers
les cartes) de sorte que la restriction de τ à Vy est une G-submersion locale de Vy sur
Vτ(y). Nous dirons que c’est une G-submersion forte si τ(Vy) est dans une G-feuille de
Vτ(y).

Soit B une G-surface branchée et x un point de B. Nous appellerons le rayon
d’injectivité de x le supremum des rayons de toutes les G-feuilles centrée en x. Le
rayon d’injectivité de B, notée inj(B), est l’infimum sur tous les x de B des rayons
d’injectivités de x. Le rayon de la G-action, notée Taille(B), est l’infimum sur toutes
les composantes connexes de B \ Sing(B) des supremum des rayons des G-boules
incluses dans les composantes connexes.

De ces différentes notions, nous pouvons en déduire que :

Lemme 3.2.1 Si τ : B2 → B1 est une G-submersion entre deux G-surfaces branchées,
alors inj(B2) ≥ inj(B1) et Taille(B2) ≥ Taille(B1).

Il est important de remarquer dans ce cas, qu’en dehors des points singuliers de B2, la
G-action locale par la multiplication à droite commute avec la G-submersion τ car sur
chaque G-feuille τ agit par translation à gauche d’un élément de G.

3.3 Des surfaces branchées aux G-solénöıdes : la

limite projective

Nous développons ici quelques propriétés combinatoires des G-solénöıdes. Ces pro-
priétés nous permettrons de montrer qu’un G-solénöıde est homéomorphe à une limite
projective de G-surfaces branchées. Grâce à ceci, nous caractériserons, dans le chapitre
suivant, les mesures invariantes de l’action du groupe G sur un G-solénöıde M .
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3.3.1 Limite projective

Pour une famille dénombrable (Xn)n≥1 d’espaces topologiques et une famille (fn)n≥1

d’applications continues fn : Xn+1 → Xn, nous rappellons que la limite projective est
l’ensemble :

lim←−(Xn, fn) = {(x0, x1, . . . ) | xn ∈ Xn, fn(xn+1) = xn, pour tout n}.

C’est un sous-ensemble fermé de
∏
n≥1

Xn. Si les espaces Xn sont tous compacts alors
∏
n≥1

Xn l’est aussi et ainsi lim←−(Xn, fn) aussi.

Proposition 3.3.1 Soient une suite (Bn)n≥1 de G-surfaces branchées et une suite de
G-submersions fortes τn : Bn+1 → Bn, alors la limite projective lim←−(Bn, τn) est munie
d’une G-action locale.

Preuve : nous savons déjà que chaque G-surface branchée Bn est munie d’une G-action
locale en dehors des points singuliers. Cette action commute avec les G-submersions
τn. Soit à présent un point (x1, x2, . . .) de lim←−(Bn, τn). Comme les applications τn sont
des G-submersions fortes, il existe un rayon r > 0 et une unique suite de G-feuilles Fn

dans Bn centrée en xn de rayon r de sorte que τn(Fn+1) = Fn pour tout n ≥ 1. Pour
g ∈ Br(0) ⊂ N ' G, définissons alors xn.g = en(π2(xn).g) où en : Br(π2(xn)) → Bn est
le plongement isométrique définissant Fn. Comme les G-submersions commutent avec
la multiplication à droite, la relation τn(xn+1.g) = xn.g est vérifiée. ¤

3.3.2 Construction de limite projective

Une décomposition en bôıtes d’un G-solénöıde M est une collection finie de bôıtes
{B1, . . . ,Bn} de sorte que les bôıtes soient deux à deux disjointes et l’union de la
fermeture de ces bôıtes soit le solénöıde tout entier. Nous dirons qu’une bôıte B est
polygonale, si à travers une carte, B est de la forme Vi×Ci où Ci est un espace métrique
totalement discontinu et Vi est un polygone convexe de N . Comme le changement de
cartes le long des feuilles est une isométrie de N , cette notion ne dépend pas de la carte
choisie.

Bien évidemment l’intersection de deux bôıtes polygonales est une bôıte polygonale.
De cette propriété, nous en déduisons qu’un G-solénöıde admet toujours une décompo-
sition en bôıtes qui sont toutes polygonales. Nous appellerons une telle décomposition
une décomposition en bôıtes polygonales.

Pour une bôıte polygonale qui, dans une carte, est de la forme P × Ci où Ci est
espace totalement discontinu et P est un polygone de N , nous appellerons bord vertical
l’ensemble qui, lu dans la même carte, est ∂P × Ci où ∂P désigne le bord de P . De
même que précedemment du fait de la forme rigide des changement de cartes, cette
notion est bien définie (ne dépend pas de la carte choisie).
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Définition 3.3.2 Soient B1 et B2 deux décompositions en bôıtes polygonales du G-
solénöıde M . Nous dirons que B2 est bien embôıtée dans B1 si :

– Pour chaque point x appartenant à une bôıte B1 de B1 et à une bôıte B2 de B2,
la verticale de x dans B2 est contenue dans la verticale de x dans B1.

- Les bords des bôıtes de B2 sont incluses dans les bords des bôıtes de B1.
- Pour chaque bôıte B2 de B2, il existe une bôıte B1 de B1 telle que B1 ∩ B2 6= ∅

et le bord vertical de B1 n’intersecte pas le bord vertical de B2.
- Si une verticale V dans le bord vertical d’une bôıte de B1 contient un point x

appartenant au bord vertical d’une bôıte de B2, alors la verticale de x (associée
à la boite de B2) est incluse dans V .

Nous appellerons système de tours du solénöıde M une suite de décomposition en
bôıtes polygonales (Bn)n≥1 telle que pour tout n ≥ 1, Bn+1 est bien embôıtée dans
Bn. Le nom d’une telle suite a été choisie en réference aux constructions d’une suite
de tours et des diagrammes de Bratteli dans l’étude des Z-action sur un ensemble de
Cantor (voir [GPS]). La dernière condition dans la définition a été souvent introduite
de diverses manières. Ainsi les personnes qui se sont intéressesées aux pavages générés
par substitution ont appelé cette condition “forcing the border” [KP] et R.F. Williams
dans l’étude des attracteurs de Williams l’a nommé “flattening condition”[W].

Dans [BG], les auteurs prouvent que tout G-solénöıde admet un système de tours.

Fixons à présent une décomposition en bôıtes polygonales B1 de M . Soit la relation
d’équivalence ³ engendrée par la relation qui identifie des points qui appartiennent à
la fermeture de la même bôıte polygonale et ont la même verticale. L’espace quotient
B1 = M/ ³ muni de la topologie quotient, a alors naturellement une structure de
G-surface branchée. Notons p1 : M → B1 la projection standard ; les points singuliers
sont les points tels que leurs pré-images par p1 soient dans l’intersection des bords des
bôıtes de B1. En dehors des points singuliers de B1, l’application envoie la G-action
locale sur la G-action locale de B1.

Pour B2, une autre décomposition en bôıtes polygonales de M bien embôıtée dans
B1, l’espace quotient B2 = M/ ³ avec ³ la relation d’équivalence associée à la décom-
position en bôıtes B2 a aussi une structure de G-surface branchée, mais chaque verticale
d’un point dans la fermeture d’une bôıte de B2 est dans une unique verticale d’une
bôıte de B1. Ceci permet de définir une application τ : B2 → B1. Cette application
est naturellement une G-submersion et en notant p2 : M → B2 la projection standard,
nous avons la relation τ ◦ p2 = p1. De plus comme les décompositions en bôıtes B2 et
B1 vérifient la dernière condition de la Définition 3.3.2, chaque verticale dans le bord
d’une bôıte de B1 contient entièrement les verticales des bords des bôıtes de B2 qui
l’intersectent. L’application τ envoie donc un petit voisinage d’un point singulier de B2

sur une G-feuille de B1. L’application τ est donc une G-submersion forte.

Ainsi un système de tours (Bn)n induit une suite de G-surfaces branchées Bn, une
suite de G-submersions fortes τn : Bn+1 → Bn. De plus comme, pour tout n ≥ 1, chaque
composante connexe de Bn+1 \ Sing(Bn+1) contient plusieurs copies isométriques des
composantes connexes de Bn \Sing(Bn), nous en déduisons que limn→∞ inj(Bn) = +∞
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et limn→∞ Taille(Bn) = +∞. L’ensemble des décompositions en bôıtes Bn engendrent
donc la topologie de M . L’application p : M → lim←−(Bn, τn) définie par

p(x) = (p1(x), . . . , pn(x), . . .),

est alors naturellement un homéomorphisme. Chaque application pi envoie la G-action
locale sur la G-action locale de la G-surface branchée Bi et G agit globalement sur M
et sur lim←−(Bn, τn). Il en résulte que l’application p conjugue les systèmes dynamiques
(M,G) et (lim←−(Bn, τn),G).
Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème 3.3.3 [BG] Soit M un G-solénöıde :

1. Il existe une suite Bn de G-surface branchée et une suite de G-submersions fortes
τn : Bn+1 → Bn telles que M est homéomorphe à la limite projective lim←−(Bn, τn) ;

2. le groupe G agit sur lim←−(Bn, τn) et l’homéomorphisme réalise une conjugaison
entre les systèmes dynamiques (M,G) et (lim←−(Bn, τn),G) ;

3. limn→∞ inj(Bn) = +∞ et limn→∞ Taille(Bn) = +∞ ;

4. si M admet une feuille dense, alors toutes les G-surfaces branchées Bn sont
connexes.

La preuve du dernier point est facilement vérifiable.
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Chapitre 4

Mesures et courants

Dans ce chapitre nous nous intéresserons aux mesures invariantes pour l’action
de G sur un G-solénöıde M . De manière générale si le groupe G agit sur un espace
topologique X, une mesure m sur la tribu borélienne de X est dite invariante si pour
tout g ∈G et pour tout borélien B de X, m(B.g) = m(B).

Par exemple le groupe R2 des translations agit sur le plan de manière transitive
et libre. Ce groupe est donc isomorphe au plan. La mesure de Lebesgue du plan est
l’unique mesure, à un facteur multiplicatif près, invariante pour cette action. Cette
mesure est alors la mesure de Haar sur ce groupe qui est invariante par multiplication
à droite et à gauche.

Le groupe P des transformations affines agit transitivement et librement sur le demi-
plan hyperbolique H2. Ce groupe non commutatif est isomorphe au groupe des matrices

triangulaires supérieures {
(

a b
0 a−1

)
| a > 0, b ∈ R}. Remarquons que le groupe P

admet une mesure de Haar invariante pour la multiplication à gauche λr = dadb
a2 qui est

différente de la mesure de Haar invariante pour la multiplication à droite λd = dadb
a

. Le
groupe est alors dit non unimodulaire.

Dans les deux cas, ces deux groupes sont des extensions de groupes abeliens, ils sont
donc moyennables, c’est-à-dire chaque action continue de ces groupes sur un espace
compact X admet une mesure invariante finie [Zi]. Ainsi, chaque G-solénöıde admet une
mesure invariante pour l’action de G. Nous caractériserons dans ce chapitre ces mesures
en utilisant la notion de courant que nous rappellerons dans les premières sections. Nous
invitons le lecteur à lire [Gh] pour avoir une introduction dans le contexte plus général
des laminations. Ces notions, issues de la géométrie différentielle, sont, dans le cas de
G-solénöıdes, directement reliées avec la dynamique de l’action de G. Si le G-solénöıde
M est l’enveloppe continue d’un pavage, ces notions sont reliées avec la combinatoire
du pavage. Nous verrons aussi apparâıtre ici, une différence fondamentale entre le cas
euclidien et le cas hyperbolique. La caractérisation des mesures invariantes pour l’action
du groupe R2 différe de celle des mesures invariantes pour l’action du groupe P car
celui-ci est non unimodulaire. Il sera nécessaire d’introduire, dans le cas hyperbolique,
la notion de mesure harmonique.

43
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4.1 Cycles feuilletés

Considérons sur un G-solénöıde M un atlas maximal F muni de cartes hi : Ui →
Vi × Ci où Vi est un ouvert de G ' N et Ci est un espace topologique totalement
discontinu. Rappelons de nouveau que les changements de cartes hi,j = hj ◦ h−1

i , dans
leur domaine de définition sont de la forme :

hi,j(g, c) = (gi,j.g, γi,j(c)),

avec γi,j une application continue indépendante de g, gi,j un élément de G indépendant
de g et de c et gi,j.g désigne la multiplication des deux éléments g et gi,j.

L’atlas sur M induit sur chaque feuille une structure de variété et nous pouvons
donc introduire la notion de formes différentielles sur M . Dans une bôıte, de la forme
Vi × Ci, nous appellerons k-forme différentielle une famille de k-formes différentielles
réelles (de classe C∞) dans les plaques Vi × {c} et qui dépendent continûment du
paramètre c (pour la topologie C∞). Une k-forme différentielle sur le G-solénöıde M
est donnée par une collection de k-formes différentielles dans les bôıtes d’un atlas, qui
s’envoient les unes sur les autres par les changements de cartes. Nous notons Ak(M)
l’espace des k-formes différentielles sur M (k = 0, 1 ou 2) ; c’est un espace vectoriel
topologique. L’opérateur de différentiation le long des feuilles définit un opérateur d :
Ak(M) → Ak+1(M). L’ensemble image de cet opérateur est l’ensemble des k+1-formes
exactes. De manière générale, il est possible d’étendre la plupart des notions relatives
à la géométrie différentielle des surfaces de Riemann. Chaque objet est lisse le long des
feuilles et dépend continûment de l’espace transverse. Par exemple nous dirons qu’une
2-forme est (strictement) positive si elle est (strictement) positive en restriction aux
feuilles.

Définition 4.1.1 Un cycle feuilleté pour le G-solénöıde M est un opérateur linéaire
continu C : A2(M) → R qui est strictement positif sur les formes strictement positives
et nul sur les formes exactes.

Cette dernière notion a été introduite par D. Sullivan [S]. Son existence n’est pas
toujours assurée. Ainsi :

Proposition 4.1.2 Un R2-solénöıde admet un cycle feuilleté.
Un P-solénöıde n’admet pas de cycle feuilleté.

Nous prouverons un peu plus loin cette proposition.
Un résultat important stipule que les cycles feuilletés correspondent en fait aux

mesures transverses invariantes.

4.1.1 Mesures invariantes et mesures transverses

Définition 4.1.3 Une mesure finie transverse invariante sur un G-solénöıde M est
la donnée d’une mesure finie µi sur chaque espace transverse Ci telle que pour tout
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borélien B de Ci, contenu dans un domaine de définition d’une application de transition
γi,j, on ait :

µi(B) = µj(γi,j(B)).

Il est important de remarquer qu’une mesure transverse invariante, pour un atlas
donné, fournit une autre mesure transverse invariante pour tout atlas équivalent. Ainsi
nous pouvons donc parler de mesure transverse invariante µt d’un G-solénöıde, associée
à un atlas maximal.

A partir d’une mesure transverse invariante µt, il est possible de lui associer natu-
rellement un cycle feuilleté. Soit ω une 2-forme sur M dont le support est inclus dans
une bôıte Ui de sorte que nous puissions considérer ω comme une 2-forme sur Vi × Ci.
En intégrant sur les plaques Vi × {c} par rapport à la forme volume standard sur N ,
nous obtenons une fonction continue sur Ci que nous pouvons de nouveau intégrer par
rapport à la mesure µi pour obtenir un réel Cµt(ω). Lorsque le support de ω n’est pas
inclus dans une bôıte, nous décomposons ω sous la forme

∑
i Cµt(φiω) où la collection

{φi}i forme une partition de l’unité (lisse dans les feuilles) associée au recouvrement
de M par les bôıtes Ui. Ceci définit un opérateur linéaire Cµt : A2(M) → R qui grâce
aux propriétés d’invariance, ne dépend pas des choix de l’atlas et de la partition de
l’unité et définit un cycle feuilleté. Dès lors une mesure transverse invariante donne
un cycle feuilleté. Ce cycle est appelé courant de Ruelle-Sullivan associé à la mesure
transverse µt. La réciproque est également vraie : pour tout cycle feuilleté il existe une
mesure transverse invariante qui lui est associée [S] ; ainsi ces deux points de vue sont
équivalents.

Nous sommes en mesure à présent de démontrer la proposition 4.1.2.
Preuve de la Proposition 4.1.2 : supposons tout d’abord que le groupe G est le groupe
des translations du plan R2. L’action du groupe R2 sur le compact M admet une mesure
invariante µ et une mesure de Haar λ invariante pour la multiplication à gauche et
à droite. Définissons à présent une mesure transverse invariante. Soit B un borélien
contenu dans un espace transverse Ci

µt
i(B) =

µ(h−1
i (Vi ×B))

λ(Vi)
.

Comme dans les bôıtes l’action de R2 se fait le long des feuilles et par l’unicité, à une
constante près, de la mesure de Haar, cette définition ne dépend ni de la bôıte choisie, ni
de l’ouvert Vi. L’invariance de λ pour la multiplication à gauche, implique l’invariance
de µt

i par les changements de cartes.

Dans le cas où le groupe G est le groupe des transformations affines P = {z 7→
az + b | a > 0, b ∈ R} de H2, la mesure invariante à gauche n’est pas la mesure
invariante à droite. La construction établie précédemment pour le groupe R2 n’est plus
valide car elle n’est plus licite dans l’intersection des cartes.

Supposons qu’un P-solénöıde M admette une mesure transverse invariante finie µt.
Notons λg une mesure de Haar sur P invariante par la multiplication à gauche. Nous
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pouvons alors définir une mesure globale sur M de la manière suivante. Dans une bôıte
Ui × Ci, considérons la mesure produit λg ⊗ µt. Grâce aux propriétés d’invariance des
mesures µt et λg, cette mesure est bien définie : la définition passe sur les intersections
des bôıtes. Quitte à multiplier par un scalaire, nous pouvons supposer que cette mesure
µ est une mesure de probabilité sur M .

Le groupe P agit par une action à droite sur M , ainsi à tout élément g de P
correspond un homéomorphime de M que nous notons τg. Soit B ' U × C une bôıte
de M et g un élément de P . L’action de P sur les verticales a des temps de retour
localement constant, nous pouvons alors décomposer B en bôıtes disjointes bi ' U×Ci

où Ci est un clopen de C, de sorte que bi et τg′(bi) soient dans la même bôıte Di ' Vi×Ci

pour tout g′ dans un voisinage de g. Considérons à présent une fonction continue
f : M → R à support inclus dans B et notons τg ∗ µ la mesure de probabilité µ
transportée par τg. Nous avons alors

∫
fdτg ∗ µ =

∑
i

∫

bi

fdτg ∗ µ.

Dans chaque bôıte Di,
∫

bi
fdτg ∗ µ =

∫
Di

f(τ−1
g (x))λg ⊗ µt. Pour un point (z, c) ∈

U × Ci, nous avons τ−1
g ((z, c)) = (z.g−1, c) où pour z = (x, y) dans H2 et g−1 est la

transformation z 7→ az + b, ainsi le point z.g−1 = (x + by, ay). Par conséquent, nous
obtenons

∫
bi

fdτg ∗ µ = a
∫

bi
fdµ et

∫
fdτg ∗ µ = a

∫
fdµ. (])

Quitte à prendre une partition de l’unité associée aux bôıtes d’un atlas, il est alors
possible de prouver l’égalité (]) pour n’importe quelle fonction f : M → R. Ainsi la
mesure τg∗µ est la mesure aµ. Ceci est impossible car µ est une mesure de probabilité. ¤

Dans le cas où G est le groupe R2, nous avons vu qu’une mesure invariante pour
l’action de R2 sur un R2-solénöıde fournie une mesure transverse invariante. La réci-
proque est vraie aussi : pour toute mesure transverse invariante, il existe une mesure
invariante associée. Fixons tout d’abord un atlas d’un R2-solénöıde M possédant une
mesure transverse invariante µt. Dans une bôıte homéomorphe à Vi×Ci, définissons la
mesure d’un borélien B qui lu dans la carte est de la forme Wi×C ′

i avec Wi un borélien
de Vi et C ′

i un borélien de Ci, par :

µ(B) = µt(C ′
i)λ(Wi)

où λ désigne la mesure de Lebesgue de R2. Les propriétés d’invariance des mesures
considérées permettent de dire que cette valeur est bien définie dans l’intersection des
bôıtes. Par extension, ceci permet de définir une mesure sur le R2-solénöıde M . Là
encore, les propriétés d’invariance des mesures rendent cette mesure invariante pour
l’action de R2. De façon plus générale, on peut définir un G-solénöıde pour un groupe
de Lie G connexe, c’est-à-dire une lamination dont les changements de cartes le long des
plaques sont des multiplications à gauche par un élément du groupe. Lorsque ce groupe
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est unimodulaire (la mesure invariante par multiplication à droite et la même que celle
invariante par multiplication à gauche), les trois notions précédentes sont équivalentes.

En définitive, pour un R2-solénöıde, les points de vue de mesure invariante pour
l’action de R2, mesure transverse invariante et de cycle feuilleté, sont tous les trois
équivalents. Les auteurs de [BBG], utilisent ce principe pour caractériser les mesures
invariantes de l’action de R2 sur un R2-solénöıde. Dans le cas d’un P-solénöıde cette
approche n’est plus possible.

Remarque 1 La non existence d’un cycle feuilleté est équivalente à l’existence d’une
2-forme exacte strictement positive sur chaque P-solénöıde (voir [S]).

Remarque 2 Cette non existence nous donne de plus une information sur le compor-
tement géométrique des feuilles. Suivant les travaux de J. Plante [Pl], chaque feuille
d’un P-solénöıde a une croissance exponentielle.

Afin de comprendre la statistique des feuilles, nous allons utiliser une notion plus
générale que les cycles feuilletés : celle des courants harmoniques. Cette notion a été
introduite par L. Garnett dans [Ga].

4.2 Courants harmoniques

4.2.1 Courants harmoniques et mesures harmoniques

Chaque feuille d’un G-solénöıde M est difféomorphe à N . Nous pouvons dès lors,
munir chaque feuille de la métrique standard de N . L’opérateur de Laplace-Beltrami ∆
défini le long des feuilles, induit un opérateur ∆ : A0(M) → A2(M) et son image (Im∆)
est contenu dans l’espace des formes exactes. Un courant harmonique est une forme
linéaire continue A2(M) → R strictement positif sur les formes strictement positives et
nul sur Im∆. Un cycle feuilleté est donc un courant harmonique mais contrairement à
lui :

Proposition 4.2.1 ([Ga]) Toute lamination et en particulier tout P-solénöıde pos-
sède au moins un courant harmonique.

Preuve : La preuve est basée sur le théorème de Hahn-Banach et est valable pour toute
lamination, nous nous limiterons au cas d’un P-solénöıde M . Il nous faut montrer que
le cône ouvert des formes strictement positives n’intersecte pas la fermeture de l’espace
vectoriel Im∆. Pour cela il suffit de montrer que pour toute fonction continue u sur
M lisse le long des feuilles, δu est négatif ou nul en un certain point. Puisque M est
compact, la fonction u atteint son maximum en un point x de M . La restriction de u
à la feuille passant par x atteint aussi son maximum en x et ∆u en x est donc négatif
ou nul. ¤

Commme dans le cas des cycles feuilletés, il est possible d’associer à un courant
harmonique I une mesure finie positive sur un P-solénöıde. Fixons tout d’abord une
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métrique hermitienne sur le fibré tangent au solénöıde M . Ceci définit une 2-forme
différentielle le long des feuilles et permet donc d’identifier A2(M) avec l’espace des
fonctions C∞ sur M . Grâce à la positivité du courant I, celui-ci peut s’étendre en une
forme linéaire continue sur l’espace des fonctions et définit alors une mesure positive
finie sur M . Les mesures µ obtenues de cette manière s’appellent mesures harmoniques
et sont caractérisées par la propriété suivante. Pour toute fonction continue bornée f
sur M , lisse le long des feuilles, l’intégrale

∫
∆fdµ est nulle, où ∆ désigne le laplacien

le long des feuilles.
L. Garnett [Ga] donne une description de la structure locale de ces mesures. Dans

une bôıte Ui ' Vi × Ci, la restriction d’une mesure harmonique µ sur Ui peut être
décomposée de la manière suivante :

dµ(x, c) = dµc(x)dνt(c),

où νt est la mesure obtenue par la projection de µ sur C et les mesures µc pour νt-
presque tout point de c de Ci sont des mesures sur les plaques Vi × {c}. Pour une
fonction f définie sur Ui, l’intégrale de f par rapport aux mesures µc,

∫
f(x, c)dµc(x)

dépend mesurablement de c et
∫

fdµ =

∫
(

∫
f(x, c)dµc(x))dνt(c).

Pour νt-presque tout point c de Ci, les mesures µc sont des mesures harmoniques sur
l’ouvert Vi. Dès lors, il existe une fonction fi : Vi×Ci → R qui est définie pour νt presque
tout c, dépendant mesurablement de c et harmonique sur toute la plaque Vi × {c} de
sorte que chaque mesure µc est de la forme fi(z, c)dz où dz désigne la mesure issue de
la métrique Riemannienne de N .

Remarque 3 Lors de l’identification de G avec N , la mesure dz induit une mesure
invariante pour la multiplication à gauche dans le groupe G.

Cette décomposition locale d’une mesure harmonique n’est malheureusement pas
unique. Pour deux décompositions νi, fi et ν ′i, f

′
i définissant la même mesure, il existe

une application mesurable δi : Ci → R+
∗ définie ν ′i-presque partout, telle que νi =

δi(c)
−1ν ′i et fi(z, c) = δi(c)f

′
i(z, c).

Ainsi les fonctions harmoniques fi(z, c) définies sur les plaques sont compatibles sur
leurs intersections à une constante multiplicative près. Comme dans le cas d’un G-
solénöıde, les feuilles sont toutes simplement connexes, il est possible d’étendre chaque
fonction harmonique fi(z, c) définie sur une plaque en une fonction harmonique positive
sur toute la feuille contenant cette plaque.

Remarque 4 Pour un R2-solénöıde, les feuilles sont toutes difféomorphes au plan.
Les fonctions harmoniques que l’on obtient sont alors toutes positives et définie sur
tout le plan, ce sont donc des fonctions constantes. Une mesure harmonique sur un
R2-solénöıde se désintègre donc localement en le produit d’une mesure µi sur Ci avec
la mesure de Lebesgue sur le plan. La mesure µi est alors une mesure transverse inva-
riante.
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4.2.2 Mesures harmoniques et théorème ergodique

Nous allons à présent donner une caractérisation des mesures harmoniques qui per-
met une étude ergodique des feuilles des solénöıdes.

Soient x ∈ M un point du G-solénöıde M et Γx l’ensemble

{γ : R+ → Lx continue| γ(0) = x, γ(R+) ⊂ Lx},

où Lx désigne la feuille passant par x. L’ensemble Γx est l’ensemble des chemins continus
de M ayant pour origine le point x. Nous munissons cet ensemble de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts. Sur l’ensemble des boréliens, il existe une
mesure de probabilité naturelle wx appelée mesure de Wiener. Cette mesure est définie
de sorte que le mouvement Γx ×R+ : (γ, t) 7→ γ(t) ∈ Lx soit un mouvement brownien.
L’ensemble Γ =

⊔
x∈M Γx est l’ensemble des chemins continus de M strictement inclus

dans les feuilles. Nous munissons à nouveau cet espace de la topologie de la convergence
uniforme. Si µ est une mesure finie sur M , alors µ = wx ⊗ µ(x) est une mesure finie
sur Γ. Pour un borélien B de Γ, nous avons alors :

µ(B) =

∫

M

wx(B ∩ Γx)dµ.

Le semi-groupe R+ agit sur cet espace Γ par translation dans le temps : pour τ > 0
et γ ∈ Γ définissons le semi-groupe de transformations Sτ par Sτ (γ)(s) = γ(s + τ).
Par un calcul direct, il est possible de vérifier que les transformations Sτ préservent µ
si et seulement si µ est une mesure harmonique 1. Pour une mesure harmonique, nous
pouvons alors appliquer le théorème ergodique de Birkhoff.

Théorème 4.2.2 ([Ga]) Pour une fonction continue de M dans R la limite
l(x, γ) = limn→∞ 1

n
Σn−1

i=0 f(γ(i)) existe pour µ-presque tout point x et wx-presque tout
chemin γ de Γx.
Cette limite est constante le long des feuilles de M et l(x, γ) est constant pour wx-
presque tout chemin γ. De plus

∫
l(x)dµ(x) =

∫
f(x)dµ(x).

Grâce à ce théorème, nous pouvons définir le temps moyen de passage d’un chemin ”gé-
nérique”γ à travers un borélien B de M . Cette valeur est la limite limT→∞ 1/T

∫ T

0
χB(γ(t))dt

où dt désigne la mesure de Lebesgue et χB la fonction indicatrice de B.

4.3 Mesures invariantes et mesures harmoniques

Dans cette section nous prouvons le théorème suivant :

Théorème 4.3.1 Une mesure finie sur un G-solénöıde M est harmonique si et seule-
ment si elle est invariante pour l’action du groupe G sur M .

1Cela vient du fait que la mesure de Wiener est construite avec le noyau de la chaleur.
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Preuve : Nous avons déjà traité le cas où le groupe G est le groupe R2 dans la remarque
4. Intéressons nous au cas où le groupe G est le groupe des transformations affines P .
Nous utiliserons pour cela le lemme suivant :

Lemme 4.3.2 Soit H : H2 → R une fonction harmonique positive. Si le quotient
H(x,y)

y
est uniformément borné, alors H(x, y) = αy pour un certain réel positif α.

Preuve : Ceci est une conséquence de la formule de Pick (voir [Do] par exemple). Une
fonction harmonique positive H est de la forme : H(x, y) = αy +

∫ +∞
−∞

y
(s−x)2+y2 dσ(s)

où σ est une mesure positive sur R définie par :

σ(]a, b]) = lim
y→0

1

b− a

∫ b

x=a

H(x, y)dx,

avec a < b et dx désigne la mesure de Lebesgue sur R. Si le quotient H(x,y)
y

est borné
alors la mesure σ est nulle. ¤

Soient µ une mesure harmonique sur M et φ : M → R une fonction continue
positive à support inclus dans une bôıte B ' U × C de M . Un élément τ de P défini
un homéomorphisme du solénöıde M , notons τ ∗ µ la mesure obtenue par le transport
de la mesure µ par cet homéomorphisme. Définissons alors l’application F : P → R
définie par F (τ) =

∫
φd(τ ∗ µ). Fixons à présent un élément τ de P et un petit réel

positif ε. Comme les temps de retour de l’action de P sur les verticales sont localement
constant, il est possible de décomposer la bôıte B en une union disjointe de bôıtes
bi ' U ×Ci avec Ci un ensemble ouvert et fermé de C de diamètre plus petit que ε ; de
sorte que pour chaque i, les ensembles Bi et bi.τ

−1 soient inclus dans une même bôıte
que dénommerons Di. En prenant ε assez petit, pour tous les éléments g d’un voisinage
de τ , les ensembles Bi et bi.g

−1 sont aussi dans la même bôıte Di. Ainsi

F (τ) =
∑

i

∫

bi

φdτ ∗ µ.

Dans chaque bôıte Di, la mesure µ est de la forme fi(z, t)dzdνi avec fi une fonction
harmonique en la variable z. Nous obtenons alors

∫

bi

φdg−1 ∗ µ =

∫

bi

φ(z.g−1, t)fi(z, t)dzdνi

=

∫

Di

φ(z, t)fi(z.g, t)
dz

a
dνi,

où g est l’application affine définie par z 7→ az+b. Nous rappelons ici que pour z = (x, y)
dans H2, z.g = (x + by, ay).

Comme nous avons vu dans la section 4.2, l’application fi(., t) pour un t fixé, peut
être étendue sur tout H2 en une fonction harmonique positive. Soit un élément z dans
l’ouvert U , l’application g 7→ fi(z.g, t) est alors définie sur tout P . En identifiant le
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groupe de Lie P avec H2, par un calcul direct nous vérifions que cette application est
une fonction harmonique. Dès lors, l’application bornée g 7→ ∫

bi
φdg ∗µ est de la forme

(x, y) 7→ H(x,y)
y

avec H une fonction harmonique positive. Le lemme 4.3.2 nous permet
de conclure que la fonction F est constante.
Pour une fonction continue φ sur M , en prenant une partition de l’unité associée à
un recouvrement de M par des ouverts, nous montrons que la valeur

∫
φd(τ ∗ µ) est

indépendante de τ . Ceci montre qu’une mesure harmonique sur M est alors une mesure
invariante pour l’action de P sur M .

Réciproquement nous allons maintenant prouver que les mesures invariantes sont
des mesures harmoniques. Pour cela nous allons nous intéresser à l’expression locale
d’une mesure invariante.

Lemme 4.3.3 Si m est une mesure sur M invariante pour la P-action à droite, alors
dans chaque bôıte la mesure m est de la forme dσcdν(c) où ν est une mesure sur
l’espace transverse et la famille (σc)c est une famille de mesures de Haar sur le groupe
P, invariantes par multiplication à droite et dépendant mesurablement de c.

Preuve : Fixons une bôıte V × C, nous décomposons la mesure m dans cette bôıte en
une mesure transverse ν sur C et un système de mesures σc sur V ×{c} pour ν presque
tout c de C. Ainsi, pour une fonction mesurable f à support inclus dans cette bôıte,
nous avons : ∫

fdm =

∫

C

∫

V

f(z, c)dσc(z)dν(c).

Fixons à présent un point x dans la bôıte et un voisinage fermé K de ce point inclus
dans la bôıte. Soit A l’ensemble des fonctions mesurables bornées à support dans K.
Si la mesure m est P-invariante, alors pour tout f ∈ A et pour tout g ∈ P tel que K.g
soit inclus dans la bôıte, nous avons

∫
f(x)− f(x.g)dm(x) = 0.

Nous pouvons décomposer f = f1 + f2 où f1 est la restriction de f aux plaques pour
lesquelles

∫
V

f(x) − f(x.g)dσc > 0 ; et f2 est la restriction de f aux plaques pour
lesquelles l’intégrale est négative. Si m est invariante alors

∫
fi(x)− fi(x.g)dm(x) = 0

et ainsi :

ν{c ∈ C|
∫

V

fi(x)− fi(x.g)dσc 6= 0} = 0 pour i = 1, 2.

Il en suit que lorsque m est invariant, pour ν presque tout c dans C,
∫

f(x)−f(x.g)dσc =
0. Par conséquent, en identifiant chaque feuille avec le groupe de Lie P , pour ν-presque
tout c, la mesure σc est une mesure de Haar invariante pour la multiplication à droite. ¤
Lorsque l’on identifie le groupe P avec H2, une mesure invariante pour la multiplication
à droite est de la forme λ

y
dxdy = λd pour une certaine constante λ > 0. Ainsi une mesure

invariante m sur M peut s’écrire dans une bôıte λc
dxdy

y
dν(c), où c ∈ C 7→ λc ∈ R+

est une application mesurable définie ν presque partout. Rappelons qu’une mesure
invariante pour la multiplication à gauche est proportionnelle à la mesure induite par
la métrique Riemannienne, c’est-à-dire elle est de la forme λ

y2 dxdy = λg pour une

certaine constante λ > 0. Nous avons donc λd = y.λg et comme l’application (x, y) ∈
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H2 7→ y ∈ R+ est harmonique, une mesure m sur M invariante pour l’action de P est
harmonique. Ceci conclut la preuve du Théorème 4.3.1. ¤

4.3.1 Combinatoire des mesures invariantes

Dans cette partie, nous nous intéresserons uniquement au cas où M est un P-
solénöıde. Nous chercherons à caractériser les mesures invariantes pour l’action de P .
Les mesures invariantes pour l’action de R2 sur un R2-solénöıde ont déjà été caractéri-
sées dans l’article [BG].

Comme nous l’avons déjà vu, la décomposition locale d’une mesure invariante m
n’est pas unique. Considérons une bôıte B de M homéomorphe à V ×C, si λc

y
dxdydν(c)

et λ′c
y
dxdydν ′(c) sont deux décompositions d’une même mesure invariante m sur M , les

mesures ν et ν ′ sont dans la même classe et par conséquent il existe une fonction
mesurable positive définie presque partout δ : C → R+

∗ telle que ν = 1
δ(.)

ν ′ et λc =

δ(c)λ′c.
Une conséquence importante est que la valeur

∫
C

λcdν(c) est bien définie dans la bôıte
B. Si nous notons f la fonction H2 → R définie par f(x, y) =

∫
C

λcdν(c).y, alors la
mesure d’un cylindre A × C (avec A un ensemble mesurable de V ) de la bôıte, est :
m(A × C) =

∫
A

f(x, y)dxdy
y2 . Nous utiliserons cette fonction f pour caractériser les

mesures invariantes.

Tout d’abord fixons quelques notations. Pour une surface branchée B, notons C2(B,R)
le R-espace vectoriel de dimension finie dont la base est constituée des 2-faces de B.
Soit C2(B,R)+ le cône des vecteurs de C2(B,R) à coefficients positifs et soit P(B,R)
l’intersection de C2(B,R)+ avec la sphère unité centrée en l’origine pour la norme
|(b1, . . . , bq)|1 = Σi|bi|. Nous notons M(M) l’ensemble des mesures finies de M in-
variantes pour l’action de P .

Fixons une décomposition en bôıte du P-solénöıde M . Pour chaque bôıte B de cette
décompostition et pour une mesure invariante m, nous avons vu que nous pouvons
associer un nombre positif b =

∫
C

λcdν(c) > 0. L’identification des points appartenant
à la même verticale dans une même bôıte définie une fibration p de M sur une surface
branchée B. Nous pouvons alors associer à l’intèrieur Fi d’une 2-face de B, une bôıte
Bi = p−1(Fi) grâce à la fibration et ainsi nous définissons la 2-chaine ΣibiFi ∈ C2(B,R)+.
Par conséquent la fibration p : M → B induit une application linéaire p∗ : M(M) →
C2(B,R)+.

Si nous considérons à présent une décomposition en tours (Bn)n, nous obtenons
une suite de fibrations pn sur des surfaces branchées Bn et une suite d’applications
πn : Bn+1 → Bn telle que pn = πn ◦ pn+1 et M ' lim←(Bn, πn). Ces applications
induisent des applications linéaires (pn)∗ : M(M) → C2(Bn,R)+.

La relation entre (pn)x(m) et (pn+1)∗(m) peut être décrite de la façon suivante. Nous
notons Bn

i ' F n
i × Cn

i les bôıtes de Bn, où l’indice i désigne une énumération de ces
bôıtes. Soit fn

i (x, y) la fonction (x, y) 7→ ∫
Cn

i
λn

icdσn
i (c).y = bn

i y pour une décomposition
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locale de la mesure m. L’intersection de Bn
i et Bn+1

j est soit vide, soit une union disjointe

de bôıtes
⊔

l D
l
ij. Dans le cas non trivial, il existe des applications de changement de

cartes hl
ij : Dl

ij ∩Bn
i → Bn+1

j , avec hl
ij(z, c) = (gl

ij.z, γij(c)) et gl
ij ∈ P .

Ainsi pour un cylindre A× Cn
i de Bn

i , nous avons

m(A× Cn
i ) =

∑
j

∑

l

m(hl
ij((A× Cn

i ) ∩Dl
ij)

=
∑

j

∑

l

∫

gl
ij(A)

fn+1
j (x, y)

dxdy

y2

=
∑

j

∑

l

∫

A

α(gl
ij)b

n+1
j

dxdy

y

où α est le morphisme α(z 7→ az + b) = a ;

=
∑

j

∑

l

α(gl
ij)

∫

A

fn+1
j (x, y)

dxdy

y2
.

Puisque ceci est vrai pour tout A ⊂ V n
i , nous obtenons la relation :

bn
i =

∑
j

∑

l

α(gl
ij)b

n+1
j =

∑
j

bn+1
j

∑

l

α(gl
ij).

Notons p(n) la dimension de C2(Bn,R) et An la p(n)×p(n+1)-matrice dont les coef-
ficients sont positifs et donnés par an

i,j =
∑

l α(gl
ij) lorsque Bn

i et Bn+1
j s’intersectent et

0 sinon. Nous avons la relation (pn)∗(m) = An((pn+1)∗(m)) et ainsi la suite((pn)∗(m))n

est un élément de lim←−(C2(Bn,R)+, An). Grâce à cela nous pouvons étendre les applica-
tions (pn)∗ en une application linéaire

p∗ : M(M) → lim
←

(C2(Bn,R)+, An).

Nous vérifions facilement que l’application p∗ envoie l’ensemble des mesures de proba-
bilité invariantes sur l’ensemble lim←−(P(Bn,R), An).

En fait l’application p∗ est un isomorphisme, nous allons construire maintenant son
inverse. Soit (vn)n un élément de lim←−(C2(Bn,R)+, An). Considérons à présent une famille
de cylindres engendrant la tribu borélienne telle que chaque cylindre A soit inclus dans
une bôıte Bn

i de Bn
i , Bn

i ' V n
i × Cn

i et A ' An
i × Cn

i pour un certain sous-ensemble
mesurable An

i de V n
i . Soit m(A) la valeur

∫
An

i
bn
i

dxdy
y

avec vn = (bn
1 , . . . , b

n
i , . . . , bn

p(n)).

Grâce à la relation entre vn et vn+1, la valeur m(A) est bien définie et peut être étendue
en une mesure m par additivité à toute la tribu borélienne de M . Par un calcul direct,
nous vérifions que p∗(m) = (vn)n. De plus, comme la mesure m se désintégre localement
en produit d’une mesure transverse avec une mesure de la forme by dxdy

y2 sur les plaques,
la mesure m est harmonique et par conséquent d’après le théorème 4.3.1 invariante
pour l’action de P .

Nous avons donc démontré le théorème suivant qui est une reformulation explicite
du résultat 2 :



54 Chapitre 4

Théorème 4.3.4 Soit M un P-solénöıde homéomorphe à la limite projective de sur-
faces branchées Bn, lim←−(Bn, pn).
Alors : M(M) est homéomorphe à lim←−(C2(Bn,R)+, An), où An est une application

linéaire envoyant Rp(n+1)+ sur Rp(n)+ avec p(n) = dim C2(Bn,R).
La restriction de l’ensemble des mesures de probabilités invariantes est alors homéo-
morphe à lim←−(P(Bn,R)+, An).

Ce dernier théorème nous permet de donner un critère pour borner le nombre de me-
sures de probabilité invariantes ergodiques.

Proposition 4.3.5 Si M est un P-solénöıde et M est homéomorphe à la limite pro-
jective de surfaces branchées Bn, lim←(Bn, pn).

1. S’il existe N tel que pour tout n le nombre des faces de Bn est borné par N , alors
il y a au plus N mesures de probabilité invariantes ergodiques.

2. Si de plus M est minimal et les applications linéaires An sont uniformément
bornées, alors il n’existe qu’une unique mesure de probabilité invariante.

La preuve de cette proposition est standard, ses arguments ont déjà été utilisés dans
[GM] de façon similaire. Nous présentons ici un schéma de preuve.
Preuve : Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que pour tout n ≥ 1,
dimRC2(Bn,R) = N . Considérons à présent N suites (wn

j )n ∈ ΠnC2(Bn,R)+ pour j ∈
{1, . . . , N} avec wn

j = (wn
j,1, . . . , w

n
ji, . . . , w

n
j,N) et wn

j,i = 0 si j 6= i et 1 sinon.

Fixons un entier n, pour tout j dans {1, . . . , N} et m > n, soit wnm
j = An ◦ . . . ◦

Am−1(w
m
j ). Quitte à prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que les suites

(wnm
j )m>n convergent vers wj ∈ P(B1,R). Notons projn la projection de l’ensemble

produit ΠnC2(Bn,R) sur C2(Bn,R), et Probn = projn(Lim←(P(Bn,R), An). L’ensemble
Probn est un ensemble convexe et si nous notons Hm l’enveloppe convexe de {wnm

j |j =
1, . . . , N}, nous obtenons Probn =

⋂
m>n An ◦ . . . ◦ Am−1(Hm). Ainsi Probn est l’en-

veloppe de {wj|j = 1, . . . , N}. Supposons à présent qu’il existe plus de N mesures de
probabilité ergodiques invariantes, alors pour n suffisamment grand il y aura plus que
N points extremaux dans Probn, ce qui est une contradiction.

Pour prouver la deuxième partie de la proposition, nous montrons que Probn est réduit
à un unique point. Pour cela définissons la distance hyperbolique entre deux points x, y
de P(Bn,R).

dh(x, y) = −ln
(m + l).(m + r)

l.r
,

où m désigne la longueur euclidienne du segment [x, y] et l, r sont les longueurs des
composantes connexes de S\[x, y] , S étant le plus grand segment contenant [x, y] dans
P(Bn,R). Par un calcul direct, nous vérifions qu’une matrice à coefficients strictement
positifs contracte cette distance. La minimalité de M implique que les matrices An ont
toutes leurs coefficients strictement positifs. Puisque ces matrices sont uniformément
bornées et définies sur des espaces à dimension bornée, la contraction est uniforme. Dès
lors Probn =

⋂
m>n An ◦ . . . ◦ Am−1(P(Bm,R)) est réduit à un point. ¤
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Exemples

5.1 Exemples

Dans cette section nous donnerons des exemples de pavages de H2 de P-type fini non
périodiques et répétitifs. De plus afin d’illustrer les résultats du chapitre précédent, nous
donnerons des exemples explicites de pavages construits avec exactement r mesures de
probabilités ergodiques invariantes pour tout entier r ≥ 1. L’idée fondamentale est
de décorer le pavage de R. Penrose hyperbolique (figure 1.9 p. 24), le coloriage étant
codé par une suite bi-infinie non périodique. Cette suite est choisie de façon à ce que
son orbite sous l’action du décalage est uniformément récurrente. En d’autres termes,
l’action du décalage sur la fermeture de son orbite par cette action est minimale. Ces
résultats peuvent être résumés dans le théorème suivant :

Théorème 5.1.1 Pour tout entier r ≥ 1, il existe un pavage de P-type fini T tel que
la P-action sur Ω(T ) est libre, minimale et possède exactement r mesures de probabilité
ergodiques invariantes pour la P-action.

Le reste de cette section est dédié à la construction d’exemples démontrant ce théorème.

Preuve du théorème 5.1.1 : soient un entier r ≥ 1 et Σ l’ensemble {1, . . . , r}. Nous
associons de manière unique à chaque élément de Σ une couleur. Soit P le polygone
défini dans le chapitre 1 pour construire le pavage de R. Penrose (figure 1.8 p. 23).
Considérons les deux transformations affines

R : z 7→ 2z et S : z 7→ z + 1.

Le pavage hyperbolique de R. Penrose est alors défini de la manière suivante T =
{Rk ◦SnP |n, k ∈ Z} (voir figure 1.9 p. 24). Pour un élément i de Σ, notons Pi le proto-
pavé P colorié dans la couleur i. Pour une suite w = (wk)k∈Z ∈ ΣZ, nous associons le
pavage T (w) de P-type fini, construit avec les proto-pavés Pi et défini par

T (w) = {Rq ◦ Sn(Pwq)|n, q ∈ Z}.
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Fig. 5.1 – Pavage de R. Penrose associé à une suite

Ces pavés sont tous isométriques à P et son stabilisateur est un groupe de la forme
{Rpn| n ∈ Z} pour un entier p ∈ Z (voir figure 5.1).

L’ensemble des suites à valeurs dans Σ est l’ensemble produit ΣZ qui muni, de la
topologie produit, est un ensemble de Cantor. Il existe un homéomorphisme naturel
σ sur cet espace appelé décalage. A une suite (wn)n∈Z, le décalage σ associe la suite
(w′

n)n∈Z où w′
n = wn+1. Pour la suite w notons X la fermeture de son orbite par

l’action du décalage : X = {σn(w), n ∈ Z}. L’ensemble X est alors un espace métrique
compact stable sous l’action de σ.
Rappelons que T (w).R désigne le pavage image de T par l’application R−1. Nous avons
alors la relation

T (w).R = T (σ(w)). (5.1)

Grâce à cette relation nous en déduisons l’affirmation suivante :

Affirmation 1 - Si la suite w n’est pas périodique pour l’action du décalage σ,
alors T (w) n’est stable pour aucune transformation affine.

- Si le système dynamique (X, σ) est minimal, alors Ω(T (w)) est minimal.

Le premier point vient de la relation 5.1 et du fait que le stabilisateur de T (w) est un
sous-groupe de < R >. Le dernier point vient du fait que le système dynamique (X, σ)
est minimal si et seulement si tous les mots de la suite w apparâıssent une infinité
de fois dans w à distance bornée. Dans ce cas, le pavage T (w) est répétitif et donc
Ω(T (w)) est minimal.

La suspension d’une action de σ sur X, est l’espace quotient X = R ×X/σ où les
points (t, x) et (s, x′) sont identifiés si s − t ∈ Z et x = σs−t(x′). L’action naturelle
de R sur l’espace R × X par translation dans le temps, induit une R-action sur la
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suspension. La suspension R × X/σ a une structure de R-solénöıde (voir [BG]), cet
espace est localement le produit d’un ouvert d’un intervalle avec un ensemble totalement
discontinu.

Lemme 5.1.2 Le système dynamique (Ω(T (w)),P) se factorise sur le système dyna-
mique (X ,R).

Preuve : En effet, il existe une application continue naturelle et surjective de Ω(T (w))
sur X qui envoie la P-action sur la R-action. Cette application est définie de la manière
suivante. Pour un élément g : z 7→ az + c du groupe P , définissons h(T (w).g) =
[(log2(a), w)] ∈ X où [(t, x)] désigne la classe de l’élément (t, x) de R × X pour la
relation définie par σ. L’application h est alors une application continue de T (w).P vers
X . Cette application est uniformément continue pour la métrique δ et par conséquent
s’étend par continuité sur toute l’enveloppe Ω(T (w)) de T (w). Pour prouver cela, il
suffit de montrer que l’application h envoie deux pavages qui cöıncident sur une grande
boule centrée en l’origine, sur deux points proches dans X . Pour un mot b = wi0 . . . wi0+l

de la suite w, notons Pa(b) le patch
⋃l

j=0{R−j◦Sk(Pwi0+j
) pour k = 0, . . . , j} de T (w).

Considérons un pavage T (w).g avec g ∈ P , l’origine O dans ce pavage est dans une copie
du patch P(b) pour un certain mot b de w. Par la relation 5.1, l’origine O est aussi dans
le patch P(b) dans le pavage T (σn(w)), où n désigne la partie entière de log2(a). Le mot
b apparâıt donc dans la suite v = σn(w) sous la forme v−n1v−n1+1 . . . vn2−1vn2 pour deux
entiers positifs n1 et n2. Si T (w).g′ cöıncide avec T (w) sur un grand domaine centré en
l’origine, une copie du patch P(b) dans T (w).g′ contient l’origine en son intérieur. En
notant n′ la partie entière de log2(a

′) avec g : z 7→ a′z + c′, le mot b correspond aussi
aux premiers termes de la suite σn′(w). Ainsi h(T (w).g′) = [(log2(a

′)− n′, σn′(w))] est
proche de h(T (w).g) = [(log2(a)− n, σn(w))].
Il en résulte qu’il est possible d’étendre h en une application de Ω(T (w)) sur X que
nous noterons aussi h. Il est facile de vérifier que chaque fibre de h est stable par
l’action du groupe N = {z 7→ z + t, t ∈ R}. De plus comme P est une extension du
groupe N et du groupe {z 7→ az, a > 0}, l’action de P sur Ω(T (w)) préserve les fibres.
Cette P-action induit alors par h une P-action sur la suspension X et h défini une
semi-conjugaison pour cette action. Le groupe N agit trivialement sur X . Les mesures
invariantes pour la P-action sur X sont des mesures invariantes pour l’action de R. ¤

Lemme 5.1.3 Chaque mesure invariante pour l’action de R sur X est de la forme
h∗µ, où µ est une mesure sur Ω(T (w)) invariante pour l’action de P.

Preuve : pour prouver cela, nous allons utiliser une mesure sur P de Haar invariante
pour la multiplication à à droite que nous notons λ et une suite de Følner (voir [Pa])
notée (An)n. Soit µ une mesure de probabilité ergodique et invariante pour la P-action
sur X . Par le théorème ergodique, il existe un point x dans la suspension tel que la
suite de mesures de probabilités µn = 1

λ(An)

∫
An

δg.xdλ(g) converge lorsque n tend vers

l’infini, vers la mesure µ. Soit y un point de Ω(T (w)) tel que h(y) = x. Quitte à
prendre une sous-suite, la suite (νn)de mesures de probabilité sur Ω(T (w)) définie par
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νn = 1
λ(An)

∫
An

δg.ydλ(g) , converge vers une mesure de probabilité ν invariante par
l’action de P . Comme h ∗ νn = µn, nous avons h ∗ ν = µ. ¤
Il est important de noter que par convexité, la semi-conjugaison h envoie les mesures
ergodiques sur les mesures ergodiques.

Pour donner des exemples de pavages dont l’enveloppe possède exactement r mesures de
probabilités ergodiques invariante pour l’action de P , nous utiliserons une suite w telle
que sa suspension possède exactement r mesures de probabiltés ergodiques invariantes
pour l’action de P , ainsi par le lemme précédent, l’enveloppe Ω(T (w)) possède au
moins r probabilités invariantes. En appliquant la proposition 4.3.5, nous pourrons
alors prouver le Théorème 5.1.1.

Nous allons donner à présent un exemple de construction d’une telle suite. Cet exemple
est donné par S. Williams dans [SW]. L’auteur généralise un exemple de J. C. Oxtoby
[Ox] et défini une suite Toeplitz w ∈ ΣZ pour laquelle l’action de R sur sa suspension
est minimale et admet r probabilités ergodiques invariantes.

Nous allons tout d’abord nous occuper du cas r ≥ 2. Considérons la suite si ≡ i mod r ∈
Σ pour i ∈ N et la suite (pi)i∈N avec p0 = 3 et pi+1 = 3i.pi. Nous allons définir la suite
w = (wq)q∈Z ∈ ΣZ par récurrence. La première étape (étape 1) est de définir wq = s1

pour tout q ≡ 0 or −1 mod 32. En général pour i ∈ N, k dans Z, soit J(i, k) l’ensemble
des entiers q ∈ [kpi, (k+1)pi) pour lequel wq n’a pas été encore défini à la fin de l’étape
i. L’étape (i + 1) consiste à poser wq = si+1 pour q ∈ J(i, k) avec k ≡ −1 or 0 mod 3i.

Nous allons à présent définir une suite d’atlas de mots pour la suite w. Soit A0 l’en-
semble des mots {si, i = 1 . . . r} et A1 l’ensemble de mots {s1s

p1−2
i s1, i = 1, . . . , r},

où pour deux mots a et b , ab désigne la concaténation des deux mots et aq dé-
signe la concaténation de q fois le mot a. Pour tout entier q ≥ 1, nous notons pq,i

i ∈ {1, . . . , r} le mot de Aq indexé par i et par q > 1, Aq est alors l’ensemble des mots
{pq−1,sq(pq−1,i)

3q−1−2pq−1,sq , i = 1, . . . , r}. Pour tout q ∈ N la séquence w est une suite
bi-infinie de mots de Aq.

Nous pouvons à présent définir une décomposition en tours de Ω(T (w)). Considérons
pour q ≥ 0 la collection de patchs Paq = {Pa(pq,i), pour i = 1, . . . , r}. Pour tout q,
le pavage T (w) est une union des copies des éléments de Paq, ces copies s’intersectant
seulement sur leur bord. Remarquons que tous les patchs de Paq ont tous la même
taille. A chaque patch, il est possible d’associer une bôıte homéomorphe au produit
d’un clopen par une copie de ce patch. La famille des bôıtes associées aux éléments de
Paq forme alors une décomposition en bôıtes de Ω(T (w)). Pour une telle décomposition
en bôıtes, l’identification des points appartenant la même verticale donne une variété
branchée Bq. Si nous notons ∼q la relation d’équivalence engendrée par l’identification
des points des bords des patchs de Paq qui se rencontrent quelque part dans la pavage
T (w), nous obtenons que Bq est homéomorphe à

⊔r
i=1Papq,i

/ ∼q. Il est direct de vérifier
que la décomposition en bôıtes associée à Paq+1 est bien embôıtée dans Paq et par
conséquent, il existe des applications πq telles que :

Ω(T (w)) ' lim
←

(Bq, πq).
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Par la Proposition 4.3.5, l’enveloppe Ω(T (w)) possède au plus r mesures de probabilités
ergodiques invariantes. Grâce au Lemme 5.1.3, nous avons donc démontré le Théorème
5.1.1 pour r ≥ 2.

Pour obtenir un exemple de P-solénöıde minimal avec une unique mesure de proba-
bilité P-invariante, nous utilisons la même stratégie, mais avec une autre suite w pour
laquelle l’action du décalage est minimal et uniquement ergodique [GJ]. Nous utilisons
les mêmes notations que précédemment avec r = 2. Nous considérons une substitution
S sur l’alphabet Σ = {1, 2} définie par S(1) = 112, S(2) = 122. En utilisant l’ex-
tension de la substitution sur les mots par concaténation, nous pouvons itérer cette
substitution. La suite w est alors la suite bi-infinie définie par :

w = lim
n

←−−−
Sn(2). lim

n

−−−→
Sn(1),

où le point . est placé entre les coordonnées 0 et −1.

Soit A0 l’ensemble {1, 2} et pour tout entier q ≥ 1, soit Aq l’atlas de mots
{Sq−1(1)Sq−1(i)Sq−1(2), i = 1, 2} pour la suite w. La suite w est une suite bi-infinie
de mots de Aq. Considérons la collection de patchs Paq = {Pa(wo), wo ∈ Aq}.
Pour tout q ≥ 0, le pavage T (w) est une union d’éléments de Paq et la suite de
décompositions en bôıtes de Ω(T (w)) associées à Paq défini alors une décomposition
en tours de l’enveloppe. Cette enveloppe Ω(T (w)) est homéomorphe à lim←−(Bq, πq) où
Bq =

⊔
wo∈Aq

Pa(wo)/ ∼q.

Par le Théorème 4.3.4 l’espace des mesures invariantes M(Ω(T (w))) est isomorphe à
lim←−(C2(Bn,R)+, An). Un calcul simple montre que les applications linéaires sont définies
par les matrices :

An =

(
1 + 2−3n+1 1

2−3n2+2 2−3n+1 + 2−3n2+2

)
.

La Proposition 4.3.5 nous permet de conclure que l’enveloppe Ω(T (w)) admet une
unique mesure de probabilité P-invariante. ¤

5.2 Perspectives

Il semble qu’il est possible d’étendre le résultat 1 au cas d’un groupe de Lie G de
rang 1 par les mêmes techniques utilisées dans cette thèse. De façon plus précise, pour
K un groupe compact maximal de G, l’espace symétrique S = G/K a une structure
de groupe de Lie. Un énoncé de cette généralisation serait alors :
Conjecture : une mesure µ sur un S-solénöıde est une mesure harmonique si et
seulement si elle est S-invariante.
La preuve de cette conjecture fait l’objet de travaux actuels.
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