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RÉSUMÉ
Ce travail est une étude sur des systèmes dynamiques liés à des dynamiques minimales

sur un ensemble de Cantor. La première partie concerne la dynamique topologique des sys-
tèmes minimaux de Cantor et plus spécifiquement, le groupe d’automorphismes de Z-sous
shifts de faible complexité, les problèmes d’équivalences orbitales entre Z et Zd actions et
leurs relations avec la spectre continu. La seconde partie est dédiée à la notion plus géomé-
trique d’ensemble de Delone qui sert de modèle aux quasi-cristaux. Nous les étudions dans les
géométries euclidienne et hyperbolique. Nous nous intéressons tout particulièrement à leurs
propriétés ergodiques et géométriques ainsi qu’à l’équivalence orbitale dans ce contexte. Fi-
nalement, la dernière partie traite des propriétés des configurations minimisantes du modèle
de Frenkel-Kontorova associé à un environnement de type quasi-cristal.

ABSTRACT
This work is a study of the dynamical systems related to minimal actions on a Cantor

set. The first chapter concerns the topological dynamic of minimal Cantor systems, with
a focus on the automorphisms groups of Z subshift, the problem of topological orbit equi-
valence between Z and Zd-actions and their relations with their continuous spectrum. The
second chapter is related to the more geometrical notion of Delone set, which is a model for
quasicrystals. We study them in the Euclidean and Hyperbolic geometries. We give some
of their ergodic and geometric properties and we explore the orbital equivalence class in
this context. The final chapter provides properties on the minimizing configurations of the
Frenkel-Kontorova model associated with an environment of quasicrystal type.
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Introduction

Ce travail est une étude sur des systèmes dynamiques liés plus ou moins directement à
une dynamique minimale sur un ensemble de Cantor (système minimal de Cantor). En plus
de nous intéresser à la dynamique topologique de ces systèmes minimaux de Cantor, nous
regarderons la notion plus géométrique d’ensemble de Delone dans différentes géométries.
Ces ensembles servent de modèle aux quasi-cristaux. Finalement nous étudierons le modèle
de Frenkel-Kontorova associé à un quasi-cristal. Ces axes de recherche sont motivés par
diverses raisons.

Citons tout d’abord la découverte des quasi-cristaux en 1982 par l’équipe de D. Shecht-
man [SBGC84] qui a remis en cause un paradigme de la cristallographie. Une modélisation
de la structure d’un quasi-cristal consiste à considérer chaque atome comme un point d’un
espace euclidien. L’ensemble de ces points forme alors un ensemble de Delone. Une autre
modélisation est possible par l’intermédiaire des pavages où les atomes sont situés à l’inté-
rieur des pavés. Par exemple le quasi-cristal découvert par Schechtman et al correspond à
une version tridimensionnelle du fameux pavage de Penrose [Mac82], obtenu par une substi-
tution de type Pisot. En fait, ces deux modélisations par des pavages ou des ensembles de
points, sont équivalentes [BBG06]. Nous privilégions celle des ensembles de Delone car elle
évite de tenir compte de la géométrie des pavés qui s’avère inutile pour nos propos.

La découverte des quasi-cristaux soulève de nombreuses questions, notamment sur leur
possible classification. Il faut, au préalable, déterminer des invariants calculables à partir de
leur structure. Pour se faire, nous allons leur associer un système dynamique, appelé système
de Delone dont les propriétés sont reliées à leurs propriétés combinatoires. Inversement, la
construction d’ensembles de Delone, nous donnera une famille de systèmes dynamiques aux
comportements riches et variés. Cette relation entre la dynamique et la combinatoire est,
en fait, très classique et remonte aux origines de la théorie ergodique pour déboucher, par
exemple, à une preuve du théorème de Szemerédi par Furstenberg [Fur81]. De ce fait, l’étude
des systèmes de Delone peut être considérée comme une généralisation de la dynamique
symbolique. Comme nous le verrons dans le chapitre 2, il se trouve de plus, que les systèmes
de Delone sont intrinsèquement liés à des dynamiques sur l’ensemble de Cantor. La structure
du quasi-cristal de Schechtman incite à se concentrer tout particulièrement sur les systèmes
d’entropie nulle, comme les systèmes substitutifs.

D’autre part, le modèle de Frenkel-Kontorova est un modèle précis et notoirement connu
de la physique pour représenter la dislocation d’un cristal. Ce modèle à l’avantage d’être
simple à expliciter et universel, dans le sens où il peut modéliser une grande variété de
phénomènes physiques différents [BK04, FBGG05]. Il décrit comment une chaîne infinie
d’atomes "minimise l’énergie totale d’un système" lorsque cette énergie prend en compte les
interactions entre les proches voisins et un environnement extérieur. Quand l’environnement
est périodique, pour un cristal par exemple, les théories dites KAM faible discrète et d’Aubry-
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Mather permettent d’étudier ces configurations minimisantes. On peut donc se demander
quelles propriétés de ces configurations sont préservées dans le contexte quasi-périodique.

Ajoutons en dernier lieu, que les systèmes de Cantor sont également intéressants du
point de vue de l’équivalence orbitale où, rappelons le, deux actions de groupe G1 y X1

et G2 y X2 sont dites orbitalement équivalentes (topologiquement) s’il existe un homéo-
morphisme entre les espaces X1 et X2 qui envoie les G1-orbites sur les G2-orbites, les deux
groupes n’étant pas forcément isomorphes. Lorsque les espaces sont connexes, un argument
utilisant les théorèmes de Baire, nous montre que cette notion n’est pas très différente de
celle de la conjugation. À l’opposé, lorsque les espaces sont des ensembles de Cantor, ces no-
tions deviennent distinctes. De plus, il y a un nombre indénombrable de classe d’équivalence
orbitale [HPS92, GMPS10]. Ce phénomène diffère énormément de l’équivalence orbitale me-
surée (où l’on ne considère que des applications mesurées) puisque il n’existe qu’une seule
classe d’équivalence orbitale parmi toutes les actions de groupes moyennables dénombrables
[Dye59, OW80, CFW81].

En relation avec ces problématiques, nous présentons des résultats que nous avons obte-
nus dans différents articles. Ceux-ci sont cités par un numéro entre crochets (ex. [1]) alors que
les travaux d’autres auteurs sont cités par un acronyme entre crochet (ex. [AO95]). L’ordre
de présentation des résultats suit l’ordre croissant du nombre notions qu’il faut introduire
pour les énoncer.

Ainsi le chapitre 1 concerne l’étude de systèmes minimaux de Cantor. La première section
regroupe les résultats sur les Z-actions et la seconde sur des actions de groupes résiduelle-
ment finis. Nous regardons différents types d’invariants des systèmes minimaux de Cantor.
L’entropie étant largement étudiée, nous nous focalisons sur d’autres invariants qui ont été
particulièrement peu examinés, notamment pour les systèmes d’entropie nulle. En vue de gé-
néralisation aux ensembles de Delone, nos résultats concernent essentiellement la dynamique
symbolique.

Le groupe des automorphismes d’un sous-shift unidimensionnel de faible complexité est
étudié dans la section 1.1.2. Nous montrons en particulier dans [7] que ce groupe a une faible
croissance. Plus précisément, le quotient de ce groupe par celui engendré par le shift est fini
pour des sous-shifts minimaux ayant une complexité non super-linéaire, comme les sous-shifts
substitutifs. Inversement, nous montrons que n’importe quel groupe fini peut être réalisé de
cette manière. Nous construisons également un système symbolique d’entropie nulle dont le
groupe d’automorphismes est isomorphe à Zd ainsi qu’un sous-shift de complexité polyno-
miale arbitrairement grande avec un groupe d’automorphismes virtuellement isomorphe à
Z.

Un second exemple d’invariant d’un Z-système topologique (X,T ) est le spectre continu,
i.e. l’ensemble des valeurs λ ∈ S1 telles qu’il existe une fonction continue f : X → S1

vérifiant f ◦T = λf . Les exemples typiques de systèmes substitutifs avec un spectre continu
non trivial, i.e. non faiblement mélangeant, sont donnés par les substitutions de type Pisot.
Dans la sous-section 1.1.3, nous expliquons pourquoi ces systèmes sont conjugués en mesure
à un échange de domaines euclidiens. Ce résultat, présenté dans [8], étend à n’importe
quelle substitution de type Pisot unimodulaire (sans condition combinatoire) un résultat de
Arnoux-Ito [AI01].

La sous-section 1.1.4, se rapporte aux relations entre le spectre continu d’un Z-système de
Cantor (X,T ) et sa classe d’équivalence orbitale. Nous obtenons dans [4], des restrictions sur
les possibles spectres au sein d’une même classe d’équivalence orbitale forte. Il se trouve que
les arguments des valeurs propres E(X,T ) forme un sous-groupe de l’intersection des images
du groupe de dimension de (X,T ) par toutes ses traces (noté I(X,T )). Nous montrons que
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le groupe quotient I(X,T )/E(X,T ) est sans torsion lorsque le groupe des infinitésimaux est
trivial. Ces hypothèses sont optimales pour ce résultat.

Nous considérons des sous-shifts minimaux pour des groupes résiduellement finis, éven-
tuellement non commutatifs, dans la seconde section 1.2, via une généralisation de la notion
de suite Toeplitz obtenue dans [5]. Ceci nous servira de base pour comprendre les propriétés
possibles des ensembles de Delone dans différentes géométries. Si le groupe est moyennable,
nous réalisons grâce à ces exemples, n’importe quel simplexe de Choquet de mesures de pro-
babilité invariantes par l’action [6]. En particulier, pour le groupe Zd, d ≥ 1, nous montrons
que tout Z-système Toeplitz est orbitalement équivalent à un Zd-sous-shift, également de
type Toeplitz.

Le chapitre 2 est dédié aux ensembles de Delone. La première section présente quelques
définitions et propriétés générales sur les systèmes associés. Nous nous intéressons à ces
ensembles en géométrie euclidienne (section 2.2) et en géométrie hyperbolique (section 2.3).

La notion d’ensemble de Delone linéairement répétitif généralise celle d’ensemble substi-
tutif. Ces ensembles linéairement répétitifs possèdent de nombreuses propriétés géométriques
et dynamiques rigides (voir le survol [1]). Nous expliquons dans la sous-section 2.2.1, des
résultats obtenus dans [3] : un tel système n’a qu’un nombre fini de systèmes de Delone
apériodiques non conjugués comme facteur. De plus, chacun de ces facteurs est également
linéairement répétitif.

La sous-section 2.2.2 relève de l’étude de l’équivalence orbitale pour les systèmes de
Delone euclidiens. Un invariant est alors le groupe des homéomorphismes de l’enveloppe qui
sont homotopes à l’identité. Dans [2], nous prouvons que ce groupe est simple et ouvert dans
l’ensemble de tous les homéomorphismes. Par un profond résultat de Ben Ami et Rubin
[BAR10], nous obtenons que ce groupe est un invariant complet d’équivalence orbitale.

La notion d’ensemble de Delone trouve également une extension dans le cadre de la
géométrie hyperbolique [Pen80, MM98, Moz97]. Après avoir présenté divers exemples dans
la sous-section 2.3.1, nous expliquons des différences avec le cas euclidien. Par exemple, d’un
point de vue ergodique, nous verrons dans la sous-section 2.3.2 que les mesures invariantes
pour l’action ne sont plus associées aux mesures transverses invariantes, mais plutôt à la
notion géométrique de mesures harmoniques. Nous construisons des systèmes minimaux avec
un nombre arbitraire de mesures de probabilités harmoniques et ergodiques. Ces résultats
sont issus de mes travaux de thèses et publiés dans [13]. Du point de vue des C∗-algèbres,
qui donnent des invariants topologiques et géométriques, il n’existe pas de traces. Chaque
mesure harmonique donne alors un cocycle 3 cyclique sur la C∗-algèbre associée au système.
Nous donnons dans la sous-section 2.3.3 la K-théorie et la cohomologie de Čech pour une
famille d’exemples de systèmes de Delone hyperboliques que nous avons traitée dans [12].

Nos travaux sur le modèle de Frenkel-Kontorova sont décris dans le dernier chapitre. Nos
preuves utilisent les notions rappelées dans le chapitre 2. La section 3.1 traite des résultats
de [10] et se restreint au cas de la dimension 1 sous des hypothèses standard sur l’énergie
d’interaction et un environnement induit par un quasi-cristal. Nous montrons que chaque
configuration minimisante admet un nombre de rotation, que ce nombre dépend continûment
de la configuration et que tout réel positif est un tel nombre de rotation. Ceci généralise, en
partie, des résultats de [ALD83].

La dernière section est plus générale et concerne le modèle de Frenkel-Kontorova en
dimension quelconque avec un environnement presque périodique. Ceci revient à considérer
une famille d’énergie qui est stationnaire par rapport à un système dynamique minimal.
Nous introduisons alors dans [11], la notion de configuration calibrée (plus forte que celle de
configuration minimisante) et nous prouvons son existence pour certains environnements du

4



système dynamique. En dimension 1, sous des conditions incluant le modèle de la section
3.1, nous montrons l’existence de ces configurations calibrées pour tout environnement dans
ce contexte.
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Chapitre 1

Étude d’actions minimales sur un
ensemble de Cantor

Tout au long de ce chapitre, nous regarderons des actions continues de divers groupes
sur un ensemble de Cantor X.

Dans la première section, nous nous restreindrons aux Z-actions minimales. Après avoir
rappelé quelques définitions de base, nous étudierons les automorphismes de sous-shifts de
faible complexité dans la sous-section 1.1.2. Nous expliquerons nos travaux sur la conjecture
Pisot dans la sous-section 1.1.3. Enfin, la sous-section 1.1.4, sera dédiée aux relations entre
le spectre continu d’un système de Cantor et sa classe d’équivalence orbitale.

La seconde partie (section 1.2) concernera principalement l’étude d’actions minimales
et libres de groupes résiduellement finis. Nous proposerons des exemples de sous-shifts, via
une généralisation des notions d’odomètre et de suite Toeplitz décrites dans les sous-sections
1.2.1 et 1.2.2 avec diverses propriétés ergodiques. Finalement la dernière sous-section traitera
de l’apport de ces constructions dans la théorie de l’équivalence orbitale.

1.1 Actions minimales de Z sur un ensemble de Cantor

1.1.1 Notations
Nous nous intéresserons dans cette partie à l’action minimale (toutes les orbites sont

denses) d’un homéomorphisme T sur un ensemble de Cantor X. Rappelons qu’un système
(Y, S) est un facteur de (X,T ) s’il existe une surjection continue π : X → Y qui commute
avec les actions. Le système (X,T ) est alors une extension de (Y, S). Cette extension est
dite presque injective si l’application facteur π est injective sur un ensemble Gδ dense (au
sens de Baire).

Nous considérerons en particulier des sous-shifts. Ainsi Σ désignera un alphabet fini
et σ : ΣZ → ΣZ l’application shift définie par σ((xi)i∈Z) = (xi+1)i∈Z. Un sous-shift est
alors le système dynamique (X,σ) donné par un sous-ensemble fermé X ⊂ ΣZ, σ-invariant
(σ(X) = X).

Un mot w est un élément du monoïde libre Σ∗ engendré par Σ avec l’opération de la
concaténation, i.e. w = x1 . . . x` pour xi ∈ Σ. L’entier ` ≥ 1 est alors la longueur du mot w,
notée |w|. Le langage L(X) d’un sous-shift X est la collection des mots w (ou facteurs) de
la forme w = xj . . . xj+`−1 pour une suite x = (xi)i ∈ X et un indice j ∈ Z. Nous dirons
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que j est une occurrence du mot w dans la suite x. Nous utiliserons le même terme pour
une suite finie. La complexité du sous-shift pX(`) est le nombre de mots du langage L(X)
de longueur `.

Les sous-shifts minimaux sont caractérisés par le fait que pour toute suite x du sous-shift
et pour tout mot w du langage, l’ensemble des occurrences de ce mot est non vide est est rela-
tivement dense, ou, autrement dit, le mot w apparait une infinité de fois dans x et la distance
entre deux occurrences consécutives est uniformément bornée. Des exemples classiques de
sous-shifts minimaux sont donnés par des substitutions (voir [Que87] pour une introduction
détaillée sur ces systèmes). Rappelons qu’une substitution ξ est un morphisme sur Σ∗ défini
par une application Σ→ Σ∗, tel qu’il existe une lettre a ∈ Σ vérifiant limk |ξk(a)| = +∞. Il
lui est associé une matrice d’incidenceMξ = (ma,b)a,b∈Σ où ma,b est le nombre d’occurences
de la lettre a dans le mot ξ(b). Une substitution est dite primitive si sa matrice d’incidence
est primitive, i.e. une puissance de la matrice a tous ses coefficients strictement positifs. Le
système dynamique associé à ξ est alors le sous-shift Ωξ défini par :

{x ∈ ΣZ; tout facteur de x est un facteur de d’un certain mot ξn(a) avec n ≥ 1, a ∈ Σ}.

Lorsque la substitution est primitive, il est connu que le système (Ωξ, σ) est linéairement
récurrent, i.e. : il existe une constante L > 1 telle que pour tout entier ` ≥ 1, tout mot de
longueur L` du langage du sous-shift contient tous les mots de longueur ` du sous-shift. Ces
systèmes sont minimaux et uniquement ergodiques (voir [Que87, Dur00]). Les propriétés des
systèmes linéairement récurrent sont décris dans le chapitre 2 sous-section 2.2.1.

Un autre exemple classique de système symbolique est le sous-shift sturmien Il s’agit de
l’ensemble des suites qui codent une orbite de la rotation d’angle irrationnel α ∈ [0, 1]∩(R\Q)
sur le cercle identifié à l’intervalle [0, 1[ mod 1 avec la partition {[0, 1 − α[, [1 − α, 1[}. En
d’autres termes, il s’agit de l’ensemble des suites de la forme (b(n+1)α+βc−bnα+βc)n∈Z ∈
{0, 1}Z où β ∈ [0, 1[ et b·c désigne la partie entière. Ce sous-shift a été introduit et étudié
en détail dans [MH40] où il est montré qu’il est est minimal, uniquement ergodique et est
une extension presque injective de la rotation d’angle α sur le cercle. Seuls les points de
l’orbite de 0 ont plusieurs (deux) pré-images. En dehors de cette orbite, l’extension est une
conjugaison mesurée [K ‌ur03].

1.1.2 Automorphismes de systèmes symboliques de faible complexité
Un automorphisme d’un système dynamique topologique (X,T ) est un homéomorphisme

de X qui commute avec la transformation T . Le groupe engendré par ces transformations
est noté Aut(X,T ). Il est non trivial car il contient celui engendré par l’homéomorphisme
T lui même 〈T 〉 ⊂ Aut(X,T ). Une définition similaire existe dans le cadre mesurable : pour
une mesure invariante µ fixée, les automorphismes sont alors bi-mesurables et préservent
cette mesure. Le groupe qu’ils engendrent, noté C(T ) est appelé centralisateur de (X,T, µ).

L’étude du centralisateur est classique et a été largement étudié en théorie ergodique.
C’est par exemple le cas pour les systèmes mélangeant de rang finis (voir [Fer97] pour un
survol). Mentionnons quelques résultats dans ce contexte. D. Ornstein montre dans [Orn72]
que pour un système mélangeant de rang un, son centraliseur est réduit au groupe 〈T 〉. Plus
tard del Junco [dJ78] montra la même propriété pour le sous-shift de Chacon qui est de
rang un mais seulement faiblement mélangeant. Finalement pour les systèmes mélangeant
de rangs finis, King et Thouvenot [KT91] prouvèrent que le groupe quotient C(T )/〈T 〉 est
fini, ou autrement dit, les groupes C(T ) et 〈T 〉 sont virtuellement isomorphes.

Dans le cadre topologique et symbolique, il semble que Hedlund [Hed69] fut le premier
à étudier groupe des automorphismes du full shift. Cette étude fut étendue aux sous-shifts
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de types finis mélangeant (ou même seulement d’entropie positive) par notamment Boyle,
Lind et Rudolph [BLR88], Kim et Roush [KR90] et Hochmann [Hoc10]. Ils montrent que
ces groupes sont gros dans le sens où ils contiennent :

— n’importe quelle somme directe dénombrable de groupe Z ou de groupes finis,
— le produit libre sur un nombre dénombrable de générateurs,
— le groupe Aut({1, . . . , n}Z, σ) pour tout entier n ≥ 1.

Un argument essentiel est alors le théorème de Curtis-Hedlund-Lyndon qui stipule que
chaque automorphisme d’un sous-shift (X,σ) est donné par une fonction de bloc glissant
(sliding block codes), ou automate cellulaire. Cela implique en particulier que le groupe
Aut(X,σ) est dénombrable. La réalisation de groupes passe alors par la notion de mar-
queurs.

De nombreuses questions restent ouvertes sur ces groupes pour un sous-shift en général.
Ainsi on se pose les questions de base sur les groupes, sont ils : moyennables ? sofiques ? finie-
ment engendrés ? quel est leur centre ? leurs quotients ?.... et leur relation avec la dynamique
du sous-shift. Par exemple la question suivante est toujours ouverte.

Question 1.1.1 Les groupes Aut({1, 2, 3}Z, σ) et Aut({1, 2}Z, σ) sont ils algébriquement iso-
morphes ?

Dans le cadre de l’entropie nulle peu de chose sont connues. Host et Parreau [HP89] ont
cependant donné des résultats remarquables pour une famille de substitutions de longueur
constante (dite bijective). Ils montrent un résultat de rigidité : les groupes C(σ) et Aut(X,σ)
sont identiques et sont virtuellement le groupe 〈σ〉. Durant la même période, Lemańczyk et
Mentzen [LM88] réalisent n’importe quel groupe fini comme groupe quotient C(σ)/〈σ〉 pour
des systèmes substitutifs dans la classe données par Host et Parreau.

Très récemment, Cyr et Kra [KC15] ont montré que pour un sous-shift transitif avec
une complexité sous-quadratique, le groupe Aut(X,σ)/〈σ〉 est de torsion, signifiant que
n’importe quel élément est d’ordre fini. Leur preuve passe par un problème de coloriage de
Z2 et utilise une version affaiblie de la conjecture de Nivat démontrée par Quas et Zamboni
[QZ04].

Dans un travail en commun avec S. Donoso, F. Durand et A. Maass [7], nous montrons
que la complexité contraint le groupe des automorphismes à être petit.

Théorème 1.1.2 ([7]) Soit (X,σ) un sous-shift minimal infini. Si sa complexité vérifie

lim inf
n→∞

pX(n)

n
<∞,

alors le groupe Aut(X,σ)/〈σ〉 est fini et le cardinal de Aut(X,σ)/〈σ〉 divise le nombre d’or-
bites asymptotiques.

Rappelons que les orbites des éléments x, y ∈ X du sous-shift, munit d’une distance dist,
sont asymptotiques si pour un certain entier p, dist(σnx, σn+py) tend vers 0 quand n tend
vers l’infini. Combinatoirement, cela signifie que, quitte à “shifter” une des suites x, y, elles
coïncident à partir d’un certain rang. Un argument classique de Morse et Hedlund montre
qu’un sous-shift infini (apériodique) contient toujours une paire asymptotique (voir par
exemple le chapitre 1 de [Aus88]). La condition sur la complexité implique qu’il n’y a qu’un
nombre fini d’orbites asymptotiques [7]. Cette condition était déjà apparue dans une preuve
de l’excellent livre de Queffélec [Que87]. Malheureusement lors de la dernière éditon, cette
preuve disparut.
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Le théorème 1.1.2 concerne tous les sous-shifts sturmiens et les sous-shifts linéairement
répétitifs (substitutifs par exemple) car ils ont des complexités linéaires. Précisons dans le
cas sturmien, qu’il est bien connu qu’il n’existe qu’une paire asymptotique (e.g. [Dur00]).
Leur groupe d’automorphismes est donc trivial. Nous retrouvons également les résultats de
Salo et Törmä [ST16] sur les groupes d’automorphismes de substitutions de type Pisot et
nous prouvons leur conjecture.

La condition sur la complexité impose au sous-shift d’être d’entropie nulle. Pour autant
il est possible d’avoir des complexités avec une croissance sous-exponentielle arbitraire [7].
Citons, qu’au même moment, et indépendamment de nous, Cyr et Kra [CK15] ont obtenu
des résultats analogues sur la relation entre la complexité et le groupe d’automorphismes
dans [CK15]. Cependant leur preuve est plus combinatoire que la notre. Note preuve, plus
topologique, nous permet d’avoir quelques résultats pour des systèmes topologiques plus
généraux que les sous-shifts.

L’idée de notre preuve est basée sur la remarque suivante : un automorphisme pré-
serve l’ensemble des paires asymptotiques. Dans le cas minimal, si l’automorphisme fixe
une paire, c’est une puissance du shift. Ainsi le groupe des automorphismes modulo le shift
Aut(X,σ)/〈σ〉, agit librement sur l’ensemble des orbites des paires asymptotiques.

Il en ressort qu’une étude de ces paires asymptotiques nous permet d’étudier le groupe
des automorphismes et même de réaliser des exemples, qui montrent que le théorème 1.1.2
est optimal.

Théorème 1.1.3 Pour tout groupe fini G, il existe un sous-shift minimal substitutif (X,σ)
tel que Aut(X,σ) est isomorphe à G⊕ Z.

Ce résultat généralise un peu ceux obtenus par Host-Parreau et Lemańczyk-Mentzen. En
outre, nous en donnons une preuve directe. Ajoutons que dans le cas substitutif, il existe
un algorithme pour déterminer les paires asymptotiques [BD01] et donc on peut espérer un
algorithme pour déterminer le groupe Aut(X,σ)/〈σ〉 pour un sous-shift substitutif.

Peu de résultats sont connus quant à la réalisation de groupes d’automorphismes pour
des sous-shifts de faible complexité. Nous laissons donc la question suivante ouverte.

Question 1.1.4 Étant donné un groupe dénombrable G (pas nécessairement finement en-
gendré). Existe-t-il un sous-shift qui admette ce groupe comme groupe d’automorphismes ?

Au delà du cas du théorème 1.1.3, nous ne savons réaliser que le groupe Zd, pour tout
d ≥ 1, comme groupe d’automorphismes [7]. La difficulté n’étant pas de donner un exemple
contenant Zd mais dont le groupe est exactement isomorphe à Zd. À l’inverse, si le système a
une récurrence polynomiale, nous savons que le groupe des automorphismes a également une
croissance polynomiale (théorème 3.8 [7]). Il s’agit donc d’un groupe virtuellement nilpotent
par un résultat célèbre de Gromov. Ces exemples nous poussent à proposer la question
suivante qui genéraliserait le théorème 1.1.2.

Question 1.1.5 Soit (X,σ) un sous-shift minimal tel que

d = inf{δ ∈ N; lim inf
n

pX(n)/nδ < +∞} > 0.

Est il vrai que Aut(X,σ) est virtuellement isomorphe à Zk pour 0 < k ≤ d ?

La dynamique et en particulier les facteurs des systèmes contraignent également le groupe
des automorphismes. Pour un groupe G, on note par [f, g] = fgf−1g−1 le commutateur de
f, g ∈ G. On définit, par récurrence, la suite de sous-groupe de commutateurs G1 = G et
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Gi+1 engendré par les commutateurs [Gi, G], i ≥ 1. Un groupe est alors dit nilpotent de
classe d si Gd est trivial. Lorsque G est un groupe nilpotent de classe d, un nilsystème de
classe d est donné par un sous-groupe discret Γ ⊂ G cocompact et une translation à droite,
Rg : x 7→ xg telle que le système (G/Γ, Rg) soit minimal. Nous obtenons, dans ce contexte,
le résultat suivant.

Théorème 1.1.6 ([7]) Soit (X,σ) une extension presque injective d’un nilsystème de classe
d (G/Γ, Rg). Alors Aut(X,σ) est un groupe nilpotent de classe au plus d et est un sous-groupe
de Aut(G/Γ, Rg).

Ainsi pour un système Toeplitz (cf section 1.2.2), qui est une extension presque injective
d’un odomètre, i.e. une translation sur un groupe abélien (nilpotent de classe 1), son groupe
d’automorphismes est abélien et est un sous-groupe des automorphismes de son facteur
équicontinu maximal.

Ajoutons, qu’en construisant des extensions symboliques presque injectives de nilsys-
tèmes, nous obtenons à partir de ce théorème des systèmes symboliques de complexité poly-
nomiales arbitrairement grande avec un groupe d’automorphismes virtuellement isomorphe
à Z [7].

Le théorème 1.1.6 se prouve en utilisant une remarque similaire sur les paires asymp-
totiques : le groupe des automorphismes préserve l’ensemble des paires proximales, i.e. les
paires de points x, y ∈ X tels que lim infn→∞ dist(σnx, σny) = 0. Rappelons qu’un résultat
classique (voir par exemple lemme 2.1 dans [7]) assure que les fibres d’extensions presque in-
jectives de systèmes minimaux donnent des paires proximales. Ceci nous permet de montrer
que chaque automorphisme se factorise via l’application facteur. La conclusion vient ensuite
de l’étude des automorphismes de nilsystèmes.

1.1.3 Sur la conjecture Pisot
Un approche classique, initiée par par Hadamard [Had98] et Morse [Mor21], pour étudier

une dynamique géométrique, comme l’étude d’un difféomorphisme d’une variété, consiste
à coder sa dynamique par un sous-shift via une partition de Markov. Cette dynamique
symbolique est en général plus simple à étudier. Dans son papier fondateur, Rauzy [Rau82]
prend le problème sous la vision inverse : étant donné un sous-shift, peut-on lui associer
une représentation géométrique ? Comme un ensemble de Cantor n’est pas homéomorphe à
une variété, la "représentation géométrique" s’entend par une conjugaison en mesure. Par
exemple Rauzy considére dans [Rau82] le sous-shift associé à la substitution de Tribonacci

τ : 1 7→ 12, 2 7→ 13 et 3 7→ 1.

Il montre que ce système est conjugué en mesure à une rotation minimale sur le tore T2. Plus
tard, Arnoux et Rauzy [AR91] montrèrent qu’un sous-shift dont la complexité est 2n + 1
et satisfait une condition combinatoire appelée Condition (*) (condition satisfaite par le
sous-shift associé à τ) est mesurablement conjugué à un échange de 3 intervalles.

La propriété fondamentale utilisée par Rauzy dans [Rau82] est que la substitution de
Tribonacci τ est une substitution de type Pisot.

Définition 1.1.7 Soit ξ une substitution primitive et Pξ le polynôme caractéristique de sa
matrice d’incidence Mξ. La substitution est dite de type Pisot si le polynôme Pξ admet a
une racine dominante β > 1 et les autres racines β′ vérifient 0 < |β′| < 1.
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Rappelons qu’une substitution ξ est dite unimodulaire lorsque detMξ = ±1.
Ainsi pour une substitution de type Pisot, la valeur propre de Perron de Mξ est alors un

nombre Pisot-Vijayaraghan, i.e. : tous ses conjugués algébriques sont de module strictement
plus petit que 1.

Remarquons que le fait d’être Pisot ne dépend pas de la combinatoire de la substitution,
mais uniquement de son abélianisé Mξ et que toute puissance d’une substitution de type
Pisot est encore de type Pisot. Ainsi à partir d’une substitution de type Pisot, comme τ ,
il est possible de créer d’autres substitutions de type Pisot en prenant des puissances de τ
puis en permutant les lettres, comme par exemple pour la substitution 1 7→ 1123, 2 7→ 211
et 3 7→ 21.

Les résultats de Rauzy ont donné lieu à la conjecture (encore ouverte) suivante :

Conjecture 1.1.8 (Conjecture Pisot) Le sous-shift engendré par une substitution de type
Pisot a un spectre purement discret, i.e., est conjugué en mesure à une translation sur un
groupe.

Ajoutons également que cette conjecture implique un résultat de rigidité : tous les systèmes
substitutifs de type Pisot, avec la même matrice d’incidence, sont mesurablement conjugués.
Beaucoup de travaux se sont focalisés sur cette conjecture. La stratégie classique reprend celle
initiée par Rauzy dans [Rau82] : on essaye de montrer que le système substitutif est conjugué
en mesure à un échange de domaines (voir définition 1.1.9). Puis on prouve que cet échange
de domaines, qui a une structure géométrique, est conjugué en mesure à une translation sur
un groupe. Précisons tout d’abord ce que l’on entend par échange de domaines.

Définition 1.1.9 Nous appelons échange de domaines le système dynamique mesurable
(E,B,Leb, T ) où E est un compact régulier ∗ d’un espace euclidien, Leb désigne la mesure
de Lebesgue normalisée sur E et B la tribu borélienne de E telle que

— Il existe des compacts réguliers E1, . . . , En tels que E = E1 ∪ · · · ∪ En.
— Les ensembles Ei sont disjoints en mesure.
— Leb(T (E)) = Leb(E).
— Pour chaque indice i, l’application T restreint à Ei est une translation telle que
T (Ei) ⊂ E.

Des résultats classiques en théorie de la mesure assurent que pour un échange de domaines,
l’application T est injective en dehors d’un ensemble de mesure nulle et que l’application T−1

est mesurable Un échange de domaines est dit auto-affine, s’il existe un nombre fini d’appli-
cations affines f1, . . . , f`, partageant la même partie linéaire, telles que E =

⋃`
i=1 fi(E).

Un premier résultat important dans le sens de la conjecture, est dû à Host [Hos86a]
qui démontre que n’importe quelle fonction propre d’un système substitutif primitif est
continue. Il montre également dans un papier non publié mais très cité, que la conjecture
Pisot est vraie pour les substitutions unimodulaires sur un alphabet à deux lettres lorsqu’une
condition combinatoire, appelée condition de forte coïncidence, est satisfaite. Cette condition
apparaissait déjà dans [Dek78]. Barge et Diamond [BD02] montrèrent ensuite que n’importe
quelle substitution de type Pisot sur un alphabet à deux lettres vérifiant cette condition.
La conjecture Pisot est donc vraie dans ce cas [HS03]. En suivant la stratégie de Rauzy,
mais par une approche différente de celle de Host, Arnoux et Ito dans [AI01], associent
à chaque substitution unimodulaire, un échange de domaine auto-affine appelé fractal de
Rauzy. Ils prouvèrent que cet échange de domaine est mesurablement conjugué au système
substitutif à condition que la substitution satisfasse une condition combinatoire. Peu de

∗. un compact est dit régulier s’il est égal à la fermeture de son intérieur.
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temps après, Canterini et Siegel généralisent les résultats de Host à toutes les substitutions
Pisot unimodulaires [CS01], et non unimodulaires dans [Sie03, Sie04], mais sans supprimer
la condition de forte coïncidence. Ces résultats ont conduit à une énorme quantité de travaux
pour étudier les fractals de Rauzy (voir [Fog02] et ses références).

Dans un travail en commun avec F. Durand [8], nous généralisons des résultats de [AI01]
et [CS01], en supprimant la condition combinatoire : n’importe quel système substitutif de
type Pisot unimodulaire est conjugué en mesure à un échange de domaine auto-affine.

Théorème 1.1.10 ([8]) Soit ξ une substitution unimodulaire de type Pisot sur d lettres
et (Ω, S) le sous-shift associé. Alors il existe une transformation d’échange de domaines
auto-affine (E,B,Leb, T ) dans Rd−1 et une application continue F : Ω → E qui est une
conjugaison mesurable entre les deux systèmes.
De plus, en notant π : Rd−1 → Rd−1/Zd−1 la projection canonique :

— il existe une application linéaire N telle que F ◦ ξ = N ◦ F .
— L’application π ◦ F définit un facteur entre le système (Ω, S) est une translation
minimale sur le tore Rd−1/Zd−1.
— Il existe un entier r ≥ 1 tel que presque toute fibre de π ◦ F est de cardinal fini r.

La translation minimale est explicitement décrite dans [CS01, Fog02]. Pour montrer la
conjecture Pisot, il reste encore à montrer que cet échange de domaine est conjugué à la
translation minimale sur le tore, ou encore que la constante r = 1. Précisons que l’échange
de domaine n’est pas, a priori, le fractal de Rauzy classique associé à ξ car, à la différence
de [AI01, Hos92], la matrice N n’est pas forcément identique à une restriction de la ma-
trice d’incidence Mξ. De plus notre construction diffère assez nettement de la construction
géométrique de [AI01].

Pour éviter les problèmes classiques de combinatoire, notre stratégie a été, tout d’abord,
de modifier la substitution : en utilisant la notion de mots de retours, la combinaison des
résultats de [Dur98a, Dur98b, DHS99] montrent que le système substitutif est conjugué
à un système avec une substitution propre, i.e. ayant des propriétés combinatoires sympa-
thiques, comme celle de forte coïncidence. Malheureusement cette nouvelle substitution peut
posséder, en plus des valeurs propres originales, les valeurs 0 et 1. Nous prouvons ensuite
qu’un système substitutif avec un spectre dynamique non trivial se factorise sur un échange
de domaines, grâce à une approximation des fonctions propres donnée dans [BDM05]. Une
troisième étape consiste finalement à montrer la conjugaison mesurée lorsque le système
substitutif a suffisament de valeurs propres. Ces résultats combinés nous donnent alors le
théorème 1.1.10. Cette troisième étape suit le même schéma de preuve que dans [CS01] mais
sans utiliser les propriétés standard d’irreducibilité de la substitution. Nous utilisons de façon
essentielle que le nombre de valeurs propres dynamiques multiplicativement indépendantes
est égal à

∑
0<|λ|<1 dimEλ où Eλ désigne l’espace caractéristique associé à la valeur propre

λ de la matrice d’incidence de la substitution.
Cette condition nous permet d’espérer de pouvoir étendre ces résultats à une classe plus

grande de substitutions, comme celle de type Salem, où la valeur propre de Perron est un
nombre de Salem et les autres valeurs propres ont un module inférieur à 1. Malheureusement
nous ne connaissons pas de substitution de ce type ayant suffisamment de valeurs propres,
même si a priori les restrictions arithmétiques de [FeMN96b] ne l’empêchent pas.

Une autre possibilité d’extension de ces résultats serait également dans le cadre linéaire-
ment répétitif. Une première classe d’exemples dans ce sens a été réalisée dans [BJS12].
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1.1.4 Équivalence orbitale forte et valeurs propres
Des systèmes dynamiques sont orbitalement équivalents s’il existe une bijection entre

leurs espaces de phases préservant leur structure (mesurée, topologique, ...) et envoyant
chaque orbite sur une orbite. Cette notion est apparue tout d’abord dans le contexte des
actions de groupes préservant une mesure de probabilité (on parle dans ce cas d’équiva-
lence orbitale mesurable) lors de l’étude des algèbres de Von Neuman [MVN36]. Un résultat
notable de cette théorie est qu’il n’existe qu’une seule classe d’équivalence orbitale parmi
toutes les actions de groupes moyennables [Dye59, OW80]. Motivés par ces résultats et la
caractérisation de l’équivalence orbitale en termes d’algèbres de Von Neumann, Giordano
Putnam et Skau ont obtenu un des résultats les plus importants dans ce contexte : les classes
d’équivalences orbitales topologiques de Z-action minimale sur un ensemble de Cantor sont
caractérisées par le groupe K0 de la C∗-algèbre associée [GPS95] .

Plus précisément, deux Z-systèmes minimaux de Cantor (X,T ) et (Y, S) sont orbita-
lement équivalents (topologiquement) ou OE, s’il existe un homéomorphisme F : X → Y
envoyant les orbites de T sur celles de S. Cela signifie qu’il existe des fonctions α : X → Z
et β : X → Z telles que

F (Tx) = Sα(x)F (x) et F (T β(x)x) = SF (x), ∀x ∈ X.

Lorsque ces fonctions α et β sont continues, Boyle dans [Boy83] démontre que les systèmes
sont alors flip conjugués, i.e. le système (X,T ) est conjugué soit à (Y, S) soit à (Y, S−1). Si
les fonctions α et β admettent au plus un point de discontinuité, on dit alors que les systèmes
(X,T ) et (Y, S) sont fortement orbitalement équivalents (ou Strongly Orbit Equivalent SOE).
Cette notion est en fait une relation d’équivalence sur les systèmes minimaux de Cantor.

Rappelons comment est défini l’invariant total d’équivalence orbitale : le groupe K0.
Notons par H(X,T ) le groupe quotient C(X,Z)/〈f−f ◦T, f ∈ C(X,T )〉, où C(X,Z) désigne
l’ensemble des fonctions continues sur X à valeurs dans Z et 〈f − f ◦ T, f ∈ C(X,T )〉 son
sous-groupe engendré par les cobords du sytèmes (X,T ). La classe d’une fonction f sera
notée [f ]. Nous définissons le cône positif H+(X,T ) par l’ensemble {[f ]; f ∈ C(X,N)}. Le
triplet

K0(X,T ) = (H(X,T ), H+(X,T ), [1])

est un groupe ordonné ([f ] ≥ [g] ssi [f − g] ∈ H+(X,T )) unitaire, d’unitée [1] : la classe de
la fonction constante égale à 1. Algébriquement, K0(X,T ) est un groupe de dimension (voir
[Eff81]). Nous dirons que deux groupes de dimension sont isomorphes s’ils sont isomorphes
et l’isomorphie préserve les cônes positifs et les unités.

Le groupe des infinitésimaux est alors le sous-groupe Inf(K0(X,T )) = {[f ];
∫
fdµ =

0 pour toute mesure de probabilité T -invariante}. Le triplet quotient
K0(X,T )/Inf(K0(X,T )) est :

(H(X,T )/Inf(K0(X,T )), H(X,T )+/Inf(K0(X,T )), [1] mod Inf(K0(X,T ))).

Il forme également un groupe de dimension.

Théorème 1.1.11 ([GPS95]) Soient (X,T ) et (Y, S) deux systèmes minimaux de Cantor.
Alors, les systèmes (X,T ) et (Y, S) sont SOE si et seulement si leur groupe de dimension
K0(X,T ) et K0(Y, S) sont isomorphes en tant que groupe de dimension.
Les systèmes (X,T ) et (Y, S) sont OE si et seulement si les groupes K0(X,T )/Inf(K0(X,T ))
et K0(Y, S)/Inf(K0(Y, S)) sont isomorphes en tant que groupe de dimension.
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Ajoutons que le groupeK0(X,T ) est totalement explicite lorsque l’on peut décrire le système
minimal en terme de diagramme de Bratteli [HPS92, DHS99], comme par exemple pour un
système substitutif. On obtient ainsi le fait contre-intuitif, qu’un sous-shift sturmien (X,σ)
est OE au système minimal (X,σ2).

Il en ressort également que l’on peut construire une infinité indénombrable de groupes
de dimension K0(X,T ), et donc une infinité de classes d’équivalence orbitale. Ceci est très
différent du cadre mesurable où tous les Z-systèmes sont équivalents entre eux.

Il est alors naturel de se demander quelles sont les propriétés dynamiques préservées au
sein d’une même classe d’équivalence orbitale (forte ou pas). Par exemple dans [HPS92],
un isomorphisme affine est construit entre l’ensemble des traces du groupe de dimension
K0(X,T ) et l’ensembleM(X,T ) des mesures de probabilités invariantes par l’action. Ainsi
le simplexe des mesures de probabilité invariantes d’un système est un invariant de SOE.
À l’inverse, l’entropie n’est pas un invariant de SOE, car à l’intérieur d’une même classe, il
est possible de construire un exemple de système avec une entropie arbitraire (finie ou non)
[BH94, Orm97, Sug03].

Concernant le spectre continu du système dynamique, moins de choses sont connues.
Ormes, dans [Orm97] démontre notamment, que le groupe des valeurs propres racines de
l’unité est un invariant de SOE, mais pas de OE. Il montre, de plus, qu’à l’intérieur d’une
classe d’OE fixée, il est possible de réaliser n’importe quel groupe dénombrable du cercle
(éventuellement trivial) comme groupe de valeurs propres mesurables.

Dans [IO07, CDHM03], est apparue une restriction sur le groupe additif des valeurs
propres continues E(X,T ) = {α ∈ R; exp(2iπα) est une valeur propre continue de (X,T )}.
C’est un sous-ensemble de l’image du groupe K0(X,T ) par ses traces :

E(X,T ) ⊂ I(X,T ) :=
⋂

µ∈M(X,T )

{∫
fdµ; f ∈ C(X,Z)

}
.

Ce résultat peut être vu comme une version similaire des résultats de Schwartzman sur
les cycles asymptotiques [Sch57], mais transposés dans le cas d’ensembles de Cantor (voir
également [Pac86, Exe87]).

Dans un travail en commun avec M.I. Cortez et F. Durand, nous montrons la restriction
suivante sur le spectre continu.

Théorème 1.1.12 ([4]) Soit (X,T ) un système minimal de Cantor sans infinitésimaux,
i.e. InfK0(X,T ) = {[0]}. Alors le groupe quotient I(X,T )/E(X,T ) est sans torsion.

Pour illustrer ce résultat, prenons le cas où K0(X,T ) = Z + αZ = I(X,T ) avec α un
nombre irrationnel, comme c’est le cas, par exemple, pour un sous-shift sturmien. Le seul
sous-groupe propre de Z + αZ sans torsion étant le groupe Z, le théorème implique que
n’importe quel autre système (Y, S) SOE à (X,T ), admet comme groupe additif de valeur
propre E(Y, S) soit le groupe Z + αZ (c’est le cas pour un système sturmien), soit admet
le groupe Z. Il est alors topologiquement faiblement mélangeant (c’est le cas donné par les
réalisations de Ormes [Orm97]). Mentionnons, que des résultats similaires ont été obtenus
par Giordano, Handelman et Hosseini [GHH].

Précisons également que l’hypothèse sur les infinitésimaux est optimale. En effet, si
(X,σ) désigne un sous-shift sturmien, le système (X,σ2) est également minimal, admet
la même mesure de probabilité invariante que (X,σ), admet des infinitésimaux (donné par
des corbords pour σ qui ne sont pas des cobords pour σ2), et il est standard de vérifier que
I(X,σ2) = I(X,σ) = Z + αZ alors que E(X,σ2) = Z + 2αZ.
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Nous donnons en outre, dans [4], un exemple où le groupe quotient I(X,T )/E(X,T ) a
de la torsion et qui montre que le groupe d’automorphismes Aut(X,T ) (voir la section 1.1.2)
n’est pas invariant dans la classe d’OE.

La preuve du théorème 1.1.12 passe par les partitions de Kakutani-Rohlin et leurs des-
criptions en terme de diagrammme de Bratteli-Vershik. Comme dans la section 1.1.3, une
description fine des fonctions propres continues à partir du diagramme nous permet de don-
ner des conditions arithmétiques sur les valeurs propres additives au sein du groupe E(X,T ).

En paraphrasant ce théorème, nous obtenons, pour (X,T ) un système minimal de Cantor
sans infinitésimaux, que l’ensemble {E(Y, S); (Y S) système minimal de Cantor SOE à (X,T )}
est inclu dans

{Γ sous-groupe dénombrable de I(X,T );Z ⊂ Γ, I(X,T )/Γ est sans torsion}.

On se demande alors si, en fait, ceci caractérise complètement les sous-groupes de valeurs
propres au sein d’une même classe d’équivalence orbitale. Nous obtenons seulement une
réponse partielle, grâce à un résultat de réalisation de Sugisaki [Sug11].

Proposition 1.1.13 ([4]) L’inclusion précédente est une égalité si et seulement si : pour
tout sous-groupe dénombrable dense Γ ⊂ R contenant Z, il existe un système de Cantor
minimal (X,T ) tel que E(X,T ) = Γ et K0(X,T ) ' (Γ,Γ ∩ R+, 1).

Techniquement, pour réaliser la condition de cette proposition avec des diagrammes de
Bratteli, il nous est nécessaire d’avoir une bonne vitesse d’approximation (de type sommable)
de vecteurs définis par Γ par une suite de matrices à coefficients entiers. Malheureusement,
nous n’avons pas trouvé de résultats d’approximation satisfaisant ces conditions.

1.2 Actions minimales de groupes résiduellement finis
Peu d’exemples et de résultats sont connus pour les actions continues et libre de groupes

non commutatifs sur des ensembles de Cantor. Il se trouve que cette première base est
nécessaire pour se forger une intuition pour l’étude d’ensembles de Delone dans différentes
géométries. Une classe d’exemples de sous-shifts qui puisse s’étendre assez facilement à des
groupes plus généraux que Z sont les sous-shifts Toeplitz. Nous verrons qu’ils fournissent
une riche classe de dynamiques, tout particulièrement pour l’équivalence orbitale.

Les Z-sous-shifts Toeplitz ont été introduits par Jacobs et Keane [JK69] en adaptant une
technique de Toeplitz [Toe28] pour créer des fonctions presque périodiques (au sens de H.
Bohr) explicites. Du fait de leur nature arithmetico-combinatoire, cette famille de Z-sous-
shifts a fourni de nombreux exemples de Z-actions minimales avec des propriétés ergodiques
et dynamiques intéressantes et a été largement étudiée [GJ00, Dow05]. Citons notamment
Williams [Wil84], qui utilise ces sous-shifts pour créer une Z-action minimale mais possédant
une infinité non dénombrable de mesures de probabilité ergodiques invariantes. Généralisant
ce résultat, Downarowicz [Dow91] montre l’existence d’un tel sous-shift dont le simplexe des
mesures de probabilité invariantes est affinement homéomorphe à un simplex de Choquet
arbitraire. Le spectre continu des sous-shifts Toeplitz est bien compris car on sait décrire
explicitement leur facteur équicontinu maximal : c’est un odomètre [MP79] (mais voir [DL98]
pour une preuve). Plus précisément, Downarowicz et Lacroix caractérisent les sous-shifts
Toeplitz comme étant les systèmes symboliques qui sont des extensions presque injectives
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d’odomètres [DL98]. De plus n’importe quel entropie finie peut être réalisée par un sous-
shift Toeplitz [K ‌ur03]. Il est également possible de réaliser topologiquement diverses autres
propriétés ergodiques par ces systèmes Toeplitz [Dow97].

Dans cette section, nous généraliserons la notion de suite Toeplitz à une classe plus large
de groupe et nous étendrons quelques propriétés connues à ces actions. Pour cela, il nous
faudra tout d’abord généraliser la notion d’odomètre aux groupes résiduellement finis (sous-
section 1.2.1), puis voir les propriétés relatives des suites Toeplitz dans la sous-section 1.2.2.
Nous verrons finalement l’apport de ces exemples dans la théorie de l’équivalence orbitale
dans la sous section 1.2.3.

1.2.1 Groupes résiduellement finis et odomètres
Un groupe au plus dénombrable G est dit résiduellement fini s’il existe une suite Γ1 ⊃

· · · ⊃ Γn ⊃ Γn+1 ⊃ · · · de sous-groupes de G d’indices finis telle que leur intersection soit
triviale : ⋂

n≥1

Γn = {e}, (1.2.1)

où e désigne l’élément neutre de G.
Bien évidement un groupe fini est résiduellement fini. Un premier exemple infini est

le groupe des entiers Z, avec la suite de groupes Γn = n!Z. Plus généralement, un résultat
classique de Mal’cev [Mal39], assure que pour tout corpsK de caractéristique nulle, n’importe
quel groupe finiment engendré de GLn(K) est résiduellement fini. En particulier, le groupe
libre Fn et le groupe des tresses Bn engendrés par n éléments sont résiduellement finis.
Dans la suite, nous supposerons que G est un groupe dénombrable, finiment engendré et
résiduellement fini.

Pour un tel groupe, il existe ainsi des projections canoniques πn : G/Γn+1 → G/Γn sur
les ensembles de classes à droites. Nous appelons G-sous-odomètre ou adding machine associé
à la suite (Γn)n, la limite projective suivante :

←−
G = lim←−(G/Γn, πn) = {(xn)n ∈

∞∏
n=1

G/Γn; πn(xn+1) = xn ∀n ≥ 1}.

On munit chaque ensemble fini G/Γn de la topologie discrète, et
←−
G est un sous-ensemble

compact de
∏∞
n=1G/Γn pour la topologie produit. Le groupe G agit continûment par multi-

plication à gauche sur
←−
G : pour h ∈ G et (gn)n ∈

←−
G , h.(gn)n := (h.ngn)n où h.n· désigne la

multiplication à gauche par l’élément h dans G/Γn. Cette action généralise l’odomètre usuel
(pour le groupe Z) puisqu’on peut montrer qu’une telle action est équicontinue et minimale
sur un ensemble de Cantor [5]. Ajoutons que deux suites de sous-groupes emboîtés (Γ

(1)
n )n

(Γ
(2)
n )n, donnent des sous-odomètres aux dynamiques différentes dès que Γ

(2)
1 n’est inclus

dans aucun groupe Γ
(1)
n . Il est donc facile d’en créer un nombre indénombrable.

Une subtilité apparait dans le contexte non commutatif. En effet, lorsque les groupes
Γn sont normaux, les quotients G/Γn ont une structure de groupe et

←−
G également. Nous

appelons alors
←−
G un odomètre. Du fait la relation (1.2.1), G est un sous-groupe de

←−
G et

son action correspond à la multiplication sur
←−
G , elle est donc libre : le stabilisateur de tout

point est trivial. Réciproquement, n’importe quel groupe topologique homéomorphe à un
ensemble de Cantor est un odomètre [Ser63, Proposition 0]. Par des résultats classiques, on
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peut aussi montrer que n’importe quel sous-odomètre est le quotient d’un odomètre par un
sous-groupe fermé [5].

Ajoutons que les valeurs propres mesurables d’un sous-domètre
←−
G = lim←−(G/Γn, πn), sont

les caractères χ : G→ S1 telles que χ(γ) = 1, ∀γ ∈ Γn [5].

1.2.2 Sous-shift Toeplitz
Pour un alphabet fini Σ, l’action à gauche du shift σ : G y ΣG sur l’ensemble des

fonctions x : G → Σ, est défini pour g ∈ G par σg(x)(h) = x(g−1h), pour tout h ∈ G.
Lorsque Σ est muni de la topologie discrète, ΣG est un ensemble de Cantor et l’action du
shift est continue. Comme pour le cas de Z, un sous-ensemble fermé X ⊂ ΣG invariant par
l’action du shift est appelé sous-shift.

Définition 1.2.1 Une suite x ∈ ΣG est dite Toeplitz si pour tout indice g ∈ G, il existe un
sous-groupe d’indice fini Γ ⊂ G tel que σγ(x)(g) = x(γ−1g) = x(g), pour tout γ ∈ Γ.

00 0

0

0

00

0 0

0

0 0

0

00

0 0

0 0

0 0

Figure 1.1 – Étape 1. On colorie e par 0 puis on prolonge par Γ1-périodicité où Γ1 =
〈a3, b3, aba−1, a−1ba, bab−1, b−1ab〉 et a, b désignent des générateurs du groupe libre F2.

Le lecteur attentif remarquera que si l’on permute l’ordre des quantificateurs, on obtient
la définition de suite périodique pour un sous-groupe d’indice fini. Étant donné une suite
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Figure 1.2 – Étape 2. On complète par 1 la coloration du domaine fondamental de Γ1 puis
on prolonge par Γ2-périodicité pour un certain groupe Γ2 ⊂ Γ1.

décroissante de sous-groupe (Γn)n d’indices finis et d’intersection triviale, il est possible de
construire une suite croissante de domaines fondamentaux finis Dn pour G/Γn de sorte que⋃
nDn = G et chaque Dn+1 est une union de translatés de Dn. On construit alors par

récurrence une suite Toeplitz de la façon suivante : à l’étape n, on choisit arbitrairement
x|Dn

(pour les indices non encore définis) puis on prolonge par Γn+1-périodicité : pour tout
γ ∈ Γn+1, h ∈ Dn , on pose x(γh) := x(h) (voir les figures 1.1 et 1.2).

Un G-sous-shift Toeplitz X est l’adhérence d’une orbite, par l’action du shift, d’une
suite Toeplitz {σg(x); g ∈ G}. La G-action restreinte à ce sous-shift est alors régulièrement
récurrent, dans le sens où pour tout voisinage V de x, il existe un sous-groupe Γ ⊂ G d’indice
fini tel que σγ(v) ∈ V pour tout γ ∈ Γ [Kri06, 5]. Cette condition est plus forte que la presque
périodicité et assure donc que l’action de G est minimale sur ce sous-shift [Aus88]. Nous
dirons que la restriction de l’action du shift sur le sous-shift X est fortement régulièrement
récurrent s’il existe un voisinage W arbitrairement petit de x tel que {γ ∈ G;σγ(x) ∈ W}
est un sous-groupe normal de G d’indice fini. Bien évidemment cette condition implique la
récurrence régulière.

Dans un travail en commun avec M. I. Cortez, nous caractérisons les sous-shifts qui sont
des extensions presque injectives de sous-odomètres en étendant au contexte non commutatif
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les résultats de [DL98, Cor06]. Rappelons que le système (X,G) est une extension presque
injective du système (

←−
G,G) s’il existe une application continue π : X →

←−
G surjective, com-

mutant avec les actions, telle que π est injective sur un ensemble Gδ-dense (au sens de Baire).

Théorème 1.2.2 ([5]) Un sous-shift minimal (X,G) est une extension presque injective
d’un sous-odomètre (resp. un odomètre) (

←−
G,G) par π si et seulement si X est un G-sous-

shift Toeplitz (resp. fortement régulièrement récurrent).
De plus l’ensemble des points d’injectivité de π est l’ensemble des suites Toeplitz de X.

Ce théorème implique en particulier que le facteur équicontinu maximal d’un sous-shift Toe-
plitz est un sous-odomètre

←−
G [Aus88]. Ces systèmes partagent donc le même spectre continu.

En fait, nous pouvons être beaucoup plus précis, et caractériser exactement l’odomètre en
fonction de la combinatoire d’une suite Toeplitz. Il en ressort le théorème d’existence sui-
vant :

Théorème 1.2.3 ([5]) Pour tout sous-odomètre
←−
G , il existe une suite Toeplitz x ∈ {0, 1}G

telle que (
←−
G,G) est le facteur équicontinu maximal du G-sous-shift Toeplitz associé à x.

Citons également le travail de Krieger [Kri06] qui, lorsque le groupe G est moyennable,
réalise n’importe quelle entropie par un sous-shift Toeplitz.

1.2.3 Équivalence orbitale pour les sous-shifts Toeplitz
Nous considérons ici le cas d’un groupeG résiduellement fini, finiment engendré et moyen-

nable. Ainsi chaque action continue de G sur un espace métrique compact admet une mesure
de probabilité invariante. Le théorème 1.2.2 peut faire penser que les sous-shifts Toeplitz et
les odomètres ont des dynamiques très proches. Nous montrons, en fait, qu’il n’en est rien
dans le contexte mesuré. Il est possible de réaliser n’importe simplexe (raisonnable) de me-
sures de probabilité invariantes par l’action du shift sur un sous-shift Toeplitz.

Théorème 1.2.4 ([6]) Pour tout simplexe de Choquet K et n’importe quel odomètre
←−
G , il

existe un G-sous-shift Toeplitz X qui est une extension presque injective de (
←−
G,G) et dont

l’ensemble des mesures de probabilité invariantes est affinement homéomorphe à K.

Ce résultat généralise celui de Downarowicz [Dow91] au cadre non commutatif moyen-
nable. Une grande différence est que notre preuve est constructive. Elle repose sur une
description de la dynamique par une partition à la Kakutani-Rohlin à l’aide d’une suite de
Følner (Fn)n. Nous construisons une telle suite avec une propriété combinatoire : il en existe
une de sorte qu’à chaque étape, Fn+1 est pavable par des translatés de Fn et chaque Fn est
un domaine fondamental pour le groupe Γn (voir également [Wei01]). Nous en déduisons
que pour une suite de matrices d’incidences (Mn)n vérifiant des conditions arithmétiques
données par la suite de nombres (card Fn+1/card Fn)n, il existe une suite Toeplitz dont
le remplissage à l’étape n est “contrôlé” par la matrice Mn. Nous obtenons le résultat en
décrivant le simplexe K par une limite inverse de simplexes de dimensions finies, ce qui nous
donne les matrices d’incidences.

Une autre conséquence de notre construction arrive dans le contexte de l’équivalence
orbitale. Suite à de nombreux travaux Giordano, Matui, Putnam et Skau [GMPS10] montrent
que pour toute Zd-action (X,Zd) minimale sur un ensemble de Cantor, il existe une Z-
action (Y, S) minimale sur un Cantor qui lui est orbitalement équivalente, i.e. il existe un
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homéomorphisme de X → Y préservant les orbites des systèmes. Dans ce contexte, le groupe
de dimension modulo les infinitésimaux (définition similaire à celle de la section 1.1.4) est
également un invariant total de l’équivalence orbitale [GMPS10].

Ce résultat est similaire à ceux de [OW80, CFW81] dans le contexte mesuré. Cependant,
on ne sait toujours pas s’il peut s’étendre à n’importe quelle action minimale sur un Cantor
d’un groupe dénombrable moyennable. À l’opposé, on sait que le même résultat est faux
pour des groupes libres puisque Gaboriau [Gab00] a montré que si des actions des groupes
libres Fn et Fp sont orbitalement équivalentes (même seulement mesurablement) alors le
rang des groupes est préservé, i.e. n = p. De plus, nous ne savons toujours pas quelles sont
les Z-actions qui peuvent être réalisées comme des classes de Zd-actions. Nous donnons dans
[6] une réponse partielle qui apparait comme un corollaire de notre preuve du théorème
1.2.4.

Théorème 1.2.5 ([6]) Soit (X,Z) un Z sous-shift Toeplitz. Alors pour tout entier d ≥ 1,
il existe un Zd sous-shift Toeplitz qui est orbitalement équivalent à (X,Z).

Pour le démontrer, nous utilisons une description en terme de partition de Kakutani-
Rohlin pour caractériser le groupe de dimension modulo les infinitésimaux associés à la
Zd-action. En appliquant directement le résultat de [GMPS10], il suffit alors de décrire
le groupe de dimension d’un Z-sous-shift Toeplitz par une limite inverse de groupes pour
donner une suite de matrices d’incidences permettant de définir le Zd-Toeplitz.

20



Chapitre 2

Systèmes de Delone

Les concepts de base reliés aux ensembles de Delone euclidiens ou hyperboliques sont rap-
pelés dans la première section, notamment la notion d’enveloppe topologique (sous-section
2.1.1) et ses propriétés géométriques (sous-section 2.1.2).

La section 2.2 ne traite que du cas euclidien. Nous décrivons d’abord quelques proprié-
tés des ensembles linéairement répétitifs dans la sous-section 2.2.1, puis nous traitons des
propriétés des homéomorphismes de l’enveloppe dans la sous-section 2.2.2.

La dernière section est relative aux ensembles de Delone en géométrie hyperbolique.
Nous rappelons quelques constructions, qui ne sont pas toujours simple à trouver dans la
littérature, dans la sous-section 2.3.1. La sous-section 2.3.2 concerne le lien entre les mesures
harmoniques et les mesures invariantes des systèmes associés. La dernière sous-section traite
de la K-théorie d’une famille d’exemple d’ensembles de Delone hyperboliques.

2.1 Généralités

2.1.1 Ensemble de Delone et enveloppe topologique
Nous considérerons à la fois la géométrie euclidienne et hyperbolique. Ainsi, en suivant

les notions issues de [BG03], G désignera dans cette section
— soit le groupe Rd des translations de l’espace euclidien de dimension d ≥ 1,
— soit le groupe des transformations affines {z 7→ az + b; a > 0, b ∈ R} vu comme sous-

groupe d’isométries du demi plan hyperbolique H2 = {z ∈ C;=(z) > 0} munit de la
métrique ds2 = dx2+dy2

y2 .
Remarquons que les deux groupes agissent par isométries transitivement et librement sur
leur espace homogène associé de sorte que l’on peut identifier ces groupes d’isométries et
leurs espaces. Le groupe G est munit d’une distance invariante par multiplication à gauche.
Nous noterons par BR(x) la boule de rayon R > 0 centrée en un point x ∈ G. Nous renvoyons
le lecteur à [LP03, KP00] pour une présentation détaillée des ensembles de Delone euclidiens
et à [Rud89, Rob96, Sol97] pour une introduction aux propriétés des systèmes de Delone
associés. Tout ce qui est présenté dans cette section peut s’étendre aux pavages et à des
groupes de Lie connexes [BG03].

Définition 2.1.1 Un (rX , RX)-ensemble de Delone X ⊂ G est un sous-ensemble
— rX-uniformément discret, i.e. pour tout x ∈ X, card BrX (x) ∩X ≤ 1 ;
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— RX-relativement dense, i.e. pour tout point y ∈ G, card BRX
(y) ∩X ≥ 1.

Pour alléger les notations, nous parlerons d’ensemble de Delone, sans préciser les constantes
rX et RX . Un R-patch P est un sous-ensemble fini de X de la forme BR(x) ∩ X pour un
certain x ∈ X. Deux patchs P1 et P2 sont dits G-équivalents s’il existe une isométrie g ∈ G
telle que g(P1) = P2. Un ensemble de Delone X est dit de G-type fini si pour tout R > 0, il
n’existe qu’un nombre fini de classes de G-équivalence de R-patchs. Un point y ∈ X est une
occurrence d’un R-patch P si les patchs BR(y) ∩X et P sont G-équivalents.

Nous allons donner à présent une topologie sur l’ensemble des ensembles de Delone de
G-type fini. Remarquons tout d’abord qu’à chaque ensemble de Delone X, nous pouvons
associer une mesure de Radon νX :=

∑
x∈X δx où δx désigne la mesure de Dirac en x. Comme

l’ensemble des mesures M(G, r, R) obtenus à partir de (r,R)-ensembles de Delone est un
sous-ensemble du dual des fonctions continues à support compact Cc(G,R). La topologie
faible-* induit une topologie métrique sur cet ensemble fermé, appelée topologie de Gromov-
Hausdorff, où une suite (Xn)n∈N d’ensembles de Delone converge vers X si et seulement si
pour tout ouvert borné U de G, la suite d’ensembles (U ∩Xn)n∈N converge vers U ∩X pour
la topologie de Hausdorff. De façon plus combinatoire, pour cette topologie, deux ensembles
de Delone sont proches s’ils coïncident, par une isométrie de G proche de l’identité, sur une
grande boule centrée à l’origine.

Le groupe des transformations G agit continûment par translation à droite ∗ sur l’en-
semble des ensembles de Delone de G-type fini X.g := g−1(X) = {g−1(x); x ∈ X}. Cette
action peut également être vue comme la restriction de l’action par translation à droite de
G surM(G, r, R) donnée par ν.g(f) := ν(f(g−1·)) pour ν ∈M(G), f ∈ Cc(G,R) et g ∈ G.

L’enveloppe topologique Ω(X) de l’ensemble de Delone X est la fermeture pour la to-
pologie de Gromov-Hausdorff de l’orbite de X par l’action de G. Le système dynamique
(Ω(X),G) est alors appelé système de Delone. Il est direct de montrer que Ω(X) est un
ensemble métrique compact (cf [KP00]). Le fait de se restreindre aux ensembles de Delone
de G-type fini implique une certaine rigidité : chaque élément est un ensemble de Delone
X ′ dont chaque patch est équivalent à un patch de X [KP00, BG03]. De plus, l’action de G
est continue et le système dynamique (Ω(X),G) possède, par construction, une orbite dense
(celle de X). Un résultat classique donne la caractérisation combinatoire suivante.

Proposition 2.1.2 ([Aus88]) Soit X un ensemble de Delone de G-type fini. Le système
de Delone (Ω(X),G) est minimal si et seulement si X est répétitif : i.e. pour tout rayon
R > 0 et pour tout R-patch P de X, il existe une constante M(R) > 0 telle que n’importe
quelle boule de rayon M intersectée avec X contient une occurence de P.

Nous dirons qu’un ensemble de Delone X est apériodique si pour tout g ∈ G \ {e}
X.g 6= X. Cet ensemble est dit totalement apériodique si pour tout ensemble Y ∈ Ω(X) et
pour tout g ∈ G \ {e} Y.g 6= Y ou, autrement dit, l’action de G sur Ω(X) est libre. Dans le
cas commutatif G = Rd, si X est répétitif et apériodique, alors il est totalement apériodique.
Ce n’est pas le cas dans le cadre non commutatif. Les exemples classiques d’ensembles de
Delone apériodiques répétitifs en géométrie euclidienne sont données par les méthodes de
coupée-projection [dB81, KD86] et de substitution [Gar77, GS89]. Rappelons que le pavage de
Penrose peut être obtenu par ces deux méthodes. Nous renvoyons à la sous-section 2.3.1 pour
des exemples d’ensembles de Delone apériodiques et répétitifs en géométrie hyperbolique.
Pour des exemples sur des groupes de Lie plus généraux, nous réferrons par exemple à
[Moz97].

∗. Le choix de l’action à droite deviendra clair lors de la présentation de la structure géométrique de
l’enveloppe.
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Pour des raisons techniques, il est utile d’introduire également le sous-ensemble de l’en-
veloppe Ξ appelé transversale canonique défini comme

Ξ(X) = {Y ∈ Ω(X); l’origine e ∈ Y }.

Topologiquement, il est assez simple de voir que l’hypothèse de G-type fini implique que
cet ensemble est totalement discontinu. Lorsque l’ensemble de Delone X est répétitif et
totalement apériodique, c’est un ensemble de Cantor. Il est transverse à la dynamique dans
le sens où pour tout g ∈ G \ {e} suffisamment proche de l’identité, les ensembles Ξ(X).g et
Ξ(X) sont disjoints.

2.1.2 Structure géométrique de l’enveloppe
Nous rappelons ici la structure géométrique de lamination de ces enveloppes. Nous faisons

référence à [BBG06, BG03] pour une présentation plus détaillée.
Soit (Ω,dist) un espace métrique compact, et supposons qu’il existe un recouvrement

par des ouverts Ui et des homéomorphismes, appelés carte, hi : Ui → Vi × Ξi où Vi est
un ensemble ouvert du groupe de Lie G et Ξi est un espace métrique compact totalement
discontinu. La collection d’ouverts et d’homéomorphismes (Ui, hi) est appelé atlas d’une
lamination plate si pour chaque application de transition hi,j = hi ◦h−1

j , il existe un gi,j ∈ G
et un homéomorphisme fi,j : Ξ′j ⊂ Ξj → Ξ′i ⊂ Ξi de sorte que hi,j s’écrive dans son domaine
de définition

hi,j(g, ξ) = (gi,j .g, fi,j(ξ)), (2.1.1)

où gi,j .g désigne la multiplication à gauche de x ∈ G par gi,j . Il est important de noter que
l’élément gi,j et l’homéomorphisme fi,j sont indépendants des coordonnées (g, ξ). Deux atlas
sont dits équivalents si leur union est également un atlas de lamination plate. Une lamination
plate est la donnée d’un espace métrique compact Ω et d’une classe d’équivalence d’atlas de
lamination plate. Un atlas est alors dit maximal s’il contient n’importe quel atlas équivalent.
Une boîte est un domaine d’une carte dans l’atlas maximal.

Ainsi un tel espace est une lamination géométrique [CGSY99, chapitre 2]. Plus précisé-
ment une telle lamination est une variété boîte d’allumettes, ou matchbox manifold [AO95]
car son espace transverse est totalement discontinu. Encore plus spécifiquement, il admet
une transversale globale. En résumé, nous avons :

1. des plaques : une plaque est un ensemble de la forme h−1
i (Vi × {ξ}) dans une carte.

2. Des verticales : une verticale est un ensemble de la forme h−1
i ({g} × Ξi) dans une

carte.
Comme les applications de transition envoient les plaques (resp. les verticales) sur des plaques
(resp. des verticales), ces notions sont bien définies, indépendamment du choix de la carte,
et leur union forme un ensemble globalement bien défini. Ainsi une feuille est la composante
connexe des plaques qui s’intersectent. L’espace Ω est une union disjointe de feuilles et chaque
feuille a une structure de variété différentiable. Une lamination plate Ω est dite minimale si
toutes ses feuilles sont denses dans Ω. De la même façon, une union disjointe de verticales
est bien définie et est appelée une transversale de Ω.

De la forme spéciale des applications de transition, on peut définir (indépendamment
du choix de la carte) une action par multiplication à droite par un élément de G proche
de l’identité. Suivant l’appellation originelle [BG03], nous appellerons G-solénoïde † toute

†. Pour éviter une certaine ambiguité avec le terme solénoïde, réservé à des actions équicontinues, certains
auteurs préfèrent utiliser le terme de lamination pavable.
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lamination plate Ω dont chaque feuille est isométrique à G. Dans ce cas, l’action locale de
G s’étend en une action globale continue de G sur Ω. Celle-ci est libre (le stabilisateur de
tout point est trivial) et les feuilles correspondent aux orbites de l’action.

Une propriété importante de cette action est qu’elle envoie une verticale sur une verticale.
Ceci lui donne une prorpiété que nous appellerons un peu abusivement temps de retour
localement constant : i.e. pour tout g ∈ G et pour tout point x ∈ Ω dans une verticale
Ξ̃ d’une boîte B, si x.g appartient à une verticale Ξ̃2 d’une boite B2, alors pour tout y ∈
Ξ̃ suffisamment proche de x, nous avons y.g ∈ Ξ̃2. Il en ressort que chaque verticale est
transverse à l’action puisque pour tout g ∈ G suffisamment proche de l’identité et pour
toute verticale Ξ̃ suffisamment petite, les ensembles Ξ̃.g et Ξ̃ sont disjoints.

Des exemples de G-solénoïdes minimaux sont alors obtenus par des suspensions d’actions
minimales libres d’un réseau, ou d’un semi-réseau cocompact de G (ex : Zd pour G = Rd,
ou le semi-groupe de Baumslag-Solitar pour le groupe G des transformations affines) sur
un ensemble de Cantor Ξ, en prenant des applications temps localement constantes. Voir la
section 1.2 pour de tels exemples. La suspension d’un odomètre (cf sous-section 1.2.1), nous
donne ainsi un G-solénoïde avec une action de G équicontinue.

À l’opposé des systèmes équicontinus, la notion suivante est caractéristique des systèmes
associés aux ensembles de Delone [FS14].

Définition 2.1.3 Le G-solénoïde Ω est dit expansif s’il existe un η > 0 vérifiant pour tout
homéomorphisme h : G→ G tel que h(e) = e, si x, y ∈ Ω sont tels que sup

g∈G
dist(x.g, y.h(g)) < η

alors il existe un g0 η-proche de e tel que x.g0 = y.

La relation entre les ensembles de Delone et les solénoïdes est donnée par le théorème
suivant.

Théorème 2.1.4 ([BG03]) Soit X ⊂ G un ensemble de Delone totalement apériodique de
G-type fini. Alors l’enveloppe continue de Ω(X) a une structure de G-solénoïde expansif où
l’action de G sur Ω(X) coïncide avec celle de G sur le solénoïde.
Réciproquement, si Ω est un G-solénoïde expansif minimal, alors il existe un ensemble de
Delone X ⊂ G totalement apériodique de G-type fini et répétitif tel que les systèmes dyna-
miques (Ω,G) et (Ω(X),G) sont conjugués.

La structure de lamination des espaces de Delone avait déjà été remarquée dans [CGSY99,
chapitre 2]. Les boîtes s’obtiennent assez naturellement dans le contexte des pavages. En
effet, pour un R-patch P que l’on peut supposer, quitte à le translater, centré en l’origine,
nous noterons par conv P ⊂ G son enveloppe convexe. Soit iP l’application

iP : conv P× ΞP → Ω(X)

(g, Y ) 7→ Y.g = g−1(Y )

où ΞP désigne l’ensemble {Y ∈ Ξ(X), BR(0)∩Y = P}. Il est alors simple de vérifier que cette
application est un homéomorphisme sur son ensemble image. De plus, la collection de ces
applications forme un atlas de lamination plate. Ainsi l’enveloppe d’un ensemble de Delone
répétititf totalement apériodique est localement homéomorphe au produit cartésien d’un
ensemble de Cantor par un ouvert de G et l’ensemble Ξ(X) est une transversale globale.

Une décomposition en boîtes est une collection de boîtes ouvertes deux à deux disjointes
B = {B(1), . . . , B(t)} de Ω telle que l’union de leur fermeture recouvre l’espace Ω. En identi-
fiant les points appartenant à une même verticale de la fermeture d’une boîte, nous obtenons
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un simplexe B. Comme la lamination est plate, ce simplexe hérite d’une structure supplé-
mentaire de variété branchée [Wil74, BG03], i.e. est localement le recollement de variétés
tangentes entre elles. Cette variété possède donc un espace tangeant en chacun de ses points.
En prenant une suite de décompositions en boîtes (Bn)n≥0 "bien emboîtées", dans le sens
où chaque verticale d’une boîte de Bn est incluse dans une verticale d’une boîte de Bn+1,
plus quelques conditions techniques, Benedetti et Gambaudo obtiennent qu’un G-solénoïde
est conjugué à une limite projective de variétés branchées

lim←−(Bn, fn) =

(xn)n≥0 ∈
∏
n≥0

Bn; fn(xn+1) = xn

 ,

où chaque fn : Bn+1 → Bn st une application continue surjective, envoyant le lieu singulier
sur le lieu singulier [BG03, Sad03].

2.2 Ensembles de Delone euclidiens

2.2.1 Ensembles linéairement répétitifs
Rappelons que d’après la Proposition 2.1.2, un ensemble de Delone X ⊂ Rd est répétitif

si tout R-patch apparait dans n’importe quelle boule de rayon M . La plus petite valeur M
possible pour un R fixé sera appelée fonction de répétitivité et sera désignée par MX(R).

Définition 2.2.1 Un ensemble de Delone X ⊂ Rd est dit linéairement répétitif si sa fonc-
tion de répétitivité MX(R) croit au plus linéairement, i.e. il existe une constante L > 1 telle
que MX(R) ≤ LR pour tout R > 0.

Dans la suite, nous dirons que X est linéairement répétitif (de constante L). Cette notion est
apparue dans [LP02]. De façon indépendante, la notion similaire de Z-sous-shift linéairement
récurrent avait été introduite, peu de temps auparavant dans [Dur96, DHS99] pour étudier
les relations entre les systèmes substitutifs et les groupes de dimension stationnaires.

Selon le théorème suivant, il s’agit de la croissance la plus lente possible de fonction de
répétitivié pour un ensemble de Delone apériodique.

Théorème 2.2.2 ([LP02], Thm 2.3) Soit d ≥ 1. Il existe une constante c(d) > 1 telle
que tout ensemble de Delone X ⊂ Rd vérifiant

MX(R) ≤ c(d)R pour un certain R > 0,

a une période non nulle : i.e. il existe ~v ∈ Rd \ {0} tel que X + ~v = X.

Citons également un autre résultat de [LP02] qui stipule que si pour un R > 0,MX(R) < 4
3R,

alors l’ensemble de Delone X a d périodes indépendantes.
Les exemples classiques d’ensembles de Delone apériodiques, c’est-à-dire ceux issus des

substitutions primitives, sont linéairement répétitifs [Sol98]. Pourtant, de différents points
de vue, la collection des ensembles de Delone linéairement répétitifs est petite dans la famille
des ensembles de Delone de Rd. Par exemple, dans [MH40], Morse et Hedlund caractérisent
les sous-shifts sturmiens linéairement récurrents (ou linéairement répétitifs) comme étant
ceux qui codent une rotation d’angle α ∈ [0, 1[ dont le développement en fraction continue
est borné. Ces angles sont alors mal approchés par les nombres rationnels. Ils forment un
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ensemble maigre au sens de Baire et de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. Cependant,
cet ensemble est de dimension de Hausdorff maximal 1. Mentionnons que tous ces résultats
ont été étendus aux dimensions supérieures aux ensembles de Delone obtenus par coupé-
projection dans [HKW].

Un ensemble de DeloneX ⊂ Rd linéairement répétitif apériodique possède de nombreuses
propriétés rigides. Par exemple d’un point de vue combinatoire, deux occurrences d’un même
R-patch sont à une distance au moins linéaire en R. Ceci implique que la complexité de X est
la plus basse possible [Len04, LP03] : si NX(R) désigne le nombre de R-patch, à translation
près, alors NX(R) ∈ Θ(Rd) signifiant qu’il existe des constantes cste1, cste2 > 0 telles que
pour tout R suffisamment grand

cste1R
d ≤ NX(R) ≤ cste2R

d.

Sa structure hiérarchique est également très contrainte. Étant donnée n’importe quelle
taille R > 0, il est possible de décomposer X en de gros patchs (chacun contenant au moins
un R-patch) de sorte que le nombre de ces gros patchs, à translation près, est uniformément
borné en R [3]. D’un point de vue structurel, il est possible de décrire le Rd-solénoïde Ω(X)
par une limite projective de variétés branchées lim←−(Bn, fn) avec un nombre fini de variétés
branchées à homéomorphisme près et où la suite des applications (f∗n)n en homologie est
uniformément bornée [APC11].

D’un point de vue ergodique, les systèmes associés aux ensembles de Delone linéairement
répétitifs sont minimaux et uniquement ergodiques. Il est même possible de déterminer
des vitesses de convergences du nombre moyen d’occurrences d’un patch [LP03, APC11].
Précisons que ces systèmes sont d’entropie nulle et ne sont jamais mesurablement fortement
mélangeants [1]. Ces ensembles de Delone possèdent bien d’autres propriétés géométriques
et nous renvoyons le lecteur à [1] et ses références pour un survol des différentes propriétés
et caractérisations connues des ensembles de Delone linéairement répétitifs.

D’un point de vue dynamique, nous montrons dans [3] que la famille des ensembles de
Delone linéairement répétitifs est “stable” dans la famille des systèmes de Delone apério-
diques.

Proposition 2.2.3 ([3]) Soit X ⊂ Rd un ensemble de Delone linéairement répétitif de
constante L > 1. Alors il existe une constante C(L, d) (ne dépendant que de L et de d) telle
que pour toute application facteur π : (Ω(X),Rd) → (Ω(Y ),Rd) sur un système de Delone
apériodique,

— L’ensemble de Delone Y est linéairement répétitif, et
— chaque fibre de π contient au plus C éléments.

Ainsi tout système de Delone apériodique facteur d’un ensemble de Delone linéairement
répétitif X est lui aussi linéairement répétitif. De plus, chaque application facteur a des
fibres de cardinal uniformément borné. Concernant la preuve, le premier point se déduit assez
directement des définitions. Quant au second point, il repose sur la propriété de répulsion
des occurrences de patchs. Si un facteur possède beaucoup de pré-images d’un même point,
chacune de ces pré-images définit un R-patch différent en l’origine. Tous ces patchs ont donc
une occurence dans une boule de rayon LR de X. Nous obtenons par l’image de π un patch
de Y avec des occurrences beaucoup trop proches.

Dans [3], nous en déduisons qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini de tels facteurs non
conjugués.
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Théorème 2.2.4 ([3]) Soient un réel L > 1 et un entier d ≥ 1. Il existe une constante
N(L, d) telle que tout ensemble de Delone X ⊂ Rd linéairement répétitif de constante L, a
au plus N systèmes de Delone apériodiques, non conjugués, facteurs du système (Ω(X),Rd).

Ce résultat étend aux systèmes de Delone un résultat de [Dur00] pour les sous-shifts linéai-
rement récurrent.

La preuve repose de façon essentielle sur les contraintes de structure hiérarchique d’un
ensemble de Delone linéairement répétitif. Pour simplifier, considérons les cas où chaque
facteur π : Ω(X) → Ω(Y ) est localement constant le long de chaque verticale d’une décom-
position en boîtes de Ω(X) ' lim←−(Bn, fn). Il s’ensuit que chaque facteur π se factorise en
une application π̃ d’une variété branchée Bn vers Ω(Y ). Comme il n’y a qu’un nombre fini
de variétés branchées non isomorphes, il n’y a qu’un nombre fini d’identification possible
des faces d-dimensionnelles de ces variétés branchées par des applications de type π̃. Il suffit
alors de montrer que des facteurs identifiant les mêmes d-faces d’un variété branchée ont
les mêmes fibres impliquant ainsi que les systèmes facteurs sont conjugués. Le cas géné-
ral se déduit de celui-ci en prouvant qu’une application facteur est une perturbation d’une
application localement transversalement constante.

2.2.2 Sur les homéomorphismes de l’enveloppe
Rappelons que deux systèmes de Delone (Ω(X),Rd), (Ω(Y ),Rd) sont dits orbitalement

équivalents ou flot-équivalents, s’il existe un homémomorphisme F : Ω(X) → Ω(Y ) tel que
pour tout x ∈ Ω(X)

F (OrbRd(x)) = OrbRd(F (x)).

Dans le cadre des ensembles de Delone apériodiques, les orbites correspondent aux feuilles
de la lamination, c’est-à-dire aux composantes connexes par arc de cet espace. Ainsi tout
homéomorphisme envoie une feuille sur une feuille. Dire que deux systèmes de Delone sont
flot-équivalents revient donc à dire que leur enveloppe sont homéomorphes. Un invariant na-
turel de flot-équivalence est alors le groupe des homéomorphismes Homeo(Ω(X)) de l’enve-
loppe Ω(X). Nous nous intéresserons dans cette section à ce groupe et, plus particulièrement
à sa composante connexe de l’identité dans le cadre un peu plus général de Rd-solénoïde Ω.
Nous montrons en particulier que ce groupe est simple, i.e. il n’admet pas de sous-groupe
normal propre non trivial.

Rappelons que le groupe des homéomorphismes Homeo(M) d’une variété M a déjà bien
été étudié. Dans les années 60, Fisher [Fis60] puis Anderson [And62] ont montré que ce
groupe est simple lorsque la variété M est compacte sans bord. Un résultat important dans
ce domaine est dû à D. Epstein [Eps70] qui a établi une condition suffisante sur un groupe
d’homémomorphismes pour que son sous-groupe dérivé (engendré par les commutateurs)
soit simple. Ainsi, un groupe vérifiant la condition d’Epstein est simple si et seulement s’il
est parfait (i.e. tout élément du groupe s’écrit comme un produit de commutateurs). Plus
tard cette problématique fut étendue aux sous-groupes de difféomorphismes. Mentionnons
alors les travaux de Herman [Her73], Thurston [Thu74] et Mather [Mat74] qui ont fourni une
classification presque complète des groupes simples de difféomorphismes de variétés. Plus
récemment ces problèmes de simplicité, ont été étudiés dans le contexte des feuilletages. Par
exemple, étant donné un feuilletage F d’une variété M , Rybicki [Ryb95] et Tsuboi [Tsu06]
ont caractérisé la simplicité et la perfection de la composante connexe de l’identité du groupe
des difféomorphismes deM préservant le feuilletage F . Précisons que ces groupes ne vérifient
pas la condition d’Epstein.
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Pour donner nos résultats dans ce contexte, nous devons introduire quelques notations.
Pour un Rd-solénoïde Ω, nous désignerons par D(Ω) le groupe des déformations, i.e. la
composante connexe par arc de l’identité dans Homeo(Ω). En d’autres termes, pour chaque
déformation, il existe un chemin continu d’homéomorphismes (pour la topologie C0) la
reliant à l’identité. De façon générale, pour un groupe topologique G nous noterons par G0

la composante connexe de l’identité dans G.
Dans le cas des systèmes de Delone, certaines subtilités dans les définitions disparaissent

puisque la composante connexe de l’identité est le groupe des déformations.

Proposition 2.2.5 ([2]) Soit Ω un Rd-solénoïde expansif. Alors Homeo0(Ω) est égal à
D(Ω) et est ouvert dans Homeo(Ω).

Il s’ensuit par le Théorème 2.1.4 que n’importe quel homéomorphisme d’une enveloppe
Ω(X), suffisamment proche de l’identité, est une déformation. De plus, comme l’identité pré-
serve chaque feuille, remarquons que chaque déformation préserve également chaque feuille.
Nous noterons alors par HomeoL(Ω) le groupe des homéomorphismes de Ω, qui préservent
chaque feuille de Ω. Ce phénomène est très différent du cas équicontinue car, dans ce cas,
le solénoïde a une structure de groupe topologique abélien où Rd est sous-groupe dense.
Ainsi n’importe quelle translation par un élément x proche de l’élément neutre de Ω, définit
un homéomorphisme arbitrairement proche de l’identité. Si x n’est pas dans la feuille de
l’élément neutre, cette translation ne préserve aucune feuille.

Un autre sous-groupe apparaissant naturellement dans le cadre des systèmes de Delone
est celui des homéomorphismes préservant des verticales.

Définition 2.2.6 Un homéomorphisme préserve la structure verticale d’un Rd-solénoïde
Ω si, pour tout point x ∈ Ω dans une verticale Ξ d’une boîte B, si f(x) appartient à une
verticale Ξ2 d’une boite B2, alors pour tout y ∈ Ξ suffisamment proche de x, on a f(x) ∈ Ξ2.

Par exemple, du fait de la propriété de temps de retour localement constant, chaque homéo-
morphisme associé à la Rd-action x 7→ x + ~v, ~v ∈ Rd, préserve la verticale. Nous noterons
par Homeopv(Ω) l’ensemble des homéomorphismes de HomeoL(Ω) préservant la verticale.
De même Dpv(Ω) désignera la composante connexe par arc de l’identité dans le groupe
Homeopv(Ω).

Nous obtenons, dans le cas général le théorème suivant.

Théorème 2.2.7 ([2]) Soit Ω un Rd-solénoïde. Notons par G soit le groupe HomeoL(Ω)
soit le groupe Homeopv(Ω). Alors

1. HomeoL(Ω)0 = D(Ω) et Homeopv(Ω)0 = Dpv(Ω) ;
2. G0 est ouvert dans G ;
3. G0 est simple.

Ce théorème concerne aussi bien les enveloppes d’ensembles de Delone apériodiques que les
suspensions de Zd-actions équicontinues, distales, ...

La preuve du Théorème 2.2.7 suit la même stratégie que dans [Fis60] pour des varié-
tés triangulées. En utilisant une généralisation du théorème de Schoenflies dûe à Edwards
et Kirby [EK71], nous montrons que les groupes considérés sont factorisables (ou fragmen-
tables), i.e tout homéomorphisme se décompose en un produit de déformations à supports
arbitrairement petits. Ceci permet de démontrer la Proposition 2.2.5 et les items (1) et (2)
du Théorème 2.2.7. Comme le critère d’Epstein ne s’applique pas ici, nous donnons dans
[2] une condition suffisante pour qu’un sous-groupe de commutateurs de HomeoL(Ω) soit
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simple. Nous montrons ensuite que les groupes HomeoL(Ω)0 et Homeopv(Ω)0 sont parfaits
et vérifient le critère précédent de simplicité.

Dans le cas particulier de la dimension 1, nous montrons en outre que ces groupes sont
uniformément parfaits : tout élément s’écrit comme un produit de 2 commutateurs [2]. Ce
dernier résultat empêche notamment l’existence de quasi-morphisme sur ces groupes.

Du point de vue de la flot équivalence, grâce à un théorème difficile de Ben Ami et
Rubin [BAR10], nous obtenons également en corollaire de la preuve du Théorème 2.2.7 que
les groupes D(Ω) et Dpv(Ω) sont des invariants complets de la classe d’équivalence orbitale
du système (Ω,Rd).

Proposition 2.2.8 ([2]) Soient Ω1, Ω2 deux Rd-solénoïdes. Pour i = 1, 2, désignons par
Gi soit le groupe HomeoL(Ωi)

0 soit le groupe Homeopv(Ωi)
0.

i) Si Ω1 et Ω2 sont homéomorphes, alors les groupes HomeoL(Ω1)0 et HomeoL(Ω2)0

sont isomorphes.
ii) Réciproquement pour tout isomorphisme ϕ : G1 → G2, il existe un homéomor-
phisme h : Ω1 → Ω2 tel que ϕ(g) = h ◦ g ◦ h−1 pour tout g ∈ G1.

Cette propriété montre ainsi que l’on peut interpréter chaque invariant de flot-équivalence
en des termes algébriques. Par exemple, il est montré dans [Jul12] que les croissances asymp-
totiques des fonctions complexité et répétitivité sont des invariants de flot-équivalence. Il
reste à interpréter ces croissances de façon algébrique sur le groupe des homéomorphismes
de l’enveloppe.

2.3 Ensembles de Delone hyperboliques
Dans cette section, nous nous intéresserons aux ensembles de Delone X de l’espace hy-

perbolique H2 qui sont de type fini pour le groupe affine GA = {z 7→ az + b; a > 0, b ∈ R}

2.3.1 Exemples
Dans l’article [Pen80], Penrose rappelle les principales propriétés de son célèbre pavage

éponyme, et donne en plus un exemple de pavage de H2 de GA-type fini (voir figure 2.1).
Il considère le polygone convexe Pa de sommets, les points An d’affixe a(p − 1)/2 + i

pour 1 ≤ n ≤ 3, A4 d’affixe dans le plan complexe C, 2i + a et A5 : 2i, pour un paramètre
a > 0 fixé. Le polygone Pa possède ainsi 5 arêtes géodésiques. Considérons les isométries

R : z 7→ 2z et S : z 7→ z + a.

Le pavage hyperbolique de Penrose est alors défini par Pa = {Rk◦SnPa;n, k ∈ Z} (voir figure
2.1). Penrose montre dans [Pen80] qu’il est faiblement apériodique dans le sens où, aucun
groupe cocompact Γ d’isométries de H2 ne préserve ce pavage. L’argument homologique de
Penrose est le suivant : si cela était le cas, le pavé Pa pourrait paver la surface compacte
H2/Γ. Mettons une charge positive sur les arêtes A4A5 et une charge négative sur chaque
arête A1A2 et A2A3. Comme une arête de type A4A5 ne peut rencontrer qu’une arête de
type A1A2 ou A2A3, la surface compacte H2/Γ possède une charge globale nulle. Pourtant
chaque pavé Pa a une charge négative et la surface doit avoir une charge globale strictement
négative.
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Figure 2.1 – Le pavage hyperbolique de Penrose

L’argument homologique de Penrose a été généralisé de différentes manières, notamment
dans [BW92] pour d’autres espaces non moyennables. De façon plus géométrique, G. Mar-
gulis et S. Mozes font remarquer dans [MM98] que la formule de Gauss-Bonnet implique que
l’aire d’une surface hyperbolique de courbure constante égale à −1, est un multiple entier de
π. Comme l’aire de Pa, qui ne dépend que de ses angles, varie continûment avec le paramètre
a, le pavé Pa a une aire non rationnellement liée avec π pour un nombre indénombrable de
paramètres a. Il ne peut donc pas paver une surface compacte.

Le pavage de la figure 2.1 n’est donc pas stable pour un réseau cocompact, cependant
on peut montrer que son stabilisateur est le groupe 〈R〉 engendré par la transformation R.
Cette isométrie préserve une géodésique verticale (dans le modèle du demi-plan supérieur).
En décorant les pavés le long de cette géodésique de façon à casser cette symétrie, nous
construisons un pavage non périodique. Dans [GS05], Goodmann-Strauss utilise cette idée.
Il code la dynamique d’une application de l’intervalle sans point périodique, puis il décore les
pavés Pa selon ce codage de façon à ce que la décoration des pavés le long d’une géodésique
verticale code la dynamique de l’application. Les pavages obtenus avec ces pavés ne sont
invariants par aucune isométrie [GS05]. Ils sont donc totalement apériodiques (voir section
2.1.1). Pour des groupes de Lie semi-simples de rang supérieur à 3, Mozes construit dans
[Moz97] une famille finie de pavés ne pouvant engendrer que des pavages totalement apé-
riodiques. Pour être plus complet sur ce thème, ajoutons qu’un résultat récent de Aubrun,
Barbieri et Thomassé [ABT15] démontrent que n’importe quel groupe dénombrable admet
un pavage totalement apériodique.

Mentionnons également qu’il est possible de construire des ensembles de Delone hyperbo-
liques de type fini par la la méthode de coupé-projection. En effet, il suffit pour cela de consi-
dérer l’espace produit H2 ×H2 muni de la distance produit. Le groupe PSL2(R)×PSL2(R)
agit isométriquement sur l’espace produit. Considérons alors un sous-groupe discret Γ, co-
compact et irréductible : i.e. tel que les groupes Γ∩(PSL2(R)×{Id}) et Γ∩({Id}×PSL2(R))
n’engendrent pas un sous-groupe d’indice fini dans Γ. Notons par π1, π2 les projections
H2×H2 → H2 sur, respectivement, les premières et secondes coordonnées. Pour une origine
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x ∈ H2 × H2 fixée, soit B ⊂ H2 la boule centrée en π2(x) de rayon supérieur au diamètre
d’un domaine fondamental de Γ, nous considérons alors l’ensemble

X = π1{γ(x); γ ∈ Γ, π2(γ(x)) ∈ B} ⊂ H2.

Comme le groupe Γ est cocompact, il est finiment engendré et l’ensembleX est uniformément
discret. De plus, il n’existe qu’un nombre fini de R-patchs à isométrie prés. Le choix de la
fenêtre B assure que X est relativement dense. Ainsi X forme un ensemble de Delone.

Malheureusement, même si les résultats de théorie des groupes nous assure l’existence de
réseaux Γ cocompacts et irréductibles, il est difficile d’en construire un de façon effective pour
en faire un dessin explicite. Si l’on relaxe l’hypothèse de cocompacité par celle de covolume
fini (H2×H2/Γ a un volume fini pour la mesure de Haar invariante à droite), il est plus simple
d’en décrire un. Par exemple, considérons l’anneau Z[

√
2], ou Z[

√
d] pour un entier d différent

d’un carré. Il admet deux plongements dans R définis par a+ b
√

2 ∈ Z[
√

2] 7→ a± b
√

2 ∈ R.
CEux-ci s’étendent en deux plongements denses du groupe PSL2(Z[

√
2]) dans PSL2(R). Le

produit de ces deux plongements donne alors un plongement de PSL2(Z[
√

2]) dans PSL2(R)×
PSL2(R) dont l’image est un sous-groupe discret de covolume fini et irréductible [Mar91,
Zim84]. Il est possible de réaliser des plongements similaires à partir de corps de nombres
quaternioniques pour obtenir des groupes cocompacts irréductibles [MR03].

L’ensemble de Delone obtenu par cette méthode de coupé-projection n’est pas nécessai-
rement totalement apériodique. Il faut alors modifier les patchs en les décorant. Une façon
de l’obtenir est de considérer un sous-shift X ⊂ ΣΓ sur un alphabet fini Σ, dont l’action du
shift est libre (voir section 1.2.2 pour des exemples) et de considérer l’action diagonale de Γ
sur H2 ×H2 ×X.

Remarquons qu’il est également possible de faire de même sur H2 × Qp où Qp dé-
signe l’ensemble des entiers p-adique pour un nombre premier p avec le groupe d’isométries
PSL2(R)× PSL2(Qp). Nous utilisons une technique similaire dans la section 2.3.3.

2.3.2 Mesures invariantes et mesures harmoniques
À la différence du contexte euclidien, nous verrons qu’il n’est pas possible de définir de

fréquence d’apparition d’un motif pour un ensemble de Delone X de GA type fini.
Ainsi, dans le contexte euclidien, pour un système de Delone (Ω(Y ),Rd) uniquement

ergodique, i.e. admettant une unique mesure de probabilité µ invariante par la Rd action
(c’est le cas pour un ensemble de Delone substitutif), le théorème ergodique de Birkhoff
assure que la limite suivante existe

lim
R→∞

1

vol(BR(0))

∫
BR(0)

f(Y + ~v)dLeb(~v) =

∫
Ω(Y )

f(x)dµ(x),

pour toute fonction intégrable f : Ω(Y )→ R, où Leb désigne la mesure de Lebesgue de Rd.
En prenant comme fonction f , la fonction indicatrice d’une boîte associée à un RP-patch P
centré en l’origine (cf section 2.1.2), nous obtenons en divisant la limite précédente par le
volume de conv P, que la limite suivante existe

lim
R→∞

1

vol(BR(0))
card {~v ∈ BR(0); (Y + ~v) ∩BRP(0) = P};

ou, autrement dit, que le patch P apparait dans Y avec une certaine fréquence. Cette limite
correspond en fait, avec les notations de la section 2.1.2, à la valeur ν(ΞP) pour une certaine

31



mesure ν sur la transversale Ξ obtenue comme limite µ(iP(Bε(0) × ΞP))/vol(Bε(0)) lorsque
ε tend vers 0 [BBG06]. Géométriquement cette mesure correspond à une mesure transverse
invariante.

Définition 2.3.1 Une mesure transverse invariante ν pour une G-lamination est la donnée
d’une mesure positive νi sur chaque espace transverse Ξi de la lamination, de sorte que
si B ⊂ Ξi est un borélien contenu dans le domaine de définition de fi,j, alors µi(B) =
µj(fi,j(B)).

L’hypothèse de l’existence d’une telle mesure est une hypothèse forte.

Proposition 2.3.2 ([13]) Un GA-solénoïde n’admet pas de mesure transverse invariante.

Ceci provient essentiellement du fait que le groupe GA n’est pas unimodulaire, i.e. il admet
une mesure de Haar invariante par multiplication à gauche λL qui est différente de la me-
sure de Haar invariante par multiplication à droite λR, ou plus précisément, λL n’est pas
invariante par la multiplication à droite. Ainsi, étant donnée une mesure transverse inva-
riante {νi}, il est possible de construire une mesure finie sur le solénoïde qui localement
est le produit de νi par λL. Nous obtenons alors une contradiction en étudiant l’image de
cette mesure par la GA-action par multiplication à droite. La propriété 2.3.2 peut s’étendre
aisément à n’importe quelle lamination dont les feuilles sont isométriques à un groupe de
Lie non unimodulaire.

Pour passer outre ce problème et étudier les fréquences d’apparition des motifs, nous
devons passer par une autre notion géomé́trique de mesure : les mesures harmoniques. Pour
cela, nous sommes amenés à introduire les formes différentielles sur un G-solénoide Ω, ou
plus généralement sur une lamination [CGSY99, chapitre 2].

Dans une boîte homéomorphe à V ×Ξ, nous appellerons k-forme différentielle, k = 0, 1, 2,
une famille de k-formes différentielles réelles (de classe C∞) dans les plaques V × {ξ} qui
dépend continûment du paramètre ξ pour la topologie C∞. Une k-forme sur Ω est alors
donnée par des k-formes différentielles dans chaque boîte compatible sur les intersections,
dans un sens évident. L’espace Ak(Ω) désignera l’espace vectoriel topologique des k-formes
sur Ω. L’opérateur de différentiation le long des feuilles définit un opérateur d : Ak(Ω) →
Ak+1(Ω).

Les cycles feuilletés, introduits par Sullivan [Sul76], sont des formes linéaires continues
A2(Ω)→ R strictement positives sur les formes strictement positives et qui s’annulent sur les
formes exactes. Un résultat important de [Sul76] est que les cycles feuilletés correspondent
aux mesures transverses invariantes. Ainsi, une autre formulation de la proposition 2.3.2
est : un GA-solénoïde n’admet pas de cycle feuilleté.

Nous sommes alors amenés à étudier la notion plus générale de courant harmonique
introduit par Garnett dans [Gar83]. L’opérateur laplacien le long des feuilles ∆ donne un
opérateur réel A0(Ω) → A2(Ω) dont l’image Im∆ est inclu dans l’ensemble des formes
exactes. Un courant harmonique est une forme linéaire continue A2(Ω) → R strictement
positive sur les formes strictement positives et nulles sur Im∆. Les cycles feuilletés sont
donc des exemples de courants harmoniques mais n’importe quelle lamination, en particulier
n’importe quel G-solénoïde, admet un courant harmonique [Gar83, Can03].

Comme pour les cycles feuilletés, en identifiant l’espace des fonctions C∞(Ω) et A2(Ω) par
le choix d’une métrique le long des feuilles, il est possible d’associer à un courant harmonique
une mesure positive et finie sur Ω. Ces mesures, appelées mesures harmoniques, sont alors
caractérisées de la façon suivante : pour n’importe quelle fonction f : Ω → R mesurable
bornée et lisse le long des feuilles, l’intégrale

∫
∆fdµ = 0 ‡ si et seulement si la mesure µ est

‡. où ∆ désigne le laplacien le long des feuilles pour la métrique choisie
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harmonique [Gar83, Can03].
Une telle mesure se désintègre localement, au travers des cartes, dans V ×Ξ en le produit

d’une mesure ν sur l’espace transverse Ξ par une mesure µξ harmonique définie sur ν- presque
toutes les plaques V × {ξ}. Il se trouve que chaque mesure µξ est absolument continue par
rapport à la mesure de Riemann dz le long des feuilles et dont la densité z 7→ f(z, ξ) est, pour
ν-presque tout ξ, une fonction harmonique positive. Ainsi pour tout borélien B ⊂ V ×Ξ, la
mesure de B s’écrit ∫∫

B

f(z, ξ)dzdν(ξ).

Bien que cette décomposition ne soit pas unique, la fonction φµ : z 7→
∫
f(z, ξ)dν(ξ) est

intrinsèque à la mesure harmonique.
Les feuilles d’un G-solénoïde étant simplement connexes, il est possible, en recollant les

fonctions harmoniques f(z, ξ) définies sur chaque plaque, de définir une fonction globale
f : G → R+ harmonique. Dans le cas d’un R2-solénoïde, comme il n’existe pas de fonction
harmonique positive non constante sur le plan, chaque densité locale f est constante. Ainsi
chaque mesure harmonique se désintégre en un produit d’une mesure ν sur la transversale
par la mesure de Riemann et ν définit une mesure transverse invariante.

Garnett donne également dans [Gar83] un théorème ergodique remarquable associé aux
mesures harmoniques. Pour cela, il est nécessaire de considérer pour x un point base d’une
lamination Ω, la mesure de Wiener Px sur l’ensemble des chemins continus γ : R+ → Ω tels
que γ(0) = x. Cette mesure est obtenue par la théorie du mouvement brownien en utilisant
le noyau de la chaleur.

Théorème 2.3.3 ([Gar83]) Soit µ une mesure harmonique d’une lamination Ω. Pour
n’importe quelle fonction bornée f : Ω → R, la limite `(x, γ) = limn→∞ 1/n

∑n−1
k=0 f(γ(i))

existe pour µ-presque tout point x ∈ Ω et Px-presque tout chemin γ.
Cette limite est constante le long des feuilles de Ω et `(x, γ) est constante pour Px-presque
tout chemin γ. De plus

∫
`(x)dµ(x) =

∫
f(x)dµ(x).

De la même façon que pour les mesures invariantes, on pourra parler de mesure harmonique
ergodique si la mesure de tout borélien saturé de feuilles est de mesure nulle ou totale. Ainsi
dans le cas d’enveloppe d’un ensemble de Delone de GA-type fini totalement apériodique,
nous pourrons parler de fréquence de passage dans un motif le long d’un chemin brownien
pour une mesure harmonique ergodique.

Théorème 2.3.4 ([13]) Une mesure finie sur un GA-solénoïde est harmonique si et seule-
ment si elle est invariante par l’action du groupe affine.

La preuve vient essentiellement du fait bien connu suivant : en notant λL la mesure
de Haar sur GA invariante par multiplication à gauche et Rg ∗ λL la mesure image de
λ par la multiplication à droite par g, la fonction ϕ : g 7→ dλ/dRg ∗ λ est une fonction
harmonique minimale, i.e. toute fonction harmonique positive dont le rapport avec ϕ est
bornée, est proportionnelle à ϕ. Ainsi, pour g∗µ la mesure image d’une mesure harmonique
µ par l’action de g ∈ GA, un calcul direct nous permet de conclure que l’intégrale

∫
fdg∗µ

est indépendante de g pour toute fonction test f .
Ce résultat peut être étendu au cas des laminations définies par des actions localement

libres du groupe affine. Par exemple, pour une lamination L par surfaces hyperboliques, son
fibré unitaire tangent T 1L hérite également d’une structure de lamination. Cette lamination
T 1L est, de plus, munie de l’action des flots géodésique et horocyclique stable (le long des
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feuilles). Ces deux flots conjoints engendrent une action continue du groupe affine GA. La
même preuve du Théorème 2.3.4 donne que les mesures harmoniques de cette lamination
sont invariantes par l’action conjointe des flots géodésique et horocyclique. Il est possible
alors de montrer que ces mesures se projettent de façon surjective en des mesures hamoniques
sur L. Ceci est fait dans [Mar06, BM08].

En utilisant de plus la strucure de limite projective lim←−n(Bn, fn) de variétés branchées
d’un GA-solénoïde, nous obtenons la caractérisation suivante :

Théorème 2.3.5 ([13]) Il existe une suite de morphismes linéaires (An)n≥0 tel que l’en-
semble des mesures harmoniques est isomorphe à la limite projective de cônes dans l’espace
des 2-chaînes des variétés branchées lim←−n(C2(Bn,R)+, An).

Une caractérisation similaire est donnée pour les mesures transverses invariantes de G-
solénoïde pour G unimodulaire dans [BG03]. La différence est qu’il n’y a pas ici de mesure
transverse invariante. Le Théorème 2.3.4 nous permet de décrire la forme des fonctions lo-
cales φµ, pour une mesure harmonique µ. Ce sont des fonctions harmoniques minimales.
La caractérisation s’obtient alors en considérant la suite des intégrales

∫
V
φµ(z)dz pour des

boîtes de la forme V × Ξ.
Nous obtenons en corollaire que le nombre de mesures de probabilité harmoniques et

ergodiques est borné par le nombre maximal de faces des variétés branchées. Grâce à cela
nous donnons des exemples explicites avec un nombre arbitraire de mesures harmoniques.

Théorème 2.3.6 ([13]) Pour tout entier r ≥ 1, il existe un ensemble de Delone X ⊂ H2

de GA-type fini, totalement apériodique et répétitif, dont l’enveloppe Ω(X) a exactement r
mesures de probabilité hamoniques ergodiques.

La réalisation de ces exemples est, par essence, similaire à celle du Théorème 1.2.4. Ce
résultat illustre la grande variété de dynamique que l’on peut obtenir à l’aide des ensembles
de Delone. À l’opposé, si l’on considère des laminations hyperboliques dont la dynamique
transverse est conforme, il y a, dans le cas minimal, une unique mesure harmonique [DK07].
Par la suite, ces exemples de laminations minimales non uniquement ergodiques ont été
étendus au cas de feuilletages lisses d’une variété de dimension 5 dans [Der09] et dans le cas
de la codimension 1 dans [DV11].

2.3.3 C∗-algèbres
La géométrie non-commutative des systèmes de Delone étudie les C∗-algèbres de leur

enveloppe. Le lecteur pourra consulter [Ren80, Ren09] pour des introductions lumineuses
sur les C∗-algèbres associées aux systèmes dynamiques. Une telle C∗-algèbre permet alors
de donner des invariants topologiques et géométriques de la lamination. De plus, certains
invariants K-théoriques de systèmes de Delone euclidiens ont une interprétation physique.
En particulier lorsque l’on modélise un quasi-cristal par un ensemble de Delone, l’image
de la K-théorie de l’enveloppe par la trace canonique indice les trous dans le spectre de
l’opérateur de Schrödinger associé au quasi-cristal [Bel92].

Pour un ensemble de Delone euclidien, les traces de la C∗-algèbre sont en bijection avec
les mesures transverses invariantes de l’enveloppe [BBG06]. Ces algèbres ont été depuis bien
étudiées et ont conduit à diverses preuves de la conjecture du gap-labelling [BBG06, BOO03,
KP03] : pour une action de Rd minimale, l’image de la K-théorie par une trace est le sous-
groupe dénombrable de R engendré par les mesures de clopens (ensembles ouverts et fermés)
de la transversale canonique pour une mesure transversalement invariante.
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La situation est différente lorsque que l’ensemble de Delone est hyperbolique de GA-
type fini, puisqu’il n’existe pas de mesure transversalement invariante (Proposition 2.3.2).
Ainsi, la C∗-algèbre ne possède pas de trace. Cependant chaque mesure harmonique (ou GA-
invariante par le Théorème 2.3.4) donne un cocyle 3-cyclique ([ENN88]) sur la C∗-algèbre du
système. Avec Oyono-Oyono, nous avons étudié dans [12] ces C∗-algèbres pour une famille
spécifique d’exemples. Nous en donnons une description explicite et nous calculons leur
K-théorie ainsi que leur cohomologie de Čech.

La famille d’exemples est obtenue en décorant les pavés du pavage hyperbolique donné
par Penrose dans [Pen80] (voir section 2.3.1). Ainsi pour le pavé P1 défini dans la section
2.3.1 et un entier i ∈ {1, . . . , r}, r ≥ 1, nous noterons par P (i) un ensemble de i+ 5 points,
dont 5 points sont aux sommets du pavé P1 et i points (la décoration) sont à l’intérieur d’une
boule de rayon 1/6 centrée au barycentre du pavé P1. Cette décoration est faite de sorte
que, pour n’importe quel pavage fait de transaltés (pour le groupe affine) de P1 et pour tout
choix de décoration i pour chaque pavé, correspond un unique ensemble de Delone union
des translatés des P (i). §

Pour une suite w = (wk)k∈Z ∈ {1, . . . , r}Z, l’ensemble de Delone de GA-type fini P(w)
est défini par P(w) = {Rp ◦Sn(P (w−q)), n, q ∈ Z}, avec les notations de la section 2.3.1. Son
stabilisateur est un sous-groupe de 〈R〉. Désignons par Zw = {σn(w), n ∈ Z} le sous-shift
engendré par w. Il est assez simple de vérifier que l’ensemble de Delone P(w) est totalement
apériodique si la suite w est non périodique pour le shift et qu’il est répétititf si et seulement
si le système (Zw, σ) est minimal.

L’enveloppe Ω(P(w)) de l’ensemble de Delone P(w) a une structure de suspension. Pour
voir cela, considérons GA(Z[1/2]) le groupe des transformations affines an,b : z 7→ 2nz+ b où
n ∈ Z et b est un rationnel de la forme p/2q p, q ∈ Z. Ce groupe agit naturellement à gauche
sur le produit H2 ×Q2 où Q2 désigne l’ensemble des rationnels 2-adiques. Il agit également
sur Zw par an,b.w′ = σ−n(w′). Le produit de ces deux actions donne une action à gauche
de GA(Z[1/2]) sur H2 × Q2 × Zw qui est continue propre et sans point fixe. L’enveloppe
Ω(P(w)) est alors conjuguée au quotient de H2×Q2×Zw par cette action. En décomposant
encore plus cette suspension, il est possible de la décrire en termes de double suspension
(suspension de suspension). Ceci nous permet dans [12] d’expliciter sa C∗-algèbre à partir
de celle donnée par Zw.

Ainsi si C(Zw, A) désigne l’ensemble des fonctions continues sur Zw à valeurs dans l’an-
neau A, nous noterons les groupes quotients par

inv C(Zw,Z) = C(Zw,Z)/〈f = f ◦ σ; f ∈ C(Zw,Z)〉,
coinv C(Zw,Z) = C(Zw,Z)/〈f − f ◦ σ−1; f ∈ C(Zw,Z)〉,

coinv C(Zw,Z[1/2]) = C(Zw,Z[1/2])/〈f − 2f ◦ σ−1; f ∈ C(Zw,Z[1/2])〉.

Théorème 2.3.7 ([12]) Nous avons les isomorphismes suivants :

K0(Ω(P(w)) ' inv C(Zw,Z)⊕ coinv C(Zw,Z[1/2]), et
K1(Ω(P(w)) ' coinv C(Zw,Z).

§. Dans [12] nous considérons la décoration d’un pavage. Le choix de la décoration est fait ici pour se
placer dans le contexte équivalent d’ensemble de Delone.
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Concernant la cohomologie de Čech à coefficients entiers, nous avons

Ȟ0(Ω(P(w)),Z) ' inv C(Zw,Z),

Ȟ1(Ω(P(w)),Z) ' coinv C(Zw,Z),

Ȟ2(Ω(P(w)),Z) ' coinv C(Zw,Z[1/2]).

Le lecteur remarquera que ces invariants topologiques sont similaires aux groupes de dimen-
sion de la dynamique sur la transversale (cf section 1.1.4). Ajoutons que les isomorphismes
sont décrits de façon explicite dans [12].
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Chapitre 3

Modèle de Frenkel-Kontorova
associé à un quasi-cristal

Introduction
Le modèle de Frenkel-Kontorova (FK) [BK04, FBGG05] décrit comment une chaîne infi-

nie d’atomes "minimise l’énergie totale d’un système" lorsque cette énergie prend en compte
les interactions entre les proches voisins et un environnement extérieur. Les configurations
sont modélisées par une suite (xn)n∈Z ⊂ Rd où xn représente la position de l’atome in-
dicé par n. Une configuration (xn)n∈Z est dite minimisante pour une énergie d’interaction
E : Rd×Rd → R si l’énergie de chaque segment (xm, xm+1, . . . , xn) ne peut être abaissée en
changeant la configuration à l’intérieur du segment sans changer les deux points du bord.
Plus formellement, en notant

E(xm, xm+1, . . . , xn) :=

n−1∑
k=m

E(xk, xk+1),

une configuration (xn)n∈Z est dite minimisante si pour tous les entiers m < n et pour tous
les points ym, ym+1, . . . , yn ∈ Rd vérifiant ym = xm et yn = xn, nous avons

E(xm, xm+1, . . . , xn) ≤ E(ym, ym+1, . . . , yn).

En dimension d = 1, un exemple classique d’énergie d’interaction E est de la forme
E(x, y) = V (x) + U(y − x) où V : R → R est potentiel 1-périodique (V (x + 1) = V (x)
pour tout réel x) représentant l’interaction avec un environnement à structure périodique,
et U : R → R représentant l’interaction entre les atomes. En particulier, le modèle original
de Frenkel-Kontorova [FK38] considère l’énergie d’interaction E(x, y) = 1/2(1− cos(πx)) +
1/2C(y − x − µ)2, pour des paramètres C et µ, Les hypothèses suivantes sur les potentiels
sont dites classiques et étendent le modèle original :

— régularité : U et V : R→ R sont C2 ;
— twist, ou stricte convexité : U

′′
(x) > 0, ∀x ∈ R ;

— super-linéarité : limx→±∞
U(x)
|x| = +∞.

Il est alors simple de montrer que des configurations minimisantes existent dans ce
contexte et que l’ensemble de ces configurations est fermé pour la topologie produit sur
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RZ. Ces configurations ont été initialement décrites par S. Aubry -P.Y Le Daeron [ALD83].
Leurs travaux précurseurs ainsi que ceux, indépendants, de J. Mather [Mat82, Mat91] et de
nombreux autres (voir les survols [MF94, CI99, Fatar]), ont débouchés à la théorie d’Aubry-
Mather qui donne une assez bonne compréhension de ces configurations minimisantes. Ajou-
tons que les propriétés du modèle FK ont été étendues aux dimensions supérieures par E.
Garibaldi et P. Thieullen dans [GT11].

À la vue de ces résultats et de ceux sur les ensembles de Delone, il est naturel d’espé-
rer pouvoir comprendre également les propriétés des configurations minimisantes dans un
contexte quasi-périodique. À notre connaissance, ce problème fut initalement étudié dans
[vE99]. La première section de ce chapitre concerne quelques propriétés de ces configurations
dans le cas de la dimension 1, sous des hypothèses classiques, et avec un potentiel V équi-
variant relativement à un quasi-cristal. La seconde section traite d’une énergie d’interaction
presque périodique en dimension quelconque. Cela revient à considérer une famille d’énergies
stationnaire par rapport à un système dynamique minimal. Ce contexte englobe celui de la
première section.

3.1 FK associé à un quasi-cristal de dimension un
Pour une énergie de la forme E(x, y) = V (x) + U(y − x) où U, V : R → R satisfont les

hypothèses classiques et V est périodique, Aubry et Le Daeron, montrent dans [ALD83],
que chaque configuration minimisante (xn)n∈Z ⊂ R admet un nombre de rotation ρ, i.e. la
limite suivante existe :

lim
n→±∞

xn
n

= ρ ≥ 0.

Remarquons que l’inverse de cette limite peut s’interpréter en termes de densité de particules
de la configuration minimisante. Aubry et Le Daeron montrent également que le nombre de
rotation ρ dépend continûment de la configuration minimisante (xn)n∈Z (pour la topologie
produit). De plus, ces nombres de rotations ne possèdent aucune propriété arithmétique par-
ticulière puisque tout réel positif est le nombre de rotation d’une configuration minimisante.
Ce dernier point implique aussi qu’il existe un nombre indénombrable de configurations mini-
misantes. Précisons qu’Aubry et Le Daeron démontrent, en fait, des résultats beaucoup plus
précis concernant la combinatoire de ces configurations. Nous nous restreindrons cependant
à leurs derniers résultats mentionnés.

Avec J.M. Gambaudo et P. Guiraud [10], nous étendons ces résultats au contexte d’un
potentiel V quasi-périodique associé à un quasi-cristal X ⊂ R. Pour la suite, nous dirons
que X ⊂ R est un quasi-cristal si

1. X est un ensemble de Delone de R-type fini (voir section 2.1.1) ;
2. X est répétitif (voir proposition 2.1.2) ;
3. Pour tout R-patch P de X et tout réel x ∈ R, la limite suivante existe

lim
M→+∞

card{v ∈ [x−M,x+M ]; v est une occurrence de P}
2M

= ν(P) > 0,

uniformément et indépendamment de x.
Rappelons que la condition (2), par la proposition 2.1.2, est équivalente à la minimalité de la
R-action sur l’enveloppe de X. La condition (3) est équivalente à l’unique ergodicité de cette
dernière action (voir la section 2.3.2). Par exemple, les ensembles de Delone linéairement
répétitifs forment des quasi-cristaux (voir la section 2.2.1).
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Pour un quasi-cristal fixé X, nous considérerons des fonctions fortement X-équivariantes
(ou strongly equivariant functions) dans le sens de [Kel03]. Un potentiel V : R → R est dit
fortement X-équivariant s’il existe une constante RV > 0 telle que

V (x) = V (y), ∀x, y ∈ R tels que (BRV
(x) ∩X)− x = (BRV

(y) ∩X)− y.

Ainsi, si x et de y sont deux occurrences d’un même RV -patch, la valeur du potentiel est la
même en ces deux points.

Bien évidemment un potentiel périodique est fortement équivariant pour un quasi-cristal
périodique. De façon général, si δ :=

∑
x∈X δx désigne la mesure de Radon associée à un

quasi-cristal X, et si g : R → R est une fonction lisse (resp. Cp) à support compact. Il est
alors simple de vérifier que la convolution g∗δ donne une fonction fortement équivariante lisse
(resp. Cp). Il est simple également de voir que toute fonction fortement équivariante s’étend
de façon unique en une fonction continue sur l’enveloppe de X, V̂ : Ω(X) → R [10, Kel03].
Cette fonction vérifie V̂ (X − t) = V (t) pour tout réel t et V̂ est localement constante sur
les verticales Ξ (cf section 2.1.2). L’enveloppe est alors un espace similaire au cercle dans le
cas périodique.

Dans ce contexte, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.1.1 ([10]) Pour un quasi-cristal X, un potentiel V : R → R C2 fortement
X-équivariant et une fonction U : R → R, C2, super-linéaire et strictement convexe, nous
avons

i) toute configuration minimisante (xn)n admet un nombre de rotation

ρ((xn)n) = lim
n→±∞

xn
n
.

ii) La fonction nombre de rotation (xn)n 7→ ρ((xn)n) est continue pour la topologie
produit.

iii) Tout nombre ρ ≥ 0 est le nombre de rotation d’une configuration minimisante.

La stratégie de la preuve d’Aubry et Le Daeron dans le cas périodique [ALD83] consiste à
montrer que les configurations minimisantes ont une combinatoire particulière : si on projette
une telle configuration (xn)n sur le cercle R/Z, il existe un homéomorphisme f du cercle,
préservant l’orientation tel que f(xn mod Z) = xn+1 mod Z, pour tout entier n. Ainsi, une
telle configuration admet un nombre de rotation. Cette propriété combinatoire remarquable
repose sur le fameux lemme de croisement d’Aubry qui utilise fortement la condition twist.

Nous suivons une stratégie similaire dans le cas quasi-périodique [10], où nous montrons
qu’une configuration minimisante admet une combinatoire particulière. Plus précisément, si
x, y ∈ R sont deux occurrences d’un même R′-patch de X ((BR′(x) ∩X) − x = (BR′(y) ∩
X)− y, R′ ≥ RV ), alors

|card ({xn}n ∩BR′(x))− card ({xn}n ∩BR′(y))| ≤ 3.

Grâce à cette propriété et à la fréquence uniforme des occurrences des patchs deX (condition
(3)), nous obtenons l’existence des nombres de rotation et leur continuité. Si l’hypothèse
d’unique ergodicité était enlevée, nous obtiendrions que la suite (xn/n)n admet plusieurs
valeurs d’adhérences.

Remarquons que cette condition combinatoire est un peu plus faible que dans le cas
périodique puisqu’elle n’implique pas que chaque configuration minimisante est l’orbite d’un
homéomorphisme de l’enveloppe Ω(X).
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Pour construire des configurations minimisantes avec un nombre de rotation prescrit,
nous considérons des configurations finies qui minimisent l’énergie totale sur un motif avec
un nombre bien choisi d’atomes. Une limite de ces configurations, en prenant des motifs de
plus en plus grands, nous donne une configuration minimisante adéquate.

Pour conclure cette section, ajoutons qu’il existe un point de vue plus dynamique des
configurations minimisantes. En remarquant qu’un minimum est un point critique, nous
obtenons des équations d’Euler-Lagrange discrètes : pour toute configuration minimisante
(xn)n et pour tout entier n,

∂E

∂y
(xn−1, xn) +

∂E

∂x
(xn, xn+1) = 0.

Ce qui se traduit, sous les hypothèses standard, par{
pn+1 = pn − V ′(xn)

xn+1 = xn − (U ′)−1(pn − V ′(xn)),

en posant pn = xn+1 − xn. En conséquence, toute configuration minimisante est une orbite
d’un homéomorphisme Φ de R2 appelé application standard (ou standard map) qui possède
de nombreuses propriétés. Dans le cas périodique, cet homéomorphisme se projette en un
homéomorphisme sur le fibré tangent du cercle S1×R. Dans le cas quasi-périodique, il s’étend
en un homéomorphisme du fibré tangent de l’enveloppe Ω(X)×R. Il est alors naturel de se
demander si les propriétés classiques des homéomorphismes de l’anneau s’étendent dans le
contexte quasi-périodique. Une première étude de base a été effectuée dans [AP10].

3.2 FK multidimensionel et stationnaire
Nous étendons le modèle de FK quasi-périodique à un contexte plus général dans [11]

avec, cette fois, une approche lagrangienne plus proche du point de vue de Mather. Afin de
simplifier la présentation, nous ne donnerons pas ici les hypothèses les plus faibles pour les
résultats et nous en référons à [11] pour le lecteur interessé.

Nous considérons une famille d’énergie d’interaction en dimension supérieure d ≥ 1
Eω : Rd×Rd → R, dépendant d’un environnement ω. Nous supposons de plus, que la famille
de tous les environnements forme un espace métrique compact Ω muni d’une Rd-action
continue τ : Rd × Ω → Ω, telle que le système dynamique (Ω, {τt}t∈Rd) soit minimal. Nous
nous intéressons aux familles d’énergies {Eω}ω∈Ω possédant une forme lagrangienne, i.e.
dont il existe une fonction continue L : Ω× Rd → R, appelée lagrangien, telle que

∀ω ∈ Ω,∀x, y ∈ Rd, Eω(x, y) = L(τx(ω), y − x).

Le triplet (Ω, {τt}t∈Rd , L) est appelé modèle d’interaction presque périodique ∗.

Définition 3.2.1 Soit (Ω, {τt}t∈Rd , L) un modèle d’interaction presque périodique. Le la-
grangien L est dit super-linéaire si

lim
R→+∞

inf
ω∈Ω

inf
‖t‖≥R

L(ω, t)

‖t‖
= +∞.

∗. Précisons que l’expression “presque périodique” est liée à la minimalité du système et est plus générale
que la notion de “presque périodique au sens de H. Bohr”
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L est dit faiblement twist s’il existe une fonction U : Ω→ R, C0 telle que pour tout ω ∈ Ω,
la fonction Ẽω(x, y) := Eω(x, y) + U(τxω)− U(τy(ω) est C2 et

∀x, y ∈ Rd,
∂2Ẽω
∂x∂y

(x, ·) < 0 et
∂2Ẽω
∂x∂y

(·, y) < 0 p.p.

Dans ce contexte, nous retrouvons tous les exemples traités dans la section précédente 3.1.

Exemple 3.2.2 (Ex. périodique) Pour Ω = R/Z et τt la translation par t ∈ R modulo
Z, nous retrouvons l’énergie d’interaction originelle en prenant L(ω, t) = V (ω) + U(t) pour
ω ∈ R/Z, t ∈ R, avec U : R→ R et V : R/Z→ R continue.

Exemple 3.2.3 (Ex. quasi-cristal) De même, en considérant Ω(X) l’enveloppe d’un quasi-
cristal X et une fonction continue V̂ : Ω(X)→ R, le lagrangien L(ω, t) = V̂ (ω) +U(t) pour
ω ∈ Ω(X) et t ∈ R, nous retrouvons l’énergie d’interaction associée à un quasi-cristal traitée
dans la section 3.1.

Remarquons que dans ces deux cas, les propriétés de super-linéarité et twist de la fonction
U impliquent les propriétés de super-linéarité et de faible twist du lagrangien.

Exemple 3.2.4 (Ex. presque périodique au sens de Bohr) Le lagrangien défini, pour
des constantes K1,K2, λ, par

L((ω1, ω2), t) =
1

2
|t− λ|2 +

K1

(2π)2
(1− cos 2πω1) +

K2

(2π)2
(1− cos 2πω2),

où t ∈ R et (ω1, ω2) ∈ T2, donne également un modèle d’interaction presque périodique,
super-linéaire et faiblement twist pour le flot τt(ω) = ω + t(1,

√
2) ∈ T2.

Ainsi le contexte de modèle d’interaction quasi-périodique est beaucoup plus large que
celui étudié dans la section précédente puisque il englobe des systèmes expansifs, équicontinus
ou avec des régularités intermédiaires (distal, etc . . .). Ajoutons que ce modèle stationnaire
a déjà été étudié pour l’équation d’Hamilton-Jacobi dans le contexte stationnaire ergodique
(la dépendence en ω n’est alors que mesurable et l’action de τ est ergodique) [LS03, DS09,
DS12] ou alors associé à des fonctions presque périodiques au sens de H. Bohr (par ex.
[SdlL12, Ish99]).

Remarquons qu’un modèle d’interaction presque périodique avec un lagrangien L super-
linéaire implique les propriétés suivantes pour chaque énergie d’interaction Eω : Rd×Rd → R,
ω ∈ Ω :

— stationnarité : ∀t, x, y ∈ Rd Eω(x+ t, y + t) = Eτt(ω)(x, y).
— bornée par translation : ∀R > 0, sup‖y−x‖≤REω(x, y) < +∞.
— uniforme continuité par translation : ∀R > 0 Eω(x, y) est uniformément continue en
‖y − x‖ ≤ R.

— super-linéarité : limR→+∞ inf‖y−x‖≥R
Eω(x,y)
‖y−x‖ = +∞.

Sous les seules hypothèses de super-linéarité, de borné par translation et d’uniforme conti-
nuité par translation de l’énérgie, l’existence de configuration bi-infinie minimisante n’est
pas clair. Nous savons prouver seulement l’existence de configuration minimisante semi-
infini (xn)n≥0 (voir proposition 3.2.6). Nous obtenons tout de même un peu plus, car nous
montrons que ces configurations sont calibrées. C’est une notion clef dans la théorie KAM
faible.
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Définition 3.2.5 Nous disons qu’une configuration (xn)n est c-calibrée pour une énergie
d’interaction E (au niveau c ∈ R) si pour tous les entiers m < n,

E(xm, . . . , xn)− (m− n)c ≤ inf
k≥1

inf
y0=xm,...,yk=xn

[E(y0, . . . , yk)− kc].

Il est simple de voir qu’une configuration calibrée (xn)n est une configuration minimisante,
mais la réciproque n’est pas vraie. Mentionnons également, qu’en ces termes, Aubry et Le
Daeron prouvent dans [ALD83] que pour une énergie d’interaction périodique en dimension
d = 1, toute configuration minimisante est en faite calibrée pour un certain c.

Sous des hypothèses assez faible, nous obtenons l’existence de configuration semi-infinie
calibrée.

Proposition 3.2.6 ([11]) Pour une énergie d’interaction E : Rd × Rd → R, C0, super-
linéaire, bornée par translation et uniformément continue par translation, il existe une cali-
bration c̄ ∈ R et une configuration (xn)n≥0 c̄-calibrée.

Nous avons donc pour un modèle d’interaction presque périodique (Ω, {τt}t∈Rd , L), avec un
lagrangien L C0 et super-linéaire, l’existence de configurations calibrées semi-infinies pour
tout environnement ω ∈ Ω. La preuve de la proposition 3.2.6 provient d’une généralisa-
tion directe de la stratégie moderne de la théorie d’Aubry-Mather et est similaire à celle de
[Zav12]. Le modèle FK apparait naturellement comme une discrétisation en temps de l’équa-
tion d’Hamilton Jacobi. Le pendant discret des solutions de viscosité ou solution KAM faible
de ces équations, sont les fonctions propres d’un opérateur dit de Lax-Oleinik. L’étude de
cet opérateur, nous permet dans l’annexe de [11] de démontrer la proposition 3.2.6.

Pour un modèle d’interaction quasi-périodique, une calibration importante est donnée
par l’énergie minimale.

Définition 3.2.7 Pour une famille d’interaction {Eω}ω∈Ω de forme lagrangienne, l’énergie
minimale est la quantitée

Ē = lim
n→+∞

inf
ω∈Ω

inf
x0,...,xn∈Rd

1

n
Eω(x0, . . . , xn).

Cette limite est en fait un supremum par super-additivité et est finie pour L super-linéaire.
Cette constante Ē joue le rôle d’un drift et Eω(x, y)−Ē est similaire à une “distance signée”.

Nous montrons dans [11] l’existence de configurations Ē-calibrées bi-infinies pour les
environnements ω qui sont dans le projeté de l’ensemble de Mather : Mather(L) ⊂ Ω×Rd,
défini un peu plus loin (définition 3.2.10). Pour être plus précis, notons pr : Ω× Rd → Ω la
projection sur la première coordonnée, nous avons :

Théorème 3.2.8 ([11]) Soit (Ω, {τt}t∈Rd , L) un modèle d’interaction presque périodique,
avec L un lagrangien superlinéaire C0. Alors pour tout ω ∈ pr(Mather(L)), il existe une
configuration Ē-calibrée (xn)n∈Z telle que x0 = 0 et supn ‖xn+1 − xn‖ < +∞.

Pour définir l’ensemble de Mather, il faut tout d’abord considérer la notion de mesure
holonomique. Une telle mesure µ est une mesure de probabilité sur Ω× Rd telle que

∀f ∈ C0(Ω),

∫
f(ω)µ(dω, dt) =

∫
f(τtω)µ(dω, dt).

La mesure de Dirac δ(ω,0) est un exemple de mesure holonomique. Plus généralement, n’im-
porte quelle mesure de probabilité invariante par l’application standard est holonomique.

La proposition suivante est fondamentale pour les configurations calibrées, car elle relie
leur existence avec un problème de minimisation ergodique plus simple à traiter.
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Proposition 3.2.9 ([11]) Si L est C0 super-linéaire, alors Ē = inf{
∫
Ldµ;µ est holonomique}

et l’infimum est atteint pour une certaine mesure.

Une mesure qui réalise l’infimum précédent est dite minimisante.

Définition 3.2.10 L’ensemble de Mather de L est l’ensemble

Mather(L) :=
⋃

µ minimisante

supp(µ) ⊂ Ω× Rd.

L’ensemble de Mather est non vide (Proposition 3.2.9) et est en fait compact lorsque le
lagrangien L est super-linéaire [11]. Il est cependant possible que son projeté pr(Mather(L))
ne rencontre pas toutes les orbites du flot τ . Dans l’exemple 3.2.4, en prenant λ = 0, il est
simple de voir que Ē = 0 et que les mesures minimisantes sont des combinaison convexes de
mesures de Dirac. De plus la projection de l’ensemble de Mather ne rencontre qu’un nombre
fini de τ -orbite.

Dans les exemples associés aux quasi-cristaux, nous montrons, en dimension d = 1, que
cette pathologie disparait. Dans ce cas, le projeté de l’ensemble de Mather rencontre toutes
les orbites.

Plus précisément, pour Ω un R-solénoïde (voir section 2.1.2), nous dirons qu’un lagran-
gien L : Ω×R→ R est transversalement constant si pour toute verticale Ξ, L(·, t)|Ξ est loca-
lement constant pour tout t fixé. Dans la suite, nous appellerons modèle quasi-cristallin un
tel modèle d’interaction (Ω, {τt}t∈R, L) avec un lagrangien L super-linéaire, faiblement twist
et transversalement constant. L’exemple 3.2.3 pour une fonction V fortementX-équivariante
donne un exemple d’un tel système.

Théorème 3.2.11 ([11]) Soit (Ω, {τt}t∈R, L) un modèle quasi-cristallin où l’action τ est
uniquement ergodique. Alors le projeté de l’ensemble de Mather pr(Mather(L)) rencontre
toute τ -orbite. En particulier, pour tout ω ∈ Ω, il existe une configuration Ē-calibrée (xn,ω)n∈Z
pour Eω avec des sauts et une distance à l’origine uniformément bornés en ω :

sup
ω∈Ω

sup
n∈Z
|xn+1,ω − xn,ω| < +∞, et sup

ω∈Ω
|x0,ω| < +∞.

La démonstration du théorème 3.2.8 n’est pas directe et passe par l’étude des propriétés
du potentiel de Mañé. La preuve du théorème 3.2.11 provient d’une description des mesures
invariantes sur le solénoïde via des tours de Kakutani-Rohlin et d’une analyse de la combi-
natoire des configurations minimisantes dans ce contexte, via l’étude du potentiel de Mañé
et le lemme de croisement d’Aubry.

Remarquons que la théorie d’Aubry-Mather dans le cas périodique, montre que l’en-
semble de Mather est inclus dans un graphe de Ω × R. Nous ne savons pas démontrer ce
dernier point dans notre contexte, même si nous en sommes proche. Des simulations numé-
riques (semi-rigoureuses) tendent à assurer l’existence de ces graphes invariants. De plus,
dans le cas particulier de l’équation du pendule quasi-périodique, où l’on remplace le terme
usuel en sin par une fonction fortement équivariante par rapport à ensemble de Delone
donné par une substitution Pisot, ou par une suite sturmienne, nous obtenons l’existence
d’une solution de viscosité et l’ensemble de Mather est supporté dans un graphe donné par
cette solution. Ici les calculs sont assez explicites et nous devons utiliser fortement que les
suites considérées sont balancées ce qui assure une vitesse de convergence rapide pour les
moyennes ergodiques du nombre d’apparition d’un motif arbitraire.
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