AUTOMORPHISMES DE SOUS-SHIFTS MINIMAUX

SAMUEL PETITE

REsUME. Une question classique est de comprendre les automorphismes
d’un sous-shift, i.e. les automates cellulaires inversibles préservant un
sous-shift. Le groupe formé de ces transformations est dénombrable et en
général difficile a décrire. Dans ce survol nous nous restreignons aux sous-
shifts minimaux. Nous décrivons des exemples de tels groupes et nous
donnons leurs propriétés pour les sous-shifts substitutifs et Toeplitz.
Nous présentons également comment la minimalité et la complexité du
sous-shift contraignent ces automorphismes.
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1. INTRODUCTION

Un automorphisme d’un systéeme dynamique topologique (X, T)ouT: X —
X est un homéomorphisme d’un espace métrique compact X, est un homéo-
morphisme de X qui commute avec T'. Bien évidemment chaque puissance
de la transformation 7' donne un automorphisme. Un probleme classique
de systeme dynamique est de caractériser les automorphismes d’un systeme
donné, de décrire les propriétés algébriques du groupe Aut(X,T') de tous les
automorphismes ainsi que ses relations avec le systéeme dynamique. Cette
problématique reste largement ouverte dans un contexte général, aussi nous
nous restreindrons au cas des sous-shifts minimaux. Cette classe de systemes
a ’avantage de couvrir une riche famille d’exemples ainsi que de présenter
des phénomenes de rigidité. Elle est également 1’occasion d’aborder différent
concepts clefs de combinatoire, dynamique symbolique et de dynamique to-
pologique.

Les travaux pionniers de G.A. Hedlund [47] montrent que chaque auto-
morphisme d’un sous-shift est une fonction de bloc glissant, appelée égale-
ment automate cellulaire. Ainsi le groupe des automorphismes est toujours
dénombrable. Ce groupe a été initialement étudié pour les sous-shifts de type
fini mélangeant comme le full-shift. Il en ressort qu’il a une strucure com-
pliquée, difficile a décrire. Par I'utilisation astucieuse de marqueurs G. A.
Hedlund montre qu’il est infiniment engendré et contient de nombreux sous-
groupes : n’importe quel groupe fini [47], le groupe libre & 2 générateurs,
les groupes fondamentaux de surfaces compactes, la somme directe d’'un
nombre dénombrable de copies de Z et des copies de n’importe quelle col-
lection dénombrable de groupes finis [9, [55].

Cependant il n’existe encore aucune description précise de ces groupes
d’automorphismes ni de leurs générateurs de sorte que la plupart des pro-
blemes de base restent ouverts. Par exemple, une des questions les plus
fameuses est de savoir si les groupes d’automorphismes des full-shifts sur 3 et
2 lettres sont (abstraitement) algébriquement isomorphes. De méme il n’est
pas connu s’ils admettent un automorphisme ayant des racines pour tous les
ordres. Il existe déja de bons et nombreux survols sur les automorphismes
de sous-shifts de type fini. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [9l 57] et
leurs nombreuses références.
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L’étude des automorphismes est également un sujet classique, tres étudié
en théorie ergodique ou les sous-shifts minimaux ont fourni de précieux
exemples. Dans le contexte mesuré (X, B, u,T) ou (X, B, u) est un espace
de probabilité standard et T est une transformation mesurable préservant la
mesure 4, les automorphismes considérés sont des bijections bi-mesurables,
commutant avec T' et préservant la mesure p. Le groupe de ces automor-
phismes est appelé le centralisateur de T' et est noté C(T'). Rappelons cer-
tains résultats marquant et nous renvoyons le lecteur a [40] pour un survol
dans cette thématique. Le centralisateur C(T") a été principalement étudié
pour les systemes mélangeant de rang fini. D. Ornstein [73] a montré que ce
groupe se réduisait aux puissance de la transformation T pour les systemes
mélangeant de rang un. Plus tard, A. del Junco [28] montre que le sous-shift
de Chacon qui est faiblement mélangeant mais non mélangeant, vérifie la
méme propriété. Finalement, J. King et J.-P. Thouvenot [56] ont montré
que le groupe C(T') quotienté par le groupe (T") (engendré par T') est fini
pour les systémes mélangeant de rang fini.

Dans le cas non faiblement mélangeant, B. Host et F. Parreau [52] montrent
des résultats de rigidité pour une famille de sous-shift uniquement ergo-
dique issues de substitutions de longueur constante. Dans ces exemples, le
groupe C(T) coincide avec Aut(X,T) et le quotient C(T')/(T) est fini. En
parallele, M. Lemariczyk et M. Mentzen [60] réalisent n’importe quel groupe
fini comme quotient C(T")/(T) en utilisant les substitutions vérifiant les
conditions de B. Host et F. Parreau.

L’étude du groupe d’automorphisme de sous-shift minimaux est également
motivée par des raisons algébriques. Il est possible d’associer un groupe
simple & chaque systéme dynamique minimal (X,7) o X est un ensemble
de Cantor [64]. Plus précisément, ce groupe est le groupe dérivé, i.e. engendré
par les commutateurs, du groupe [[T']] des homéomorphismes de X qui sont
localement des puissances de T', appelé groupe (topologique) plein. 11 possede
des propriétés remarquables : si le systeme (X, T') est un sous-shift, il est fi-
niment engendré [64], de plus il est moyennable [54]. Lorsque le sous-shift as-
socié est linéairement répétitif et possede des mots palindromiques arbitrai-
rement long, il a une croissance intermédiaire [71]. Ce sont, & ce jour, les seuls
exemples connus de tels groupes simples. Le groupe plein est tres riche et est
intimement lié a la topologie de X. En fait, tout isomorphisme algébrique
(abstrait) entre des groupe pleins est induit par un homéomorphisme entre
les espaces qui vérifie des propriétés de commutation avec les actions. Les
travaux de Giordano-Putnam-Skau et de Medynets [42], [65], montrent que
le groupe plein est un invariant complet de flip-conjugaison : deux systemes
minimaux (X, o) et (Y, S) ont des groupes pleins algébriquement isomorphes
si et seulement si le systeme (X,T) est conjugué a (V,S) ou (Y,S71).
Il en ressort que les groupes des automorphismes Aut(X,7") est un sous-
groupe d’indice fini de celui des isomorphismes de [[T]]. De facon générale,
ceci n'impose pas de contrainte algébrique sur Aut(X,T") car tout groupe
dénombrable est le sous-groupe de Aut(X,T) d’un systéme minimal (X,T)
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sur un Cantor [13],[87]. En revanche rien de tel n’est connu pour les systémes
qui sont des sous-shifts minimaux. Les isomorphismes d’un groupe finiment
engendré formant typiquement un ensemble petit, on peut s’attendre que,
dans le contexte des sous-shifts minimaux, les groupes d’automorphismes
soient également petits ou du moins tres contraints.

Nous présentons ici un survol de résultats récents et des techniques uti-
lisées, sur les automorphismes de sous-shifts minimaux ainsi que quelques
questions ouvertes. C’est un sujet actuellementm tres actif et il n’est pas
possible d’étre exhaustif sur le sujet tant différents groupes de chercheurs
obtiennent des résultats variés dans cette problématique. Nous nous intére-
sserons aux sous-groupes possibles d’automorphisme, a la description de
tous les automorphismes (de fagon algorithmique ou autre) et au probleme
d’existence de racine d’automorphisme et de torsion.

Apres avoir rappelé les notions de bases de dynamiques topologique et
symbolique dans la premieére section, nous donnons des descriptions des au-
tomorphismes pour différentes classes de sous-shift par ordre croissant de
complexité. La section [3| concerne les sous-shifts minimaux classiques (sub-
stitutif, Sturmien, ...). Elle débute par les sous-shifts de complexité non
super-linéaire. Leur groupe d’automorphisme y est décrit ainsi que les pro-
priétés de décidabilité de facteurs des sous-shifts substitutifs. La section se
poursuit avec la famille des sous-shifts Toeplitz qui présente une riche variété
de complexité, tres utilisée pour fabriquer des exemples en dynamique sym-
bolique. Des restrictions et des exemples de leurs groupes d’automorphisme
sont présentés. Nous montrons ensuite dans la section [4] comment la com-
plexité du sous-shift contraint les propriétés géométriques des groupes d’au-
tomorphisme, et tout particulierement leur croissance. La derniere section
sera consacrée a l’extension de ces études, notamment au cadre multidimen-
sionnel de sous-shifts comme les sous-shifts de type fini minimaux et les
systemes de pavages. Nous présentons également la notion de direction de
non-expansivité. Pour le confort du lecteur, toutes les notions utilisées de
théorie des groupes sont rappelées dans I’annexe [A]

Remerciement. Je remercie F. Durand et P. Guillon pour leur relecture
et leurs commentaires pertinents.

2. CONCEPTS ET NOTATIONS DE BASE

2.1. Dynamique topologique. Un systéeme dynamique topologique est la
donnée d'un couple (X,T) ou X est un espace métrique compact munit
d’une distance dist et T: X — X est un homéomorphisme. Nous noterons
par Orbr(x) Vorbite {T"x;n € Z} de x € X. Le systeme (X, T) est minimal
si tout sous ensemble fermé F' invariant par T' (T'(F) = F') est soit vide soit
I’ensemble X tout entier. Dans un tel systeme, chaque orbite est dense. Le
théoreme de Birkhoff assure que tout systeme dynamique topologique sur

1. Aout 2019
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un espace métrique compact admet un sous-ensemble minimal. Le systeme
(X, T) est transitif si au moins une orbite est dense.

L’ensemble w-limite w(x) d’un point x € X est ’ensemble des points d’ac-
cumulation de lorbite positive de z, ou plus formellement w(z) =(",,~o {T*z; k > n}.
Il en resort qu'un ensemble w-limite est toujours fermé et invariant par la
dynamique.

Les systémes que nous considérerons seront principalement des systemes
dynamiques expansifs i.e. il existe & > 0 tel que toute paire de points dis-
tincts x,y € X x # y vérifie sup,,cz dist(T"x, T"y) > §. Les systemes expan-
sifs sur un ensemble totalement discontinu sont exactement ceux conjugués
a un sous-shift [47].

Pour un systeme dynamique topologique, des points z,y € X sont dits
prozimauz si liminf, dist(T"z, T™y) = 0. Une condition plus forte que la
proximalité est 'asymptoticité. Des points x,y € X sont dits asymptotiques
silimy,— 4 oo dist(T"z, T™y) = 0. Il n’existe pas forcément des paires de points
proximales ou asymptotiques pour un systeme dynamique topologique (par
exemple pour une rotation). Cependant, il est bien connu qu’un sous-shift
apériodique non trivial admet au moins une paire de points asymptotiques
(voir [3, Chapter 1] et section[2.3), méme si cela peut paraitre en contradic-
tion avec l'expansivité.

Un systeme dynamique topologique (Y,S) est dit un facteur de (X,T)
s’il existe une application continue surjective w: X — Y, appelée applica-
tion facteur, telle que m o T = S o 7. Le systeme (X,T) est alors dit une
extension de (Y, S). Si, de plus, 7 est bijective, les systemes (Y, S) et (X, T)
sont dits conjugués. Remarquons qu’un facteur d’un systéme minimal est
nécessairement minimal.

Un endomorphisme d’un systéeme dynamique topologique (X,T) est une
application continueﬂqﬁ: X — X commutant avec T :¢poT = T o¢. Un endo-
morphisme ¢ inversible est appelé un automorphisme. Dans ce cas ¢ et ¢~
sont des endomorphismes. La collection des endomorphismes (resp. automor-
phismes) de (X, T) est noté End(X,T) (resp. Aut(X,T)). Il forme un semi-
groupe (resp. groupe) pour la composition. Le sous-groupe de Aut(X,T)
engendré par T est noté (T'), c’est un sous groupe qui commute avec tous
les éléments de Aut(X,T), il s’agit donc d’'un sous groupe normal et le
quotient Aut(X,T)/(T) est un groupe. D’un point de vue algébrique, le
groupe Aut(X,T) est le centralisateur de T dans le groupe des homéomor-
phismes de X. C’est pourquoi certains auteurs parlent de centralisateur et
non de groupe d’automorphisme. Comme nous nous restreignons au cas des
sous-shifts, nous gardons la dénomination originale d’automorphisme due a
Hedlund. Un autre groupe classique est le normalisateur

N((T)) := {¢ homéomorphismes de X : ¢(T)¢ ™1 = (T)}.

2. les systemes dynamiques considérés seront minimaux, ainsi leurs endomorphismes
sont surjectifs
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Ici encore, ce groupe a une interprétation dynamique. Comme chaque élément
¢ de N((T')) agit par conjugaison comme un isomorphisme de (T') ~ Z, Uap-
plication ¢ commute soit avec T', soit avec T1. Ainsi, Aut(X,T) est un sous
groupe normal de N((T")) dont le quotient est d’ordre 2. Ces deux groupes
sont tres proches et il est simple de déduire des résultats sur le normalisateur
a partir de ceux sur Aut(X,T).

Le lemme suivant est fondamental pour notre étude des automorphismes.

Lemme 2.1. Soit (X,T) un systéme dynamique minimal. Alors, des endo-
morphismes ¢1 et ¢o sont identiques si et seulement s’il existe x € X tel
que ¢1(x) = ¢g2().

En particulier, Uaction de Aut(X,T) sur X est libre, c¢’est-a-dire aucun
élément de Aut(X,T) \ {Id} n’a de point fize.

Démonstration. Pour ¢1,po € End(X,T), considérons ’ensemble ou ils co-
incident {z € X : ¢1(x) = ¢2(x)}. C’est un ensemble fermé, invariant par
T. Par la minimalité de ’action, s’il n’est pas vide, c’est tout ’ensemble X.

Pour le second point, il suffit de remarquer que ’ensemble des points ot
un automorphisme ¢ coincide avec I'identité est I’ensemble des points fixes

de ¢. O
Nous utiliserons le résultat suivant pour identifier des automorphismes.

Lemme 2.2. Soit (X,T) un systéme dynamique topologique. Pour x € X
et ¢ € End(X,T) nous avons :

— si x et ¢(x) sont asymptotiques alors la restriction de ¢ a w(x) est
lidentité ;

— 51 (X, T) est minimal alors x et ¢(x) sont proximauz si et seulement
st @ est l'identité.

Démonstration. Pour le premier point, supposons que lim,,, o dist(T"z, T"¢(z)) =
0. Pour tout y € w(x) considérons une suite d’entiers positifs (n;);cn telle
que T™x converge vers y. La continuité de ¢ implique que ¢(y) = y, ce qui
prouve le résultat.

Pour le second point, la preuve de la direction non triviale est simi-
laire. Par définition, il existe une suite d’entiers (n;);en telle que lim;_, 1o
dist(T™z, T"¢(x)) = 0. Quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons
supposer que 1™z converge vers un point y € X. De méme, nous obtenons

#(y) = y et par le lemme ¢ est I'identité. O

Les facteurs de systémes donnent également des informations sur les au-
tomorphisme d’un systeme. Ceci a été utilisé dans [19, 29] ou le lemme
suivant a été extrait. Une application facteur 7: (X, T) — (Y, 5) est dite
compatible si tout endomorphisme ¢ € End(X,T) vérifie si n(z) = 7(y)
alors 7(¢(x)) = m(d(y))-

Lemme 2.3. Soit (X,T) un systéme minimal. Si 7: (X,T) — (Y,S) est
compatible, alors il existe un morphisme 7: End(X,T) — End(Y, S) tel que :
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— 7(p)(m(x)) = w(é(x)) pour tout ¢ € End(X,T), x € X ;
— 7(Aut(X, 7)) < Aut(Y, S) ;
— pour tout ¥ € End(Y, S), |77 ({y})| < mingecy lm = (y)].

Démonstration. Par définition, 'application 7(¢): Y — Y donnée par 7 (¢)(m(z)) =
m(¢(x)) est bien définie et est un endomorphisme du systeme (Y, .S). Par mi-
nimalité, 'application 7(¢) est surjective. Elle est en fait inversible si ¢ est
un automorphisme. En effet, par la relation #(¢)o7 (¢~ 1)omr = mogogp™! =7,
on déduit du lemmeque #(p)ort(¢~t) = Id de sorte que 7 (¢) est injective
et donc inversible. La preuve que 'application ¢ — 7(¢) est un morphisme
est standard.

Pour éviter toute trivialité, supposons que minyey |7~ 1(y)| = c est fini
et soit yg € Y un point réalisant ce minimum. Soient un endomorphisme
¥ € End(Y, S) et 29 € X tel que yo = 1(mw(xp)). Si do, P2, ..., P sont ¢+ 1
différents endomorphismes de #~({1}), on a yo = V(7 (x0)) = 7(¢o(x0)) =

- = 7(¢pe(z0)). Ainsi il existe deux indices 7, j tels que ¢;(xg) = ¢;(zo).
Par le lemme ¢; = ¢;, ce qui fini la preuve. O

Le facteur équicontinu maximal (cf section est un exemple de fac-
teur compatible. Pour les extensions presque injectives ou il existe un point
d’injectivité, le morphisme de groupe donné par le lemme [2.3]| est donc injec-
tif. Ces observations seront notamment utiles pour ’études des sous-shifts
Toeplitz (cf Section [3.4)).

Signalons une autre condition assurant l'injectivité du morphisme du
lemme[2.3]: les extensions proximales. Une application facteur dont les points
dans une méme fibre sont proximaux est dite extension prorimale. Le lemme
suivant se trouve dans [29].

Lemme 2.4. Soit (X,T) un systéme minimal et w: (X,T) — (Y,S) une
application compatible. Si w: (X, T) — (Y, S) est une extension prorimale,
alors 7: End(X,T) — End(Y, S) est injective.

Démonstration. Soient ¢1, ¢2 des endomorphismes de (X, T') tels que 7(¢1) =
7(¢p2). Ceci signifie que pour tout z € X, w(¢p1(x)) = m(¢2(x)). Comme l'ex-
tension est proximale, ¢1(x) et ¢o(x) sont proximaux et par le lemme
¢1 = ¢2. O

2.2. Systéme équicontinu. Un systéme dynamique topologique (Y, .S) est
dit équicontinu si 'ensemble des transformations {S™,n € Z} forme une fa-
mille équicontinue d’homéomorphismes. Les systemes ot S est une isométrie
de 'espace X, comme une rotation sur le cercle, sont les exemples typiques
de systémes équicontinus. L’'odometre est un autre exemple classique (voir

section [3.4.1).

Les automorphismes des systemes équicontinus sont assez simple a décrire

Lemme 2.5. Soit (Y,S) un systéme dynamique équicontinu minimal. Alors
End(Y,S) = Aut(Y, S) est un groupe abélien, topologiquement homéomorphe
aY.
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Démonstration. Soit G 'adhérence de groupe (S) dans Iensemble des ho-
méomorphismes de Y pour la topologie de la convergence uniforme. Par
le théoreme d’Ascoli, G' est un groupe abélien compact et G < Aut(Y,S).
Comme le systeme (Y, S) est minimal, le groupe G agit transitivement sur
Y. Pour un endomorphisme ¢ et un point y € Y, il existe g € G tel que
9(y) = ¢(y). Par le lemme g = ¢ ce qui montre que ¢ € G.

Pour finir la preuve, observons que l'application g € G — g(y) € Y est
continue et bijective par le lemme O

Les systemes équicontinus sont les systémes minimaux les plus simples
a étudier et fournissent des approximations des systemes dynamiques. Tout
systeme dynamique se factorise sur un systeme équicontinu : par exemple sur
le systeme ou Y est un singleton. En dehors de ce cas trivial, un systeme dy-
namique topologique (X, T') admet un facteur équicontinu mazximalm: (X,T) —
(Y, S) dans le sens ou pour tout facteur ¢: (X,T) — (Z, R) sur un systéme
équicontinu (Z, R), il existe un facteur ¢: (Y,S): (Z, R) tel que pom = 9
[58]. Ce facteur équicontinu maximal, plus simple a étudier, est une d’ap-
proximation du systeme et donne des informations sur sa dynamique et tout
particulierement sur le groupe des automorphismes. Néanmoins dans le cas
des systémes mélangeants, ce facteur équicontinu maximal est réduit a un
point.

Le résultat suivant a été observé dans [16] et [72].

Lemme 2.6. Soit (X,T) un systéme minimal et 7: (X, T) — (Y, S) son
facteur équicontinu maximal. Alors 'application facteur m est compatible.
En particulier, End(X, T) admet un morphisme sur le groupe abélien Aut(Y,S).

Démonstration. Pour ¢ € Aut(X,T), application mo ¢ : X — Y est une
application facteur sur un systeéme équicontinu. Par maximalité, il existe un
endomorphisme gZ) de Y tel que mo ¢ = gﬁo . On en déduit la propriété de
compatibilité et I'on conclut par le lemme [2.3 U

Il ressort de ce résultat que pour n’importe quels automorphismes ¢,y €
Aut(X,T), 'image par l’application facteur équicontiue maximale du com-
mutateur [¢,9] = ¢opop ol est triviale. Ainsi les point z € X et
[¢,1](x) sont toujours dans la méme fibre par 7. Il est alors bien connu que
ces deux éléments sont régionalement proximauz (cf [3]). Plus généralement
il est montré dans [29], que pour un automorphisme 1 de la forme ¢ =
([ [[p1, 2], b3], -+, ba] -~ -] out ¢y € Aut(X,T), les points ¥(x) et = € X
sont d-régionalement proximauz. Il suit qu'un systeme étant une extension
proximale d’une limite inverse de nilsystéeme minimaux d’ordre d a un groupe
d’automorphisme nilpotent d’ordre au plus d [29].

Le lemme [2.6]s’étend aux actions de groupes dénombrable G. Comme ces
actions admettent aussi un facteur équicontinu maximal, il est également
possible d’utiliser ce morphisme pour étudier les automorphismes de ces
systemes. Plus généralement, une version similaire de ce lemme permet
d’étudier le normalisateur de ces systemes, i.e aux homéomorphismes de
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I’espace qui par conjugaison préserve la famille des transformations définies
par Paction du groupe G. Ceci a été effectué sur différents exemples de
Z%-sous-shifts multidimensionnels dans [4].

2.3. Dynamique symbolique. Dans tout ce qui suit A désigne un en-
semble fini de cardinal au moins 2, que nous appellerons alphabet. Les
éléments de A sont appelés lettres ou symboles. Un mot w = wy - - - wy € A°
de longueur £ € N est une suite finie de ¢ lettres. Sa longueur est également
notée |w| = £. Un tel mot est un élément du monoide libre A* muni de
I'opération de concaténation. Deux mots u et v sont respectivement un
préfive et un suffize du mot concaténé wv. L’ensemble des suites infinies
(monolateére) (z,)nen & lettres dans A est noté AN et 'ensemble des suites
bi-infinies (2, )nez est noté AZ.

L’application shift ou décalage est notée o: A% — A% et est définie par
0((zn)nez) = (Tn+1)nez. Sa notation est indépendante de l'alphabet qui
sera claire selon le contexte. Pour la topologie produit A% est un ensemble
de Cantor et o est un homéomorphisme. Une base de voisinage est donnée
par les cylindres, i.e. par un ensemble de la forme

[w; == {(xn)n € AZ 1 2i -2y 01 = w},

ot w € A’ est un mot et i € Z un entier. Un clopen est un sous-ensemble
a la fois fermé et ouvert. Chaque cylindre est un clopen pour la topologie
produit. Ils forment une base de la topologie. Afin de simplifier les notations
le cylindre [w]y sera simplement noté [w].

Un sous-shift est un systéme dynamique topologique (X,o0) ou X est
un ensemble fermé o-invariant de A%. Pour les résultats généraux sur la
dynamique topologique nous utiliserons la notation (X,7T") et pour ceux
spécifiques de la dynamique symbolique nous utiliserons (X, o). Le sous-shift
engendré par un ensemble F C A” est le plus petit sous-shift contenant F.
Ainsi le sous-shift engendré par une suite x € A% n’est rien d’autre que la
fermeture de I'orbite de = par le shift.

Le langage d’un sous-shift (X, o) est 'ensemble £(X) de tous les mots w €
A* tels que w = | m|w|—1] = Tm " * Tt |w|—1 POUr une suite (z,)nez € X
et m € Z. Nous disons que le mot w apparait dans la suite (zy)necz € X et
que l'entier m est une occurence de w. Nous notons par L;(X) I'ensemble
des mots de longueur ¢ dans £(X). Une suite x est dite apériodique si elle
aucune puissance du shift ne la préserve : Vk € Z*, o*(z) # 2. Par extension,
nous dirons qu’un sous-shift X est apériodique si tous ses éléments sont
apériodiques. Par exemple, les sous-shifts minimaux contenant une suite
apériodiques sont apériodiques.

Il est également possible de définir un sous-shift de la fagon suivante : étant
donné un ensemble F C A* de mots interdits, 'ensemble Xg := {z € A% :
aucun mot de F n’apparait dans x} est un ensemble fermé et invariant par
le shift. Tous les sous-shifts peuvent étre définis de cette maniere. Lorsque
I’ensemble des mots interdits & est fini, le sous-shift X4 est appelé sous-shift
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de type fini (SFT). Un sous-shift (Y, o) qui est un facteur (topologique) d’un
SFT (X, o) est appelé sous-shift sofique.

Pour un sous-shift général (X, o), 'application px: N — N définie par
px (0) = 8L4(X) est la fonction de complexité de (X, o). C’est une fonction
croissante et sous-multiplicative : i.e. px(n+m) < px(n)px(m), Vn,m € N.
Ainsi par le lemme de Fekete, la suite de terme log(px(n)/n converge vers
inf,, log(px(n))/n =: h € [0,4+00) qui est appelé entropie du sous-shift X.

Nous rappelons ici quelques notations de comparaison asymptotique. Pour
deux fonctions f,g: N — N\ {0} nous écrivons f(¢) = O(g(¢)) s’il existe
une constante K telle que f(¢) < Kg(¢) pour tout entier ¢ suffisamment
grand. Nous notons également f(¢) = O(g(¢)) si f(£) = O(g(¢)) et g(¥) =
O(f(€)). Pour finir, nous notons f(¢) = Q4 (g(¢)) silimsup,_, ., f(£)/g(€) >
0. Avec la terminologie suivante, nous disons qu’'une fonction f: N — N a
une croissance :

— polynomiale s'il existe un entier d > 1 tel que f(¢) = ©(¢%). Lorsque
d = 1 sa croissance est dite linéaire et lorsque d = 2, elle est dite
quadratique;

— au plus polynomiale s'il existe un entier d > 1 tel que f(£) = O(¢%);
— super-logarithmique si lim f(¢)/logl = 400}
l—400

— super-linéaire si lim f({)/{ = 400}
L—+00

— non super-linéaire ou sous-affine le long d’une sous-suite silim inf f(¢)/¢ <

f—+00
+00;
— sous-linéaire (resp. sous-quadratique) si IEH—?—&}{E f(0)/¢4 =0 pour d =
1 (resp. d = 2);
— super-polynomiale le long d’une sous-suite si limsup f(¢)/q(¢) = +o0

{—~+o00
pour tout polynéme q;
— sous-exponentielle si lim f(£)/a’ = 0 pour tout a > 1.
l—+00
Par extension, nous dirons qu’un sous-shift a une complexité polynomiale
(au plus polynomiale, super-linéaire, ...) si sa fonction complexité py a une
croissance polynomiale (au plus polynomiale, super-linéaire, ...).

Il existe une caractérisation combinatoire des sous-shifts minimaux. Le
sous-shift engendré par une suite x est minimal si et seulement si x est
uniformément récurrent : pour tout mot w de z, ’ensemble des occurrences
de w forme un ensemble S syndétique de Z i.e. il existe un ensemble fini K C
Z tel que K+ S = Z [2]. Ainsi une suite n-périodique x, i.e. o™ (x) = x pour
Ientier n > 0 est une suite uniformément récurrente. Il existe cependant
des suites non périodiques (ou dite apériodiques) uniformément récurrentes,
comme les suites substitutives (cf section suivante .

La notion de mots spéciaux s’est révélée étre fondamentale pour 1’étude
des sous-shifts, notamment pour étudier la complexité des sous-shifts. Nous
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verrons qu’elle est également importante pour ’étude des automorphismes.
Un mot w € L(X) est dit spécial droit s’il existe au moins deux lettres
distinctes a et b telles que wa et wb appartiennent au langage £(X). Un
mot spécial gauche est définit de facon similaire.

La notion de mots spéciaux est apparue des le début de la dynamique
symbolique [67, [68], et est au coeur de la preuve du fameux théoreme de
Morse-Hedlund sur la complexité. Nous présentons ici un énoncé légerement
différent.

Théoréme 2.7 (Morse-Hedlund [68]). Soit X un sous-shift infini, alors
pour tout entier ¢, il existe un mot spécial droit (resp. gauche) de longueur

L.

Il est a noter que Schwartzman a donné dans sa these, indépendamment
de Morse et Hedlund, une version de ce théoréme pour la dynamique topo-
logique [10].

Démonstration. Par contradiction, on supposera que pour une certaine lon-
gueur ¢, tout mot de longueur ¢ admet une unique prolongation a droite.
L’existence de mot spécial gauche se démontre de fagon similaire. Dans ce
contexte, pour tout élément z € X, la suite x|y est uniquement déterminée
par le mot a:|[07@,1]. Soient (1), ..., z®x(O+1) Jifférents éléments de X. Pour
tout entier n < 0, le lemme des tiroirs assure l’existence de deux indices
in # jn € {1,...,px(£)+1} tels que 2 et £Un) coincident sur [n, n+0—1] et
donc également sur [n, +00). De nouveau, le lemme des tiroirs assure ’exis-
tence d’une paire d’indice {iy, j,} est identique pour une infinité d’entiers
n. Ainsi les suites z() et z(n) sont égales. Contradiction. U

Un corollaire directe est I’existence de paire de points asymptotiques pour
tout sous-shift infini [3, Chapter 1].

Remarque 2.8. On retrouve facilement la version originelle, mais plus
faible, du théoreme de Morse-Hedlund : le sous-shift X engendré par une
suite non périodique x vérifie px (¢) > ¢ pour tout entier ¢. Sinon, pour un
certain entier £, on a 2 < px(1) < --- < px(¢) < ¢, et par le lemme des
tiroirs, il existe un indice n tel que px(n) = px(n+1). Ainsi il n’y a pas de
mot spéciaux de longueur n et X est fini. Ceci est impossible si x n’est pas
périodique.

Remarque 2.9. Un autre corollaire du théoreme 2.7 est qu’il n’existe pas de
sous-shift infini composé uniquement de suite périodiques. Si tel était le cas,
I’existence de mots spéciaux gauches pour toute longueur donne 'existence
de deux éléments du sous-shift x # y tels que z|y = y|n. Ces suites étant
périodiques, elles doivent étre identiques : contradiction.

Un autre résultat fondamental en dynamique symbolique est le théoreme
de Curtis-Hedlund-Lyndon qui caractérise les applications facteurs entre les
sous-shifts [47].
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Théoréme 2.10 (Curtis-Hedlund-Lyndon). Soient X et Y deux sous-shifts.
Une application ¢: X — Y est un facteur ssi elle est déterminée par une
fonction de bloc ngS: Lort1(X) = L1(Y), r € N, telle que ¢(x), = q@(m\[n,r;nﬂ})
pour toutn € Z et x € X

La constante r € N est appelée un rayon de (]3 L’application locale s’étend
naturellement a tous les mots du langage de X de longueur supérieure a
2r + 1 et cette application sera également désignée par gZ; Ainsi un au-
tomorphisme est dit une fonction de bloc glissant (ou automate cellulaire)
inversible. Réciproquement, il est simple de vérifier qu'une fonction de bloc
glissant est continue et commute avec 'application shift.

Comme il n’existe qu'un nombre dénombrable de fonction de bloc, le
groupe Aut(X, o) d'un sous-shift est dénombrable. Plus précisément, Aut(X, o)
est un sous groupe discret des homéomorphismes de X.

2.4. Sous-shift substitutif. Nous rappelons ici les définitions de bases
des sous-shifts substitutifs qui fournissent une riche famille d’exemples de
sous-shifts minimaux. Nous renvoyons le lecteur & [75] pour une exposition
détaillée de leurs propriétés.

Une substitution est une application 7: A — A* qui associe a chaque
lettre @ € A un mot 7(a) dans A*. La substitution 7 peut étre appligée a
n’importe quel mot dans A* et aux suites infinie monolatére ou bilatere de
fagon évidente par concaténation (dans le cas des suites bilateres, on applique
T aux coordonnées positives et négatives séparément puis I'on concatene les
résultats). Ainsi des substitutions peuvent étre composées ou itérées n fois.
Cette composition est notée 7. Pour éviter les cas triviaux nous supposerons
toujours dans la définition de substitution, que la longueur du mot 7" (a)
tend vers l'infini avec n, pour chaque lettre a € A.

La substitution 7: A — A* est dite primitive si pour un certain entier
p > 1 et pour toute lettre a € A, le mot 7P(a) contient toutes les lettres de
I’alphabet.

La substitution 7: A — A* est dite de longueur constante £ > 0si |7(a)| =
¢ pour chaque lettre a € A. La longueur de la substitution sera notée |7|.
Une substitution de longueur constante 7 est bijective si 7(a); # 7(b); pour
toutes lettres distinctes a,b € A et toute coordonnée 1 <1 < |7|.

Le sous-shift induit par la substitution 7: A — A* est notée par (X;,0),
ou X, est 'ensemble

{z € A% : chaque mot fini de z est un sous-mot de 7"(a) pour n > 1,a € A}.

Le systeme (X, o) est aussi appelé sous-shift substitutif. Il est bien connu
que le systeme (X,,o) est minimal si la substitution 7 est primitive. La
substitution 7 est dite apériodique si X, est un ensemble infini. La complexité
d’un sous-shift substitutif apériodique est linéaire [75].
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L’exemple typique de sous-shift subsitutif de longueur constante que nous
considérerons est celui de Prouhet-Thue-Morse. ]

Exemple 2.11. Le sous-shift de Thue-Morse est donné par la substitution
7rar: 0 01 et 1 — 10. Il s’agit d’une substitution primitive et aperlodlque
La fonction de bloc gb qui échange les lettres 0 et 1 vérifie 7pps o gb (;5 o
7rar. Ainsi ¢ préserve le langage de X7y, et définit un automorphisme
d’ordre 2 de X,,,,. Pour une suite z, la limite suivante lim, o 77, (2)
existe. C’est un élement de X,,,, qui ne dépend que du mot z_;xo. Nous
la noterons L(x_1zp). Les éléments de L(00) et L(11) sont asymptotiques
respectivement aux suites L(10) et L(01). Tout autre élément asymptotique
a un autre est dans 'orbite d’une de ces suites.

2.5. Sous-shift multidimensionnel. Nous utiliserons également les sous-
shifts multidimensionnels. La plupart des notions des sous-shifts unidimen-
sionnels s’étendent a ce contexte sous réserve de petites modifications. Nous
essayerons de garder les mémes notations.

Pour un entier d > 1 et un alphabet fini A, AZ désigne 1’ensemble des
configurations multi-dimensionnelles de la forme (z;);czqe avec x; € A. Mu-
nit de la topologie produit cet ensemble est topologiquement un ensemble
de Cantor. Un vecteur entier z € Z% agit sur AL par décalage avec la
transformation o?: AZ" — AZ* définie par 0*((xi)ijeza) = (Titz)ieza. Ces
transformations vérifient 0! o 0?2 = 0% 722 pour z1, 2z € Z%. Ce sont des
homéomorphismes qui donnent une action continue appelée shift de Z¢ sur
AZ' Un Z%-sous-shift X C AZ" est alors un sous-ensemble fermé, invariant
par toutes les transformations 0%, z € Z®. Le sous-shift engendré par une
suite z € AZ" est ladhérence de Uorbite de = par le shift. La suite x est dite
périodique, s'il existe z € Z%\ {0} tel que o*(z) = .

La notion de langage et de complexité s’étend également dans ce contexte
multidimensionnel si ’on précise la forme des blocs que 1'on regarde. Pour
un ensemble fini F C Z%, nous dirons qu'un motif P € A" apparait dans
une suite 2 € X 'l existe z € Z¢ tel que z|p,, = P. La complexité du
sous-shift X est la fonction px(F) = |{z|r € A : © € X}|. Grace &
I'invariance de X par décalage, ce nombre est invariant si I’on translate F :
px(F + 2) = px(F) pour tout z € Z4. L’entropie du sous-shift est alors la
limite lim, o0 log px (F},)/|Fp| pour une suite de Fglner (F,), C Z¢ (voir
annexe . Il se trouve que cette limite existe et est indépendante de la
suite de Fglner choisie.

Dans le cas bidimensionnel (d = 2), si Ry, ,, désigne un rectangle m xn de
Z* pour m, n € N, nous noterons plus simplement px (R,,,) par px (m,n).

Meéme si dans ce contexte les notions s’étendent sans difficulté, ce n’est
pas toujours le cas pour les propriétés de base des sous-shifts multidimen-
sionnels. Notamment une extension du théoreme de Morse-Hedlund est

3. découvert successivement et indépendemment par chacune des personnes. La conven-
tion usuelle oublie généralement le premier auteur francais Prouhet.
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plus délicate. En relation avec la conjecture de Nivat, encore ouverte, voici
un résultat lié a la complexité qui a été successivement amélioré.

Théoréme 2.12. Soit z € A% tel qu’il existe n,m € N vérifiant
bx (7’L, m) < nm/)‘a

ot X est le sous-shift engendré par x et A = 144 [38], A = 16 [74], A = 2
[21] ou A =2nm/(nm + 2(|A| — 1)) [12]. Alors x est périodique.

3. AUTOMORPHISMES DE SOUS-SHIFTS MINIMAUX CLASSIQUES

Les exemples les plus simples de sous-shifts minimaux ont une complexité
linéaire. Leurs groupes d’automorphismes sont les mieux connus. Nous com-
mencerons par les décrire grace aux orbites remarquables que forment les
points asymptotiques. Nous présentons ensuite pour les sous-shifts substi-
tutifs des résultats récents donnant des algorithmes pour décrire leurs auto-
morphismes et leurs applications facteurs. Nous nous intéresserons enfin a
la riche classe des sous-shifts Toeplitz et a leurs automorphismes.

3.1. Cas de la complexité non super-linéaire. De nombreux sous-shifts
minimaux classiques ont une complexité linéaire et donc non super-linéaire.
Citons par exemple les sous-shifts substitutifs minimaux et plus généralement
les sous-shifts linéairement récurrents [36], ainsi que les sous-shifts donnés
par des codages d’échange d’intervalles minimaux (Sturmiens, ...). Comme
Pentropie vaut inf, logpx(n)/n, les sous-shifts (X,o) de complexité non
super-linéaires ont toujours une entropie nulle. Il s’agit en fait de la seule res-
triction concernant I’asymptotique de la fonction complexité. Par exemple,
dans [29] pour toute fonction & croissance sous-exponentielle g, les auteurs
donnent un exemple de sous-shift (X, o) minimal de complexité non super-
linéaire et vérifiant limsup,, px(n)/g(n) > 0.

Pour étudier les automorphismes de sous-shift de complexité linéaire (et
méme non super-linéaire) nous étudierons tout d’abord une relation d’équi-
valence asymptotiques sur les orbites appelées composante asymptotique.
Cette notion est issue directement du théoréme 2.7 et est reliée & la notion
éponyme, pour les flots, de M. Barge et B. Diamond introduite dans [5] pour
les pavages. Le résultat principal est que les sous-shifts de complexité non
super-linéaire n’ont qu’un nombre fini de composantes asymptotiques. Dans
le cas substitutif, il est méme possible de donner une description combina-
toire de ces composantes [5].

Des orbites Orbp(x) et Orbp(y) sont dites asymptotiques s’il existe des
points 2’ € Orbp(z) et ¢y € Orbr(y) qui sont asymptotiques. Cette condition
est équivalente a dire que y est asymptotique a un certain 7"z ou vice
versa. Tout point de l'orbite de x est alors asymptotique a un élément de
Porbite de y. Cette relation, notée Orbr(z) As Orbr(y), est une relation
d’équivalence sur la collection des orbites. Une Ag-classe d’équivalence non
réduite & un singleton est appelée composante asymptotique. La classe d’équi-
valence pour A; de orbite de z € X est notée A8, et AS désigne I'ensemble
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des composantes asymptotiques. Par une application directe du théoreme
I’ensemble AS n’est pas vide pour un sous-shift infini.

Il est clair d’apres la définition que la relation asymptotique est préservée
par automorphisme : si les points x,y € X sont asymptotiques alors les
points ¢(x),d(y) sont asymptotiques pour tout ¢ € Aut(X,T). Il n’est
pas difficile de vérifier également que les orbites Orbz(¢(z)) et Orbr(¢(y))
sont asymptotiques lorsque Orby(z) and Orby(y) sont asymptotiques. Ainsi,
I'image d’une composante asymptotique par ¢ € Aut(X,T) est également
une composante asymptotique. Ces propriétés montrent que chaque auto-
morphisme ¢ € Aut(X,T') induit une permutation j(¢) sur 'ensemble des
composantes asymptotiques AS. Par conséquent, le morphisme de groupe
suivant est bien défini :

() j: Aut(X,T) — PerAS
¢ = (A8 = AS[p(ay]) »

ol PerAS désigne ’ensemble des permutations de AS.
Nous pouvons a présent énoncer les principaux résultats de cette section.

Théoréme 3.1. Soit (X, o) un sous-shift avec un nombre fini de composante
asymptotique. Supposons qu’il existe un point xq tel que w(xo) = X et qui
est asymptotique a un point différent. Alors :

— le quotient Aut(X,0)/ (o) est fini;

— si de plus (X, 0) est minimal, le cardinal de Aut(X,0)/(o) divise le
nombre de composantes asymptotiques de (X, o).

La condition sur le point xy est automatiquement satisfaite lorsque le
systéme dynamique (X, o) est minimal.

La complexité non super-linéaire permet de majorer le nombre de com-
posantes asymptotiques.

Lemme 3.2. Soit (X,0) un sous-shift. On a

(1) liminf, o px(n+1) — px(n) <liminf, . px(n)/n.

(2) Le nombre de composantes asymptotiques est majoré par liminf,,_, o px (n+
1) — px(n).

Il n’est cependant pas nécessaire que la complexité vérifie la condition
(2) pour avoir un nombre fini de composante asymptotique. Il existe des
sous-shifts minimaux avec une seule composante asymptotique et d’entropie
strictement positive [30]. La combinaison du théoréeme et du lemme
donne le corollaire suivant obtenu par différents auteurs au méme moment
[25], [19] 29].

Corollaire 3.3. Si (X,0) est un sous-shift minimal de complexité non
super-linéaire, alors le cardinal du groupe quotient Aut(X,o)/{c) est fini
et divise le nombre de composantes asymptotiques de (X, o).
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Nous verrons également dans la suite que les endomorphimes de sous-
shifts de complexité non-superlinéaire sont tous inversibles (Théoreme .

Illustrons ce résultat avec des systemes classiques. Pour les sous-shifts
Sturmiens (voir [58] pour un exposé détaillé de ces systémes), il est bien
connu que px(n) = n+1 pour tout entier n. Un tel systéme n’a donc qu’'une
composante asymptotique. Ainsi chaque automorphisme est une puissance
du shift [72]. Le corollaire [3.3|s’applique tout particulierement pour les sous-
shifts substitutifs car ils ont une complexité linéaire. Des résultats dans
ce sens avaient été obtenus par E. Coven [16] et V. Salo, I. Térmé [80]
pour des substitutions particulieres. Pour le sous-shift de Thue-Morse (cf
exemple , il n’existe que deux composantes asymptotiques. Ainsi le
groupe Aut(X,o)/(o) est un sous-groupe de Z /27, soit le groupe trivial, soit
le groupe Z /27 tout entier. Comme il existe un automorphisme échangeant
les deux lettres de ces suites, il s’agit du dernier cas. Ce raisonnement se
généralise aux systemes dont le nombre de composantes asymptotiques est
premier. Signalons également que les codages d’échange d’intervalles mi-
nimaux sont aussi connus pour avoir une complexité linéaire et sont par
conséquent concernés par les résultats du corollaire [3.3

Comme nous le verrons dans la preuve du théoréme la structure des
composantes asymptotiques nous donne des informations cruciales sur le
groupe d’automorphisme.

Ajoutons que l'item (2) du corollaire est optimal pour divers points de
vue. Tout d’abord sur la cardinalité de Aut(X,o)/(o). Des travaux conco-
mitant de B. Host et F. Parreau [52] et de M. Lemanczyk et M. Mentzen
[60] montrent que pour tout groupe fini G, il existe un sous-shift minimal
substitutif tel que Aut(X,o)/(o) est isomorphe a G. De plus, le nombre de
composantes asymptotiques de ce systéme est égal au cardinal de G [29].

Il n’est pas non plus possible d’affaiblir trivialement ’hypothese sur la
complexité. Pour tout € > 0, il existe un sous-shift minimal de complexité
O(n'*€) dont le groupe d’automorphisme a une infinité de générateurs [79,
30] (voir Section [3.4). Pour des complexités plus faibles, par exemple en
en O(nlogn), il est possible que les conclusions du corollaire ne soient
plus valides, méme s’il n’existe actuellement aucun résultat le démontrant
explicitement.

3.2. Preuves du lemme [3.2] et du théoréme 3.1l Une version du lemme
E pour le cas de la complexité linéaire apparait dans [75, Lemme V.22].
Les mémes idées s’étendent au cas de la complexité non super-linéaire.

Démonstration du lemme[3.3. Soit ko := liminf, o px(n)/n < +00. Nous
affirmons qu’il existe une sous-suite (n;);cny d’entiers telle que px(n; + 1) —
px(n;) < ko. Sinon, il existe un entier A > kg tel que pour tout entier n
suffisamment grand, nous avons px(n + 1) — px(n) > A. Ainsi pour toute
paire d’entiers m < n suffisamment grands, px(n) —px(m) = Z?;,}l px (i +
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px(n) >

1) —px(i) > (n —m)A. De cela nous en déduisons que lim inf,, oo =5

A > kg, une contradiction. Ceci prouve l'item (1).

Soit  := liminf, px(n 4+ 1) — px(n), supposé fini. Par conséquent, pour
une certaine suite (n;); le nombre de mots spéciaux (gauche) de longueur n;
du sous-shift est majoré par x.

Soient {zo,%0}, ..., {Zx,ys} des paires de points asymptotiques non tri-
viales. Naturellement chaque paire induit une paire d’orbites asymptotiques.
Puisque X est un sous-shift, pour chaque entier 0 < j < & il existe un en-
tier £; € Z tel que toutes les coordonnées de x; et y; plus grandes que ¢;
coincident alors que les ¢; — 1 premieres coordonnées sont différentes. Ainsi,
pour chaque ¢ € N, le mot de longueur n; commengant a la coordonnée ¢;
dans z; et y; est un mot spécial gauche.

Puisque le nombre de mots spéciaux de longueur n; est borné par k, le
lemme des tiroirs implique que deux mots spéciaux associés a des paires
différentes doivent coincider. Ce fait étant vrai pour tout 7 et comme il
n’y a qu'un nombre fini de paires d’indice, le lemme des tiroirs nous donne
également qu’une méme paire d’indice est commune pour une infinité de
1. Ainsi les paires asymptotiques associées sont équivalentes. Ceci prouve
litem (2). O

Pour prouver le théoreme (3.1} nous aurons besoin du résultat suivant qui
est un corollaire du lemme 2.2

Corollaire 3.4. Soit (X,T) un systeme dynamique topologique avec un
point xy € X asymptotique a un autre point et tel que w(xg) = X. Alors
nous avons la suite exacte suivante :

{1} —=(T) L Aut(X,T) A PerAS,

ou j a été définie dans @

Plus précisément, La permutation j(¢), pour ¢ € Aut(X,T), fire une
composante asymptotique AS|y si el seulement si ¢ est une puissance de
T.

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme dans Aut(X,7T) et supposons
AS(4(w)] = AS|zo)- Cela signifie qu’il existe un entier n € Z tel que xo
et T™ o ¢(x() sont asymptotiques. Par le lemme T" o ¢ est l'identité et
¢ appartient a (7T'). O

Ce résultat montre qu'un automorphisme qui n’est pas une puissance de
T ne peut fixer une composante asymptotique dans un systéme minimal.

Démonstration du théoréme[3 1. Le premier point est un corollaire immédiat
du lemme B.2] et du corollaire [3.41

Pour le second point, par le corollaire [3.4] aucune composante asympto-
tique n’est fixée par une automorphisme de classe non trivial dans Aut(X, o) /(o).
Ainsi ce groupe agit de facon libre sur I’ensemble fini AS des composantes
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asymptotiques. L’ensemble A8 se décompose en une union disjointe d’or-
bites sous l'action du groupe Aut(X,o)/(o) et chaque orbite a la méme
cardinalité que Aut(X,0)/(o). O

3.3. Facteurs et automorphismes de sous-shifts substitutifs. Dans le
cas des sous-shifts substitutifs, il est possible d’étre plus précis et de décrire
les automomorphismes et leurs fonctions de bloc. En effet, en conséquence
du corollaire pour un systeéme subsitutif fixé (X, o), il existe un en-
semble fini F' C Aut(X, o) tel que n’importe quel automorphisme du systéme
est la composition déléments de F' et d’une puissance du shift. Il en res-
sort que la description des éléments de la famille F' permet la description
complete des automorphismes. En parallele un résultat de F. Durand [36] sti-
pule qu'un sous-shift substitutif minimal (et plus généralement un sous-shift
linéairement répétitif) ne possede qu'un nombre fini de facteurs sous-shifts
apériodiques, a conjugaison pres. Il est alors naturel a partir d’une substi-
tution, d’essayer d’énumérer ces familles finies d’automorphismes et de fac-
teurs qui engendrent toute la famille des transformations. Les applications
facteurs sur des sous-shifts ne sont pas tres éloignées des automorphismes
car elles sont, elles aussi, données par des fonctions de bloc glissant.

Une stratégie pour déterminer les fonctions de bloc associées aux facteurs
(resp. automorphismes) qui engendrent toute la famille, consiste & donner
une borne R sur les rayons de ces fonctions de bloc. Il ”suffira” ensuite de
tester toutes les fonctions de bloc de rayon inférieur & R (en nombre fini)
qui définissent un facteur (resp. un automorphisme) du sous-shift. Cette
stratégie a été initiallement élaborée par V. Salo et I. Térméa [80] pour les
substitutions de type Pisot. Elle a été également appliquée pour les substi-
tutions de longueurs constantes dans [19] et [20] [I8] pour les facteurs entre
systemes substitutifs. Le cas général a été traité récemment par F. Durand
et J. Leroy [37]. Plus précisément ils obtiennent les résultats suivants.

Théoréme 3.5 ([37]). Soient (X, o) et (Y,0) des sous-shifts minimauz sub-
stitutifs ou (Y, o) est apériodique, alors il existe une constante R (calculable
a partir des substitutions) telle que toute application facteur de (X, o) vers
(Y, 0) est la composition d’une puissance du shift o et d’une fonction de bloc
glissant de rayon inférieur a R.

Théoreme 3.6 ([37]). Soient (X,0) et (Y,0) des sous-shifts minimauz sub-
stitutifs et ¢ une fonction de bloc. Il est décidable de savoir si ¢ défini une
application facteur de (X, o) vers (Y,0).

En particulier, de ces résultats on en déduit le résultat suivant pour les
automorphismes.

Corollaire 3.7 ([37]). Soit (X, o) un sous-shift minimal substitutif. Il existe
un algorithme pour déterminer toutes les fonctions de Aut(X, o).

De fagon similaire, dans le cas du probleme de factorisation, ils obtiennent.
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Corollaire 3.8 ([37]). Soient (X,0) et (Y,0) des sous-shifts minimauz sub-
stitutifs. 1l est décidable s’il existe ou pas une application facteur ¢: (X, o) —
(Y,0).

Méme si les problemes de facteurs et d’automorphismes sont proches,
I’étude des facteurs de systeme differe de celle des automorphismes car les
applications facteurs ne peuvent pas se composer. Les arguments utilisant la
structure de groupe des automorphismes ne peuvent donc plus étre utilisés
dans ce cas.

Chronologiquement, le théoreme dans le cas des substitutions de lon-
gueurs constantes spécifiques est une conséqunece des résultats de B. Host et
F. Parreau dans [52]. Le théoréme toujours dans le cas des substitutions
de longueur constante est un résultat di a I. Fagnot [39] en utilisant les
propriétés de décidabilité de la logique du premier ordre de 'arithmétique
de Presburger. Le théoreme [3.5| pour le cas général des substitutions de lon-
gueur constante a été obtenu peu de temps avant [37] par par E. Coven,
A. Quas et R. Yassawi dans [19] et E. Coven, A. Dykstra, M. Keane et M.
LeMasurier [18]. Leur stratégie se base sur ’étude du facteur équicontinu
maximal (un odometre cf section d’un tel systeme. En particulier ce
facteur m admet une fibre finie. Des résultats similaires aux lemmes 2.3 et
permettent alors d’associer une empreinte de chaque facteur/automorphisme
en une application 7(¢) sur les odometres respectifs. Le rayon de la fonction
de bloc glissant ¢ en fonction de 7(¢) est obtenu grace une étude combina-
toire, tout particulierement pour les éléments du noyau de 7. De ceci, les
auteurs de [19, [I8] en déduisent une version du théoréme

Le cas des substitutions de longueur non constante est plus délicat et se
base sur une stratégie différente initiée dans [80] utilisant une famille de
transformations appelées DILL qui inclut les fonctions de bloc glissant et
les substitutions. Ces transformations DILL sont également données par des
mots du langage d’une longueur fixée appelée rayon. En utilisant un proces-
sus de renormalisation, il est alors possible d’associer a une transformation
DILL une autre transformation DILL de rayon plus petit. Partant d’un fac-
teur et en itérant le processus, les auteurs de [37] montrent qu’ils obtiennent
au final de nouveau une application facteur avec un rayon petit et borné
a priori par un constante calculable. Il se trouve également que ’applica-
tion facteur initiale n’est autre qu’une composée de ce nouveau facteur avec
une puissance du shift. Techniquement, la constante calculable majorant le
rayon final dépend notamment de la constante de linéaire répétitivité et des
constantes de reconnaissabilité du théoreme fondamental de B. Mossé [69],
dont les auteurs de [37] ont montré la calculabilité & partir des substitutions.
Ils obtiennent grace a cela le théoreme [3.5

La preuve du théoreme [3.6] est également plus compliquée et differe pour
les substitutions de longueur non constante. Elle se base sur les notions de
mots de retours sur des clopens et le fait que les sous-shifts substitutifs
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minimaux n’ont, a conjugaison pres, qu'un nombre fini de systéme induit
sur les cylindres [35] [51].

Malgré la puissances de ces résultats, il reste tout de méme encore un
probleme ouvert concernant les facteurs de systemes substitutifs.

Question 3.9. FExiste-t-il un algorithme pour donner la liste de tous les
sous-shifts apériodiques, a conjugaison pres, facteurs d’un sous-shift substi-
tutif donné ¢

On sait que cette liste est finie et que ces sous-shifts sont nécessairement
substitutifs [36]. L’hypothese d’apériodicité est importante comme le montre
Pexemple d’une substitution engendrant un sous-shift Toeplitz (cf section
, comme 0 — 01, 1 — 00. Ce sous-shift se factorise sur 'odometre et
donc admet une infinité de facteurs périodiques (facteurs de 'odometre).

Les résultats de [37] ne donnent pas une réponse a ce probleme. No-
tamment la constante calculable apparaissant dans le théoreme dépend
du sous-shift facteur potentiel qui est inconnu dans ce probleme. Dans le
cas des substitutions de longueur constante, une avancée récente a été ef-
fectuée. Il est démontré dans [70] qu'un sous-shift facteur d’un tel systéme
est également substitutif pour une substitution de longueur constante. Par
conséquent, 'algorithme de [I7] énumérant tous les facteurs substitutifs de
longueur constante donnée, itéré suffisamment de fois, donne la liste de tous
les facteurs. Cependant le nombre d’itérations nécessaires en fonction de la
substitution reste encore inconnu.

3.4. Sous-shifts Toeplitz. Les sous-shifts Toeplitz, dont le nom a été in-
troduit par K. Jacob et M. Keane dans [53], ont depuis, été beaucoup
étudiés. Grace a leurs propriétés arithmético-combinatoires, ces sous-shifts
réalisent de nombreux exemples ou contre-exemples de systéemes minimaux
pour des problemes de théorie ergodique ou de dynamique topologique.
Le lecteur intéressé trouvera dans [32] et ses références un survol de leurs
différentes propriétés. Citons quelques résultats en relation avec le theme
de cet article. S. Williams propose dans [85] le premier exemple de systéme
minimal non uniquement ergodique par un sous-shift Toeplitz. Différents
types de comportement asymptotique de complexité (en ©(n't (logn)®
(loglogn)®? - - - (log(y))**) avec ag € R, ag > 0, au1,...,ap € R arbitraires)
sont obtenus avec de tels sous-shifts par J. Goyon et J. Cassaigne [41]. Pour
des complexités a croissances exponentielles, mentionnons également que
tout nombre positif est 'entropie d’un sous-shift Toeplitz (cf [32]). Malgré
toute cette diversité, ces systemes sont tres proches de systemes équicontinus
appelés odometres dans le sens ou ces sous-shifts sont les extensions sym-
boliques presque injectives des odometres [32]. Plus en relation avec les au-
tomorphismes, T. Downarowicz, construit dans [31] un tel sous-shit non
coalescent, i.e. qui admet une endomorphisme non inversible.

Nous étudions dans cette section le groupe des automorphismes des sous-
shifts Toeplitz. Nous verrons qu’ils fournissent également des exemples de
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différents groupes avec diverses propriétés (infiniment engendré, trivial, avec
ou sans torsion, ...). Cependant nous montrerons que ces groupes sont tou-
jours abéliens. Pour cela nous commencerons par rappeler les propriétés de
I’odometre. Puis nous en déduirons des propriétés des automorphismes de
systemes Toeplitz. Finalement nous présenterons quelques exemples avec de
gros groupes d’automorphisme.

3.4.1. Odomeétres. Soit (pn)n>1 une suite d’entiers naturels telle que pour
chaque n, p, divise pp11. L odométre d’échelle (p,)n>1 est défini comme

o0
Zp,) = {(Tn)n>1 € H Zp,; Tnt1 = T mod p, Vn > 1},

n=1

ou Z, désigne le groupe Z/pZ.
Dans ce contexte, ce groupe associé a l'échelle (p™),>1 sera noté Lpny-
L’ensemble Z, ) est une limite projective limZ,, des morphismes cano-
—

niques 7Z — L, . Il est munit de la topologie induite par la topologie

produit de [[ 2, Z,,. Ainsi une suite de points {(xﬁf))n}k converge vers

n=1
(x%oo))n quand k£ tend vers l'infini si pour chaque entier n, x,(lk) = x%oo)
mod p, pour tout entier k assez grand.

Le groupe Z,,) est abélien pour 'addition par coordonnées. Lorsqu’il est
fini, il est cyclique. Dans tous les cas, les projections canoniques (zy), —
xy, € Zp, pour un entier k séparent les points de I'odometre de sorte que ce
groupe est résiduellement fini (c¢f Annexe . L’odometre Z, ) ou p, = n!
pour tout n > 1 est appelé I’odométre universel.

Les éléments (0,0,...) et (1,1,...) d’'un odometre sont notés 0 et 1. La
dynamique naturelle de 'odometre Z,, ) est donné par I'addition de 1 :
(n)n = (zn +1 mod py)p. Ce systeme noté (Z,,), +1) est également ap-
pelé odométre. Il n’est pas difficile de voir que c¢’est un systéeme équicontinu
(cf section . De plus, comme pour tout entier n, 'action est transitive
modulo py, laction est globalement minimale sur Z, ). En particulier, le
sous-groupe (1) engendré par 1 est dense dans Zp,)- Ce sous-groupe est
identifié avec les entiers.

Le groupe des automorphismes de 'odometre est alors simple a décrire.

Pn+1

Lemme 3.10. Le groupe des automorphismes d’un odometre Z,, est iso-
morphe a l'odometre en tant que groupe : Aut(Z,,y, +1) =~ Z
En particulier ce groupe est abélien, résiduellement fini.

pn)'

Démonstration. Comme le groupe Z,,) est abélien, chaque élément z €
Z(p,) définit une automorphisme R,: - — - + z commutant avec +1. Réci-
proquement, un automorphisme ¢ € Aut(Z,,,), +1) vérifie $(0) = Ry(g)(0).
Par le lemme on a ¢ = Ry ). (]

Le lemme suivant permet de caractériser la classe des odometres a conju-
gaison pres.
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Lemme 3.11. Soient Z,, ) et Zg,) des odometres.
L’odometre (Zp, ), +1) est un facteur de (Z,), +1) ssi Vn > 1, Ik tel que

pn‘Qk-
En particulier, les odomeétres Zy, ) et Z,,) sont conjugués ssi

(Lijezn>1y={L jezk>1)
n dk

Il ressort de ce lemme que les odometres Z,n) et Z4n) ou p et g sont pre-
miers entre eux, ne sont pas facteur I'un de I’autre et n’ont pas de d’'odometre
facteur commun. A Popposé, 'odométre universel est une extension de tous
les autres odometres.

Démonstration. On utilise les notations de la preuve du lemme Si Vn,
3k, tel que py|qx,, , alors application m,: © € Z/q, Z — x mod p,, € Z/p,Z
est bien définie et est surjective. Il est alors simple de vérifier que ’appli-
cation 7: (zp)n € Z(q,) = (Tn(Tk,))n € Zp,) est bien définie, surjective et
commute avec I’homéomorphisme +1 = Rj.

Réciproquement, soit m: Z,y — Zp,) une application facteur. Quitte a
composer 7 avec I'application R_ (q), on peut supposer que 7(0) = 0. Pour
un odometre Z,y d’échelle (r;);>1, les ensembles Uy, (Z,,)) := {(2i)i € Z¢y,)
Zn =0 mod ry,} pour un entier n fixé, sont des clopens et forment une base
de voisinage de 0. Ainsi par continuité de 7, pour tout entier n, il existe un
entier k tel que U(Z(y,)) C 7 (Un(Zp,)))- Puisque R{¥(0) € Uy(Zg,,), on
en déduit que R{*(7(0)) € Un(Z,,)) et donc g =0 mod py,.

Le cas de la conjugaison provient de la propriété de coalescence de ’'odo-
metre. O

Pour comprendre les éléments de torsion dans le groupe d’automorphisme,
nous aurons également besoin de déterminer le groupe de torsion de 1’odo-
metre. Pour cela nous introduisons des notations supplémentaires. Pour
chaque nombre premier p, notons par vy(n) la valuation p-adique de I'entier
n, c'est-a-dire, vy(n) = max{k > 0;p* divise n}. Pour un odométre Lipy)s
la suite (vp(pn))n>1 est une suite croissante. Suivant [32], il est possible de
définir la fonction de multiplicité par

n—oo

v((pn)) = ( lim v, (pn);p premier) .

Pour un groupe abélien G, son groupe de torsion est noté T'(G), c’est-a-
dire, le sous-groupe engendré par les éléments d’ordre fini (ou de torsion) de
G. Plus précisément, pour un entier p, T'(G), est 'ensemble des éléments de
G d’ordre une puissance de p.

Lemme 3.12. Soit Z,yun odometre. Alors son groupe de torsion est

T(Z(pn)) = @ T(Z(pn))Pv
p
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ot la somme est considérée sur tous les nombres premiers p tels que la limite
limy, 00 vp(pr) est finie et strictement positive.

De plus, chaque groupe T(Z,,)), est un groupe cyclique fini de cardina-
lité ptimn vp(Pn) - B particulier, si pour tout nombre premier p la limite vérifie

limy, 00 vp(pn) € {0, 00}, le groupe Zg,) est sans torsion.

On retiendra plusieurs remarques de ce lemme. Pour un sous-groupe fini-
ment engendré de 'odometre, son groupe de torsion est une somme directe
de groupes cycliques, et par le lemme Chinois, ce groupe de torsion est
cyclique.

Une autre remarque est que le groupe des entiers p-adic Z,n) et 'odometre
universel sont sans torsion. A l'opposé, 'odometre Z,, ) ou py, est le produit
des n nombres premiers i.e., lim,_,oc vp(pn) = 1 pour tout premier p, a un
groupe de torsion infiniment engendré.

Démonstration. Le lemme chinois implique que T'(Z,,)) = @,T(Z,))p;
ol la somme est prise sur tous les nombres premiers. Ainsi, il suffit d’étudier
chaque groupe T'(Z,,))p-

Soit p un premier tel qu'il existe (zn)n>1 € T(Zp,))p différent de O et
d’ordre p* pour un certain k > 1. Cela signifie que pFz,, = 0 mod p, pour
chaque n > 1 et qu’il existe n tel que pour tout entier m suffisamment grand
m > n, l'ordre de x,, dans Z,,, est p*. En particulier, p¥ divise py,. Ainsi,
des que T'(Zy,))p n'est pas trivial, la limite limp, oo vp(pn) est strictement
positive. Montrons qu’elle est finie. Sinon, il y aurait un certain m tel que
Pm = pnpFq pour un entier ¢ et nous aurions z,, = ap,q pour un entier
a. Comme z, = x,, mod p, =0 mod p,, cela contredit le fait que x,, est
d’ordre p*.

Par conséquent, la limite lim, o vp(pn) = kp est finie et l'ordre de
(21)n>1 est au plus pFr. Pour tout entier n suffisamment grand (de sorte
que vp(pn) = kp), le lemme chinois nous donne également que I’ensemble
des éléments de Z,, d’ordre divisant pkr | forme un groupe cyclique de car-
dinalité p*». On en conclut facilement que le groupe T(Z(pn))p est cyclique
de cardinalité pFr. O

3.4.2. Suites Toeplitz. Une suite x = (x,,)nez € A%, sur un alphabet A est
dite Toeplitz si chaque mot de x apparait périodiquement dans x, ou plus
précisément si

Vn € Z,3p € N s.t. xyqpp = oy, Vk € Z.

Une telle suite est nécessairement uniformément récurrente. L’ordre des
quantificateurs est important car si I’on inverse les premiers quantificateurs
V et 3 dans la définition, on obtient la définition d’une suite périodique.

Pour un entier p > 1, la partie p-périodique de x est I’ensemble des indices
ol x est p-périodique Per,(x) = {n € Z;x, = Tpqrp pour tout k € Z}. 1l
est simple de vérifier que Pery(z) C Perq(x) des que p divise q.
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Le p-squelette Sy(z) € (AU {?})Z est obtenu & partir de ¥ en remplagant
x; par 7 (une lettre n’appartenant pas a A, appelé trou) pour tous les indices
i & Perp(z) :

?  sinon.

{ZL’i sii € Perp(x)

Ce p-squelette est p-périodique et coincide avec le g-squelette Sy(z) en dehors
des trous pour tout multiple ¢ de p. L’entier p est une période essentielle
lorsque p est la plus petite période de la suite S,(x) : 09(Sp(z)) # Sp(x),
pour 0 < g < p. Une suite (py)n>1 est dite structure périodique de x si
elle est strictement croissante, p, divise p,+1, chaque p, est une période
essentielle de = et Z = |J,,~, Perp, (x). 1l est simple de vérifier qu'une sous
suite d’'une structure périodique est encore une structure périodique de z.
En fait, chaque suite Toeplitz apériodique admet une structure périodique
et z = lim, S,, (z) [32].

Le premier exemple de suite Toeplitz a été donné par Garcia et Hedlund
[43] sur 'alphabet {0, 1} ou la structure de période est (2"),, et les trous de
So2n—1(x) indicés par un entier pair sont remplis par un 1 dans Sszn(x) et
ceux de Sp2n () le sont par un 0 dans Syzn+1(z).

So(z)= 0 2 0 2 0 20 20?20?20 207?20 7?0 ?
Sy(z)= 0 1 0 2 01 0?2010 72?010 7?0T10 ?
Ss(zy)= 0 1 0 0 0 1 0 ?2 0 1 000 10?0100
S(z)= 01 0 00 1 01 01 000T10 7?0100
Sppz)= 0 1 0 0 01 01 010001000100

Comme chaque squelette contient un trou, la suite limite lim,, Son(x) est
apériodique.

Un sous-shift (X, o) est alors dit Toeplitz s’il est la fermeture de 1’or-
bite d’une suite Toeplitz z. Tous les points y de X ne sont pas forcément
des suites Toeplitz, en revanche ils ont tous la méme structure squelettique
(Sp,. (¥))n>1 modulo le shift. Plus précisément, si (p,)n,>1 est une structure
périodique de la suite Toeplitz x et y € X, alors pour tout entier n > 1 il
existe j, € {0,...,p, — 1} tel que Per,, (y) = Pery, (z) — jn et les suites
z and y coincident sur ces coordonnées i.e., S, (y) = 0/nS, (x) (cf [32],
Section 8).

Les propriétés arithmétiques d’une suite Toeplitz ont des conséquences
dynamiques. En particulier, il existe un clopen U de X de diametre ar-
bitrairement petit tel que les temps de retour de = dans U contient un
sous-groupe de Z. Cette propriété est trés proche de celle des odometres
et donne lieu au théoréme suivant. Rappelons qu’une application facteur
m: X = Y est dite presque injective si 'ensemble des points ou elle est in-
jective {y € Y : |7~ !(y)] = 1} est non vide et dense dans Y. Dans le cas
minimal, la condition de densité est nécessairement satisfaite.

Théoreme 3.13 (Williams [85]). Soit (X,0) un sous-shift de structure
périodique (pp)n. Alors l'odometre (Z,,), +1) est un facteur de (X, o) dont

o oo oo

— =y

o O o oo
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Uapplication facteur w: X — Z,,) est presque injective. De plus elle vérifie
m(x) = 7(y) ssix ety ont les mémes p,-squelettes pour tout n. En particu-
lier, v € X est une suite Toeplitz ssi 7' (n(z)) = {x}.

Remarquons tout d’abord que l'application m ne peut étre bijective que
lorsque X est fini. Dans ce cas, comme 'action de 'odometre est équicontinu,
la famille {0"},cz doit étre équicontinue. Il ne peut donc pas exister de
points asymptotiques. Par le théoréeme le sous-shift X est fini.

Une conséquence dynamique de ce théoreme est que 'odometre Z,, ) est
le facteur équicontinu maximal du sous-shift Toeplitz X [32].

Le lemme suivant est bien connu. Rappelons que les notions de points
proximaux et d’extension proximale sont définies dans les sections [2.1] et
2.2

Lemme 3.14. Soit une application facteur 7: (X, T) — (Y, S) entre systémes
minimaux presque injective. Si w(x) = w(y), alors x et y sont prorimauc,

Démonstration. Soit x9 € X un point d’injectivité de =, i.e. 7~ (7 (z0)) =
{zo} et soit (n;); une suite croissante d’entiers tels que 7" (x) converge vers
xo. Alors n’importe quel point z € X d’accumulation de {77 (y)}; vérifie
m(z) = w(xp) et donc z = ¢ et liminf, dist(T"(z), T"(y)) = 0. O

Ansi, par ce lemme, une extension presque injective est un cas particu-
lier d’extension proximale. Des lemmes et du théoréme de
Williams, nous en déduisons le résultat général suivant sur les automor-
phismes de sous-shifts Toeplitz.

Corollaire 3.15. Si (X, 0) est un sous-shift Toeplitz de structure périodique
(pn), alors lextension presque injective m: X — Z,, y induit un morphisme
injectif 72 End(X,0) — Z,,)-

En particulier, End(X, o) est un semi-groupe abélien résiduellement fini.

Historiquement, il avait été déja remarqué ques les automorphismes de
sous-shifts Toeplitz commutaient entre eux par J. Auslander [2] en utilisant
la notion de semi-groupe enveloppant. Le résultat du corollaire [3.15| res-
treint les groupes d’automorphismes, nécessairement abélien, des sous-shits
Toeplitz. Rappelons par exemple, que le groupe des rationnels Q n’est pas
résiduellement fini (cf Annexe [A)).

Les racines de I'unité (ou élément de torsion) d’'un groupe d’automor-
phisme d’un sous-shift Toeplitz sont également contraintes par le facteur
équicontinu maximal et donc par la structure périodique. Par exemple, par
le lemme [3.12] si la structure périodique d’un sous-shift Toeplitz X est la
suite (n!), ou (p"), pour un entier p, le groupe Aut(X, o) n’a pas d’élément
de torsion. De fagon général, le méme lemme [3.12| avec le lemme Chinois im-
pliquent que pour un sous-shift Toeplitz, un nombre fini d’automorphisme,
racine de l'unité, ne peuvent engendrer qu'un groupe fini cyclique. On en
déduit le résultat suivant (voir [30, [19]).
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Corollaire 3.16. Soit (X, o) un sous-shift Toeplitz et soit T = T (Aut(X, o))
le groupe de torsion de Aut(X, o). Si le quotient Aut(X, o) /(o) est fini, alors
Aut(X, o) est isomorphe a Z & T ot T est soit trivial soit isomorphe a un
certain Zy.

Ce résultat s’applique particulierement pour tout sous-shift Toeplitz de
complexité non super-linéaire, en particulier ceux substitutifs, par le corol-

laire 3.3

En dehors de ces restrictions, mentionnons quelques résultats de réalisation
de groupe d’automorphisme de sous-shift Toeplitz.

Présentons d’abord une propriété utile pour créer des sous-shifts avec de
gros groupes d’automorphismes. Rappelons que deux systéemes dynamiques
minimaux (X, 7T) et (Y, .S) sont disjoints si le systéme produit (X x Y, T x .S)
est également minimal. Il existe une caractérisation des sous-shifts Toeplitz
disjoints. Deux sous-shifts Toeplitz de structure périodique (pp)n et (gn)n
sont disjoints lorsqu’aucun entier (> 2) ne divise un p,, et un g :

Proposition 3.17. Soient (X, 0) et (Y, o) deux sous-shifts Toeplitz de struc-
ture périodique respective (py) et (qn). Alors le systéme produit (X XY, 0 x o)
est minimal si et seulement si

{p>2:p divise un pp,} N {p > 2: p divise un q;} = 0.
Dans ce cas, le systéme produit est un sous-shift Toeplitz.

Démonstration. On suppose tout d’abord que les structures périodiques (py,)
et (qx) n'ont pas de diviseurs communs. Soient z et y deux suites Toeplitz
de respectivement X et Y. Considérons des mots u et v des langages de X
et de Y. Les mots u et v sont de la forme ;- Ty -1 €t Y Yjqp—1
pour des entiers i et j. Par définition, il existe des périodes p, et qi telles
que {i,...,i+|u|—1} C Pery,(x) et {j,....j+ |v| =1} C Perg,(y), i.e. les
occurrences des mots u et v dans x et y contiennent les ensembles i + p,Z
et j + qpZ. Comme g et p, n'ont pas de diviseurs communs, il existe des
entiers q et ¢’ tels que i + p,q = j + qrq’. Ainsi les suites o' TPl et gt tPrly
appartiennent aux cylindres [u] et [v]. La o x o-orbite de (x,y) est donc
dense dans X x Y. En outre il est simple de vérifier que la suite (x,y) est
une suite Toeplitz pour I'alphabet produit, de structure périodique (p,qp)-
Ainsi le systeme (X XY, 0 x o) est un sous-shift Toeplitz et donc est minimal.

Réciproquement, si I’on suppose que g divise des périodes p,, et gx. Alors
les projections x € Z/ppZ — x mod q € Z/qZ et x € Z/qxZ — x mod q €
7,/qZ induisent, via les facteurs équicontinus maximaux, des projections
w: X =5 Z/qZ et 7' Y — Z/qZ échangeant 1’action et I’addition par 1, i.e.
telles que moo(z) = w(x) +1 mod g et 7’ oo(y) = 7'(y) + 1 mod ¢ pour
tout € X, y € Y. Ainsi 'ensemble {(z,y) € X x Y;n(x) = 7'(y)} est un
fermé invariant par o X o et X X Y n’est pas minimal. ([l
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Grace au critere précédent nous pouvons construire une infinité non dé-
nombrable de systemes Toeplitz disjoints. Avec ceux-ci nous pouvons obtenir
de gros groupes d’automorphismes.

Proposition 3.18. Soient (X1,0) et (X2,0) deuxr sous-shifts Toeplitz dis-
joints. Alors End(X; X Xo,0 x 0) ~ End(X1,0) ® End(X3,0) et Aut(X; x
Xo,0 X 0) >~ Aut(Xy,0) @ Aut(Xe, o). En particulier, si (X1,0) et (X2,0)
sont coalescents alors (X1 x Xa,0 X o) l'est également.

Démonstration. 11 est immédiat que End(X1,0) @ End(X3,0) C End(X; x
Xo,0 x 0). Soit ¢(x1,x2) = (¢1(x1,22), p2(x1,22)) un endomorphisme du
systeme produit. Comme le systeme produit est également un sous-shift
Toeplitz, par le corollaire ¢ commute avec Id x o et o x Id. On obtient
<Z>1(ac1,x2) = (151(1'1,0(1'2)) et ¢2($1,$2) = ¢2((7(.€I}1),$2). Par minimalité
de (X1,0) et de (X2,0), ¢; ne dépend que que x; pour i = 1,2, ce qui
signifie que ¢ € End(X1,0) ® End(Xs,0). La preuve est similaire pour les
automorphismes. O

De facon plus sophistiquée, il est possible de créer des groupes d’auto-
morphismes infiniment engendrés.

Théoréme 3.19. Pour tout € > 0, il existe un sous-shift Toeplitz de com-
plexité O(n'™<) dont le groupe d’automorphisme est sans torsion mais infi-
niment engendré.

Typiquement un tel groupe d’automorphisme est isomorphe a Z[1/2] en
tant que groupe abélien additif. En particulier, pour 0 < € < 1, ils sont
toujours de rang un (cf [30] ou théoréme . Un premier exemple d’un tel
sous-shift a été réalisé par V. Salo dans [79] pour € = 0, 757, puis généralisé
a tout € dans [30]. Ces exemples montrent, pour ¢ > 0 que le résultat du
corollairen’est plus vrai dés que I’on autorise une complexité en O(n!+¢).
Ils fonctionnent également pour € grand (> 1) de sorte qu’ils fournissent des
sous-shifts Toeplitz de complexité polynomiale avec un groupe d’automor-
phisme infiniment engendré.

L’étude historique des automorphismes de sous-shifts de type fini avait
tendance a faire croire que l'entropie strictement positive était suffisante
pour garantir l’existence de gros groupes d’automorphisme. En fait il n’en
est rien pour les sous-shifts minimaux. De méme, la propriété de coalescence
ou la trivialité du groupe des automorphismes n’impose pas de restriction
sur la fonction de complexité.

Théoréme 3.20. [l existe des sous-shifts Toeplitz (X, o) d’entropie arbi-
trairement grande

(1) dont le groupe d’automorphisme est de la forme 7% ® Z/NZ pour d
et N arbitraire.

(2) dont le groupe d’automorphisme est trivial (Aut(X, o) = (o)) et sont
coalescents.
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Un premier exemple, non explicite, vérifiant l'item (2) se trouve dans
[11]. Plus tard dans [33], les auteurs donnent un autre exemple vérifiant
l'item (2), explicite avec en plus, une entropie arbitraire mais avec un facteur
équicontinu maximal spécifique. Dans [30] un troisieme exemple explicite de
litem (2) est proposé ou 'odometre facteur équicontinu du systéme peut
étre choisi de fagon arbitraire. Grace a cette construction et a la proposition
3.18] ces mémes auteurs réalisent, a partir de sous-shifts Toeplitz disjoints,
des exemples vérifiant l'item (1). Ces exemples peuvent étre étendus aux
sous-shifts Toeplitz multidimensionels [66] et méme a des sous-shifts sur des
groupes résiduellement finis [14].

Au-dela des sous-shifts Toeplitz, ajoutons que M. Boyle, D. Lind et D.
Rudolph construisent un exemple de sous-shift minimal (non Toeplitz) dont
le groupe d’automorphisme contient un sous-groupe isomorphe aux ration-
nels Q et ou 1 est identifié au shift o [0, Example 3.9]. Ainsi dans tous les
exemples précédents, les groupes engendrés par un nombre fini d’automor-
phismes de sous-shifts minimaux sont toujours virtuellement abéliens. Cette
remarque motive la question suivante.

Question 3.21. Existe-t-il un sous-shift minimal (X, 0) ot Aut(X, o) n’est
pas localement virtuellement abélien ?

Sans I'hypothese “virtuelle”, ’exemple de [52} 60] répond par laffirmative
a cette question. A I’opposé, un résultat assurant que tout groupe d’automor-
phisme de sous-shift minimaux est localement virtuellement abélien serait
un résultat fort de rigidité. Il impliquerait, en particulier, que pour ces sous-
shifts, tout commutateur d’automorphisme est d’ordre fini, ce qui serait une
propriété combinatoire surprenante pour les fonctions de bloc.

Loin d’avoir un tel résultat, des personnes se sont intéressées a la géométrie
de ces groupes afin d’obtenir des restrictions en fonction des propriétés com-
binatoires des sous-shifts minimaux. Précisons, qu’une réponse négative a la
question [3.:21] diminuerait I'importance de la plupart des résultats de la sec-
tion @l

4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES GROUPES D’AUTOMORPHISME DE
SOUS-SHIFT

Les sous-shifts de type fini possedent une riche famille d’automorphisme
du fait des faibles contraintes sur les éléments de ces sous-shifts. A titre
d’exemple, rappelons qu’un sous-shift de type fini mélangeant contient : la
somme directe de n’importe quelle collection dénombrable de groupe fini,
le groupe libre [47, @], n’importe quel groupe résiduellement et localement
fini [55]. En particulier, ces groupes ne sont ni finiment engendrés ni moyen-
nables. Illustrant la richesse de leur structure, K. Kim et F. Roush montrent
que les groupes d’automorphisme de ces sous-shifts contiennent celui de
n’importe quel full-shift avec un nombre arbitraire de lettres [55]. Ainsi
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pour tout réel h > 0, il existe une sous-shift (mélangeant de type fini) d’en-
tropie inférieure a h possédant un groupe d’automorphisme isomorphe a
Aut({0,1}%,0).

Il est alors naturel de se demander, si, a 'opposé, les groupes d’automor-
phisme de sous-shifts d’entropie nulle subissent de fortes contraintes. Dans ce
sens, nous avons vu dans les sections précédentes que les groupes d’automor-
phismes de sous-shifts de complexité non super-linéaire sont nécessairement
tres petits. Nous verrons dans cette section comment la complexité com-
binatoire du sous-shift contraint les propriétés géométriques du groupe des
automorphismes.

La premiere partie de cette section sera consacrée aux résultats de V. Cyr
et B. Kra [25, 26] qui montrent comment la croissance polynomiale, et en
particulier la croissance sous-quadratique, de la complexité majore la crois-
sance du groupe des automorphismes d’un sous-shift minimal. Au-dela de la
croissance polynomiale, mais toujours en croissance sous-exponentielle, V.
Cyr et B. Kra donnent également des conditions assurant que la moyennabi-
lité du groupe des automorphismes [26]. Enfin dans une derniére partie, nous
verrons I'influence de la complexité sur une autre propriété géométrique des
groupes : la distorsion. Grace a cela, il est possible d’obtenir des raffinements
des résultats de [26] et de montrer I'impossibilité de réalisation de certains
groupes comme automorphismes de sous-shift d’entropie nulle.

Dans tous ces types de résultats, 'argument clef consiste a majorer le
rayon des automorphismes. Rappelons que par le théoreme de Curtis-Lyndon-
Hedlund (théoreme , que tout automorphisme ¢ d’un sous-shift X est
donné par une fonction de bloc 45: Lgr$+1(X) — L£1(X) de rayon r; € N.
Comme la fonction de bloc n’est pas définie de fagon unique a partir de
¢, nous appellerons rayon de 'automorphisme ¢ le nombre r(¢) = infr 3
ou l'infimum est pris parmi toutes les fonctions de bloc définissant ¢. Une
propriété importante de ce rayon est la sous-additivité : si ¢ et 1 sont deux
automorphismes d’un méme sous-shift, alors

(1) r(¢ o) <r(¢)+r(y).
Pour R > 0, on notera par Autz(X, o) := {¢ € Aut(X,0) : r(¢) et r(¢p7!) <
R}.

4.1. Groupes d’automorphisme et complexité sous-quadratique. Rap-
pelons qu’un sous-shift X est de complexité sous-quadratique si sa com-
plexité vérifie liminf, .., px(¢)/¢*> = 0. 1l existe des sous-shifts minimaux
de complexité super-linéaire mais sous-quadratique [41]. Pour ces sous-shifts

il existe une version du corollaire [3.3| obtenue par V. Cyr et B. Kra [27], sous
la condition, plus faible, d’étre transitif. De plus, la méme condition sur la
complexité assure que tout endomorphisme du systeme est inversible.

Théoréme 4.1. Soit (X,0) un sous-shift transitif de complexité sous-qua-
dratique. Alors

— tout endomorphisme est inversible : End(X, o) = Aut(X, o).
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— Le groupe Aut(X,0) /(o) est périodique.

Les systémes vérifiant le premier point sont dits coalescents. Ils possédent
une rigidité. Ainsi si pour un systeme (Y,o0) et (X,o0) sont des facteurs
mutuels 'un de l'autre, ils sont alors conjugués car la composition des ap-
plications facteurs donne un endomorphisme de (X, o) qui est dans ce cas
inversible. A opposé, il existe un sous-shift (Toeplitz) qui n’est pas coales-
cent [31]. Cet exemple a donc une complexité non sous-quadratique.

Rappelons qu'un groupe est dit périodique si tout élément est d’ordre
fini. Ainsi pour un automorphisme ¢ d’un sous-shift de complexité sous-
quadratique, il existe des entiers k € N, p € Z tels que ¢ = oP. Ce
théoreme s’applique tout particulierement aux sous-shifts Toeplitz donnés
par le théoreme [3.19 On peut en déduire que leurs groupes d’automor-
phismes sont toujours de rang un. L’hypothese de transitivité est inévitable
pour le théoreme [4.1] En effet considerons deux sous-shifts disjoints apério-
diques X et Y de complexité sous-quadratique. Nous pouvons construire un
automorphisme dont la restriction sur X est le shift et est I'identité sur Y.
Ainsi aucune puissance de cet automorphisme de X UY n’est une puissance
du shift.

La preuve du théoreme [4.1] utilise une généralisation du théoreme de
Morse-Hedlund au cas multidimensionel (théoreme appliquée au dia-
gramme espace-temps d’un automorphisme Le diagramme espace temps d’'un
automorphisme ¢ du sous-shift X est le Z?-sous-shift

Xy = A{(¢' (2)i) i jyez2, © € X},

ou y; désigne la lettre a la position ¢ dans la suite y € X.

Esquisse de preuve. Commencons par démontrer le second point. Il n’est
pas difficile de vérifier a partir du théoréeme de Curtis-Hedlund-Lyndon
(théoréme et de la notion de fonction de bloc que la complexité du
diagramme espace-temps X, d'un automorphisme ¢ € Aut(X,o) vérifie,
pour tout entier n,m € N suffisamment grand,

px,(n,m) < px(2rm — 2r +n),

otl le maximum des rayons de ¢ et ¢~ ! est r = max(r(¢),r(¢~1)). Comme
liminf, px(n)/n? = 0, on en déduit que liminfan¢(n,n)/n2 = 0. Par le
théoreme [2.12] chaque élément de Xy est périodique. En particulier c’est le
cas de la suite (¢"(2);)( j)ezz O & est un point d’orbite dense dans X. II
existe donc des entiers p et k tels que ¢P(z) = o*(z). On conclut par densité
de l'orbite de x dans X.

La preuve du premier point est similaire. Cependant pour un endomor-
phisme ¢ € End(X,0), le diagramme espace temps ne définit plus un Z2-
sous-shift mais un N2-sous-shift. Malgré cette différence, la méme stratégie
fonctionne. Une version finitaire du théoreme (voir par exemple [74),
Lemma 5]) permet de conclure qu’il existe des entiers p et k tels que ¢P(z) =
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O'k(l‘). Par densité ¢ = oF sur tout le sous-shift X et en particulier ¢ est
inversible. U

4.2. Groupes d’automorphisme et complexité polynomiale.

Théoréeme 4.2 ([25]). Si (X,0) est un sous-shift minimal de sorte qu’il
existe d € N tel que

lim sup px(n)

n—00 n
alors Aut(X, o) est moyennable. De plus n’importe quel groupe de Aut(X, o),
finiment engendré et sans torsion, a un tauxr de croissance polynomiale
inférieur a d — 1.

=0,

Ce résultat contraint le groupe d’automorphisme de sous-shift de com-
plexité polynomiale. A titre illustratif, un sous-shift minimal de complexité
en o(n%) ne peut contenir le groupe libre (& croissance exponentielle) ni
le groupe Z% dans son groupe d’automorphisme car le taux de croissance
polynomiale de ce groupe est d.

Ce théoreme peut étre vu comme une généralisation du théoreme 4.1
dans le cas minimal. En effet, un sous-shift de complexité sous-quadratique
correspond au cas d = 2. Pour tout automorphisme ¢ d’un tel sous-shift, le
groupe engendré par ¢ et par le shift o a une croissance polynomiale égale
a 1 (théoreme . Il s’agit donc d’un groupe virtuellement isomorphe a
Z [62] et I'on retrouve le théoreme sous I'hypothese supplémentaire de
minimalité.

A I’opposé, cette borne sur la croissance du groupe est optimale. En effet,
le systeme produit de d sous-shifts Toeplitz disjoints de complexité linéaire,
donne un sous-shift Toeplitz de complexité O(n?) (cf section . Par la
proposition son groupe d’automorphisme contient le groupe Z.

Le théoreme a quelques conséquences algébriques. Par une application
directe du célebre théoreme de Gromov et de L. van den Dries et A. Wilkie
[83] qui stipule qu'un groupe & croissance polynomiale est virtuellement
nilpotent (cf Annexe . Le degré de nilpotence est majoré explicitement
par le taux de croissance polynomiale du groupe par la formule de Bass-
Guivarc’h [0, [46]. Ainsi, le long de leur preuve V. Cyr et B. Kra obtiennent

Proposition 4.3. Sous les mémes hypothéses que le théoréme[].3, n’importe
quel groupe de Aut(X, o), finiment engendré et sans torsion, est virtuelle-
ment nilpotent de degré de nilpotence inférieur a [(—1 4 v/8d —7)/2].

Ainsi, pour un sous-shift minimal de complexité o(n?), n’importe quel
groupe d’automorphismes sans torsion finiment engendré a un degré de nil-
potence inférieur 1. Il est donc abélien. A la différence de la croissance, nous
verrons dans la section [£.4] que la majoration sur le degré de nilpotence n’est
pas optimale.

Pour démontrer le théoreme V. Cyr et B. Kra utilisent une notion
combinatoire typique des sous-shifts d’entropie nulle : le mots étendables.
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A I'opposé des mots spéciaux, les mots étendables s’étendent a gauche et a
droite d’une longueur proportionnelle & la longueur du mot de fagon unique
dans le langage du sous-shift. Plus précisément, ils démontrent le résultat
suivant.

Lemme 4.4. Soit un entier d > 1. Il existe une constante C(d) > 1 telle
que pour tout sous-shift (X, o) de complexité O(n?), il existe une infinité de
mot w € L(X) tel que

{(a,b) € L(X)? : awb € £(X), |a] = [b] = ch’“' .

Les mots w vérifiant la propriété du lemme sont dits étendables.

Démonstration. Supposons C' > 1 grand (déterminé un peu plus loin). Par
contradiction supposons également que pour tout mot w € £(X) de longueur
supérieure a {, il existe des mots aq, by, az, be avec |a;| = |b;| = L%J tels
que ajwby # aswby € L(X).

On a donc pour tout n > ¢

C+2
(2) Dz < 8 n) =px(n+2n/C) > 2px(n).
En outre, pour tout entier n il existe un entier m tel que (%)m <n<

()™

grand (> (%)mﬁl), on a donc par itération de I'inégalité

C 2 m log 2
px(n) > PX(<;_> ) = 2" opy (by) > nEE T 207 1p 1 (4y).

. Soit mg l'entier associé a fy. Pour tout entier n suffisamment

On obtient ainsi une contradiction avec I’hypothése sur la complexité des
que C vérifie log((g% >d+ 1. O

Voici un second résultat utile pour la preuve. Rappelons que (S) désigne
le groupe engendré par les éléments de S et que la notion de cylindre est
définie en section 2.3

Lemme 4.5. Soient (X,0) un sous-shift minimal et w € L(X). Alors le
groupe ({6 € Aty uyj2) (X, 0) : 6((w]) C [u]}) est fini

Démonstration. Un mot de retour sur w, est un mot v € L(X) tel que
wv € L(X) et le mot w apparait comme préfixe et comme suffixe de
wv. Soit ¢ € Aut|jy|2)(X,0) vérifiant ¢([w]) C [w]. Par définition nous
avons, pour tout mot de retour v, ¢([wv]) C [wu] pour un certain mot
de retour u sur w avec |wu| = |wv|. Comme X est la fermeture de l'or-
bite d’une suite uniformément récurrente, il existe une longueur M,, ma-
jorant la longueur de tout mot de premier retour sur w, i.e. un mot de
retour v sur w, ol w apparalt exactement 2 fois dans wv. La transfor-
mation ¢ induit donc une transformation ¢ sur I'ensemble R := {[wv] :
v est un mot de retour sur w, |wv| < My} telle que ¢([wv]) C ¢([wv]).
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L’application ¢ est surjective. En effet si v est un mot de retour tel que
[wv] € ¢(R), comme une suite € X est une concaténation de mots de
premier retours sur w, le mot v n’apparait pas dans ¢(x). Cela contredit la
minimalité. L’application ¢ est méme bijective puisque I’ensemble R est fini.
Notons par Sy, le semi-groupe engendré par {¢ € Aut||,|/2) (X, o) : ¢([w]) C
[w]}. 11 est alors simple de vérifier que la transformation ¢ + ¢ induit un
morphisme de semi-groupe du semi-groupe S, vers ’ensemble des bijections
de R. Cette transformation est en fait injective. Si 1,9 sont 2 automor-
phismes dans S, qui induisent la méme transformation sur R, puisque tout
x € X est une concaténation de mots de premiers retour sur w, nous ob-
tenons 11 (z) = o(x). Par le lemme nous avons 11 = 9. Ainsi le

semi-groupe 5, s’'injecte dans un groupe fini, c’est donc un groupe fini. [J

Esquisse de preuve du théoréme[{. Soit G un groupe finiment engendré
par des automorphismes de rayon R et sans torsion de Aut(X, o). L’idée pour
restreindre la croissance du groupe G consiste a utiliser la sous-additivité du
rayon d’un automorphisme. Ainsi par 'inégalité sidr,..., 00 € Autp(X),
g5l 00 ¢ € Aut,p(X, o) pour tout n € N, 1 <i; <n, ¢; € {£1}. Pour
majorer le cardinal des éléments obtenus par au plus n compositions de
générateurs de G, il suffit donc de majorer celui de G N Aut,r(X,0).

Soit w un mot étendable de £(X) de longueur supérieure strictement &
C4R donné par le lemme Ainsi pour tout automorphisme ¢ de
Aty ac)) (X, 0), il existe un mot u de longueur |w| + 2[|w|/(4C)] tel
que ¢([w]) C [u]. Nous avons également ¢~'([u]) C [w] puisque r(¢~!) <
[lwl/(4C) ], et donc g([w]) = [u]. De meme, si ¢ ([w]) = go(fw]) pour
b1, 92 € Aut||y|/ac)| (X, o), nous obtenons gb;logbl([w] C [w]. Ainsi gbglogi)l
appartient au groupe Staby, = ({¢ € Aut|y|/2) (X, 0) : ¢([w]) C [w]}). L’ap-
plication ¢ + ¢([w]) montre donc que le quotient Aut ||, /ey (X, 0)/Staby
est fini de cardinal inférieur & px (Jw| + ||w|/C]).

Or le lemme affirme que le groupe Stab,, est fini. Le groupe G étant
sans torsion, l'intersection G'N Stab(w) est triviale et donc le cardinal |G N
Aty ac)) (X, 0)] est inférieur & px (Jw| + [|w]/C]). Comme il y a une
infinité de mot étendable w, et que px(|w| + ||w|/C]) = o(|w|?), nous en
déduisons que G ne peut étre a taux de croissance polynomiale supérieure
a d. De plus, comme liminf, log(|G N Aut,r(X,0)|)/log(nR) < d, G est
un groupe a faible croissance polynomiale et donc est un groupe a taux de
croissance polynomiale au plus d — 1. [83].

Pour montrer que le groupe Aut(X, o) est moyennable, on déduit du rai-
sonnement précédent que chaque ensemble Aut) |,/ 40| (X, 0) est une union
de px(Jw| + [|w|/C]) classe & gauche suivant le groupe Stab,,. Un estimé
similaire pour Aut||,|/4c)|+r (X, ) qui contient ¢. Aut||,|/uc) (X, 0) ot ¢
est un automorphisme de rayon r tres petit par rapport a |w|, assure que la
famille d’ensembles finis { Aut ||, /(4cy| (X, o)} pour tous les mots étendables
w, forme une suite de Folner de Aut(X, o) [25]. O
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4.3. Groupes d’automorphisme et complexité sous-exponentielle.
Peu d’exemple de sous-shift de complexité super-polynomiale et d’entropie
nulle sont connus. De ce fait, leurs propriétés restent encore mystérieuses et
tout particulierement celles concernant leur groupe d’automorphisme.

V. Cyr et B. Kra obtiennent cependant un résultat notable dans ce
contexte et similaire au théoréme [£.2] mais pour des sous-shifts de complexité
super-polynomiale et toujours sous-exponentielle.

Théoréme 4.6 ([25]). Si (X,0) est un sous-shift minimal de sorte qu’il
existe 5 < 1/2 tel que

log px (n)

lim sup 3
n

n—o0

=0,

alors Aut(X, o) est moyennable. De plus n’importe quel groupe de Aut(X, o),
finiment engendré et sans torsion, a une croissance en O(exp(nf/(1=A))).

En particulier un tel sous-shift ne possede pas d’automorphismes engen-
drant le groupe libre. Ceci est tres différent des sous-shifts de type fini.
L’énoncé du théoreme n’a pas de sens pour 5 € [1/2;1) car dans ce cas I'ex-
posant /(1 — ) est supérieur a 1 et n’importe quel groupe a une croissance
au plus exponentielle.

On ne sait toujours pas si les hypotheéses du théoréme [4.6] sont optimales.
En fait la majoration sur la complexité dans ce théoreme semble étre es-
sentiellement une limitation liée a la technique de la preuve. Ainsi on ne
connait pas d’exemple de sous-shift minimal d’entropie nulle avec un groupe
d’automorphisme a croissance super-polynomiale.

Par exemple, il existe des sous-shifts Toeplitz d’entropie nulle et de com-
plexité super-polynomiale. Mais leur groupe d’automorphisme étant abélien,
ils ne peuvent qu’engendrer des groupes a croissances polynomiales (corol-
laire . Il est possible que le groupe d’automorphisme d’un sous-shift
minimal d’entropie nulle soit toujours moyennable.

Question 4.7. FEzxiste-t-il un sous-shift minimal d’entropie nulle dont le
groupe d’automorphisme n’est pas moyennable ¢

Un exemple d’un tel sous-shift avec des automorphismes engendrant le
groupe libre suffirai. Sans ’hypothése de minimalité, v. Cyr et B. Kra ont
montré dans [24] que le groupe d’automorphisme était moyennable des que
la complexité du sous-shift est en o(n?/logn).

Le principe de la preuve du théoreme [4.6| est similaire a celle du théoreme
4.2)concernant les sous-shifts de complexité polynomiale. Une premiere étape
consiste & montrer 'existence de mots étendables pour les sous-shifts d’en-
tropie nulle.

Lemme 4.8. Soient 0 < C <log2/2 et (X,0) un sous-shift minimal d’en-
tropie nulle. Alors il existe une infinité de mot w € L(X) tel que

[{(a,b) € £(X)? : awb € £(X),|a| = b = [Cw|/log px (Jw])]}| = 1.
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Ce lemme est similaire au lemme [£.4] mais est moins restrictif sur la
longueur possible d’un mot étendable. Pour un sous-shift dont la complexité
vérifie lim sup,,_, . bgf}# = 0 pour 0 < 8 < 1, nous déduisons de ce lemme
qu’il existe une infinité de mot étendable w sur une longueur supérieure a
K|w|'=?, K > 1 [25]. Ce lemme pourrait faire croire que I'existence de mot
étendable est propre aux systemes d’entropie nulle. En fait il n’en est rien.
Il existe des sous-shifts minimaux d’entropie strictement positive avec des
mots étendables (par exemple dans la preuve de [30, Theorem 5.1]). Nous
proposons ici une preuve du lemme die a F. Durand que je remercie
d’avoir accepté de la partager.

Démonstration. Supposons 0 < C' < log2/2. Par contradiction supposons
également que pour tout mot w € L(X) de longueur supérieure a {, il
existe des mots a1, b1, aq, by avec |a;| = |b;| = |Clw|/logpx(Jw|)] tels que
aiwby 7é aswby € ﬁ(X)

On a donc pour tout n > £,

(3) px(n+2[Cn/log(px(n))]) > 2px(n).

Pour tout entier n > 1, notons K (n) := 2|Cn/log(px(n))]. Fixons un entier
n > lo et soit (n;)i<o la suite croissante d’entiers telle que ng = n et pour
tout ¢ < 0,
NG == MNj41 — 1-— K(n) < M-

Nous noterons ny = sup{n; : n; < £y,7 < 0}.

Par P'inégalité (3)), nous obtenons
(4) px (i) = px(ni—1 + K(n)) > 257 px(4p).
Comme ng — ny = Z?:kﬂ n; —nj—1 < Z?:kﬂ 1+ K(n) < |k| + |k|K(n),
nous obtenons |k| > (ng —ng)/(1+ K(n)). Nous en déduisons par I'inégalité

que

logy px (1)

n—eo 1—(0/’@
> — 41 >1

En divisant l'inégalité précédente par logy px(n) et en prenant la limite en
n, nous obtenons 1/log2 > 1/(2C'), contredisant le choix de C. O

+logs px (o).

Esquisse de démonstration du théoréme[].6. La preuve suit la méme stra-
tégie que celle du théoreme [4.2] i.e. elle consite a montrer que la suite des
ensembles { Aut|cj,1-5) (X, 0)} pour tous les mots étendables w donnés par
le lemme forme une famille de Fglner d’ensembles. De la méme fagon

que dans le théoreme le cardinal de Aut|gy,1-54) (X, 0) est majoré par
px (Jw|+ [Clw|'=#]). Ainsi, si G est un groupe sans torsion engendré par un
nombre fini d’automorphismes de rayon au plus R, sa croissance est majorée
par celle de log(|G N Aut,r(X,0)|) et donc par celle de log(p,(|n'/—#) +
Cn| 4 1)) = o(nf/0=9)),

Il est aussi possible de démontrer que l'ensemble Aut|cj,1-5/(X,0) est

une union de px (|w| + |C|w|'~?|) classe & gauche suivant le groupe Stab,,.

w|l—
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Ici aussi la croissance sous-exponentielle de ce nombre montre que la famille
d’ensembles {Aut|c,1-5) (X, o)} forme une famille de Folner de Aut(X, o)
[25]. O

4.4. Distorsion dans le groupe d’automorphisme. Mis a part la crois-
sance de groupe d’automorphismes, peu de choses sont connues quant aux
propriétés algébriques des groupes d’automorphismes de sous-shift d’entro-
pie nulle. Nous allons donner dans cette section des résultats issus de [23] ou
sont donnés les premiers exemples de groupes qui ne peuvent pas se réaliser
comme de tels groupes d’automorphisme. Nous raffinerons également les
bornes sur le degré de nilpotence des groupes en fonction du taux de crois-
sance polynomiale de la complexité (cf proposition . La notion algébrique
essentielle pour ces résultats est celle de distorsion.

Une notion fondamentale en théorie géométrique des groupes est celle de
la distance métrique des mots. Un ensemble fini § de générateurs engendrent
un groupe (8) sur lequel il est possible il est possible de définir la longueur
l3(g) de la plus petite présentation (en terme de longueur de mot) d’un
élément g € (8) par des éléments de 8. Plus précisément, cette longueur est
définie par

ls(g) :==inf{n >1:9=151...50,5 €SUS T U{lg}}.
Un élément g d’un groupe G est dit distordu s’il existe un ensemble fini
8 C G tel que
g n
i 80"

n—-+0o n

=0.

Par défaut un tel élément sera supposé d’ordre infini. Il est simple de re-
marquer que la longueur /g(+) est sous-additive (¢g(g-h) < ls(g)+¥ls(h)) de
sorte que la limite existe par le lemme de Fekete. Il se trouve qu’un élément
est distordu indépendamment du choix des générateurs du groupe G.

On remarquera que cette notion a du sens méme pour un groupe G in-
finiment engendré (on a toujours {41 (9") = n pour tout n € N, g € G).
De plus n’importe quelle racine ou puissance d’un élément distordu est dis-
tordu. Pour préciser les cas nous dirons qu’'un élément g est polynomialement
(resp. logarithmiquement) distordu si pour un ensemble fini 8, nous avons
ls(g™) = O(n'/%) pour un certain entier d > 1 (resp. = O(logn)).

Comme exemple de groupes possédant des éléments distordus citons :

Exemple : le groupe d’Heisenberg discret H défini par

(5) H = (s, t,ulsu = us,ts = st, [u,t] = utu"'t71 = s).
Ce groupe est également celui engendré par les matrices

1 10 10
0 0],t=10
0 1 0

u =

OO =
o = O
— O

0
1 1 1], ands=
0 01
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Il est possible de vérifier que pour n € Z, nous avons
s = [, "] = u " t"u" "
et ainsi s est un élément (polynomialement) distordu d’ordre infini.
Exemple : le groupe de Baumslag-Solitar BS(1,n) est défini pour un
entier n € N* par
BS(1,n) = (a,blbab™! = a™).
L’élément a est exponentiellement distordu pour ’ensemble de générateur
8 = {a,b,b~1}. Pour voir cela, donnons pour un entier m > 2, son écriture
en base n : m = ag + ayn + - - + axn® on chaque a; € {0,...,n —1}. En
utilisant la méthode d’Horner, nous obtenons m = n-(n-(n - - - (ag_1+nag)+
p_2) + -+ 1) + ag,ce qui implique a™ = bFa®* b~ La®* 171 ... b1 et
ls(a™) <k+n(k+1)+k=0(logm).
D’autres groupes présentent des exemples d’éléments exponentiellement dis-
tordus : SL(k,Z) pour tout k > 3, SL(2,Z[1/p]) avec p premier (voir [61]).

De facon similaire, pour un automorphisme ¢ la limite suivante est appelée
rayon asymptotique,
r(¢" r(¢"
Ioo(@) := lim (¢") = inf (¢ )

n—o0 n n n

Cette limite existe par sous-additivité de la fonction rayon. Elle peut étre
interprétée comme ’accroissement moyen du rayon le long des puissances
de ¢. La notion de rayon asymptotique est similaire a celle d’exposant de
Lyapounov d’automate cellulaire di & M. A. Shereshevsky [82] mais contrai-
rement a celle-ci, elle s’applique a tous les sous-shifts.

Mentionnons quelques propriétés élémentaires de ce rayon asymptotique
dont les preuves sont laissées au lecteur.

Proposition 4.9. Pour un sous-shift X et ¢, € Aut(X, o), nous avons
— T oot ) =ro(9);
— roo(@P) = proo(@) pour tout entier p € N.

A titre d’exemple, pour 'application décalage o sur un sous-shift infini
X, nous avons trivialement pour n > 1, r(0™) < n. Puisqu’il existe toujours
des mots spéciaux droits de toute longueur (théoreme et en particulier
de longueur 2n — 1, nous en déduisons que r(c™) = n et donc roo(o) = 1.

Définition 4.10. Un élément de Aut(X, o) est dit distordu en rayon si son
rayon asymptotique est nul.

Il suit immédiatement de la définition que n’importe quelle puissance
ou racine d’un automorphisme distordu en rayon est également distordu
en rayon. De la méme facon que pour la notion algébrique, nous préciserons
parfois qu’un automorphisme est polynomialement (resp. exponentiellement)
distordu en rayon lorsque r(¢") = O(n'/?) pour un certain entier d > 1 (resp.
= O(logn)).
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I se trouve que les automorphismes distordus dans Aut(X, o) sont dis-
tordus en rayon.

Proposition 4.11. Si un automorphisme ¢ € Aut(X,o) d’un sous-shift
(X, 0) est distordu, alors il est distordu en rayon.

Démonstration. Soit § C Aut(X, o) un sous-ensemble fini tel que lim,, £5(¢™)
0. Par sous-additivité du rayon on a pour n € N

r(¢") < Ls(¢") maxr(g).
geSs
On conclut facilement en passant a la limite dans 1'inégalité. O

Cependant, on ne sait pas si la réciproque est vraie, i.e. si un automor-
phisme distordu en rayon est nécessairement distordu dans Aut(X, o). Ajou-
tons que dans [22], il est démontré que le systéme dynamique donné par un
automorphisme distordu en rayon est nécessairement d’entropie nulle.

Remarque 4.12. Nous déduisons de la proposition que l'application
shift o n’étant pas distordue en rayon, ne peut étre distordue dans Aut(X, o),
pour n’importe quel sous-shift infini X.

L’existence d’automorphisme distordu en rayon n’est pas évidente. M.
Hochman donne dans [50] une exemple d’automorphisme, d’ordre infini et
polynomialement distordu en rayon pour un degré d arbitraire. De plus il
est possible de modifier son exemple pour obtenir un tel exemple exponen-
tiellement distordu.

Récemment P. Guillon et V. Salo ont construit d’autres exemples d’au-
tomorphismes avec des types de croissance de rayon variés [45], theorem 5.
Ils construisent des exemples d’automorphismes distordus en rayon en utili-
sant la riche notion de machine de Turing et son codage par des automates
cellulaires. Grace a leurs techniques, ils montrent également que tout sous-
shift sofique indénombrable contient un automorphisme distordu en rayon
[45, theorem 4]. Toujours en utilisant les machines de Turing, P. Guillon et
V. Salo obtiennent le résultat d’indécidabilité suivant qui illustre toute la
difficulté d’obtenir des automorphismes distordus en rayon.

Théoréme 4.13 ([45]). Soit X un sous-shift sofique indénombrable. Il est
indécidable de savoir, étant donné un automorphisme ¢ € Aut(X, o), si ¢
est distordu en rayon.

Plus globalement, on ne connait pas d’exemple d’automorphisme distordu
dans le groupe d’automorphisme d’un sous-shift.

Question 4.14. FEuxiste-il un sous-shift X et un automorphisme ¢ non
périodique, distordu dans Aut(X,o) ?

Le cas des exemples de [50] et [45] sont encore inconnus car leur groupe
d’automorphisme ne sont pas déterminés. Les auteurs de [45] conjecturent
une réponse positive a la question A I'opposé, comme nous le ver-
rons dans la section suivante, ’existence d’automorphisme distordu impose
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des contraintes sur la complexité du sous-shift, sans pour autant exclure
définitivement leur existence.

4.4.1. Distorsions exponentielles. Nous montrons ici comment la complexité
et notamment ’entropie nulle contraint la distorsion exponentielle.

Théoreme 4.15 ([23]). Soit (X,0) un sous-shift d’entropie nulle. Si ¢ €
Aut(X, o) est exponentiellement distordu en rayon, alors ¢ est d’ordre fini.

Démonstration. Comme ¢ est exponentiellement distordu, il existe une cons-
tante C' > 1 telle que r(¢™) < C'logn pour tout entier n > 1. Considérons
le diagramme espace temps X4 de 'automorphisme ¢ (cf définition section
. On cherche a évaluer la complexité du sous-shift Y, dit projectif, obtenu
en prenant la restriction des suites sur les lignes verticales. Formellement ce
sous-shift est Y := {¢’(z)o : j € Z,x € X}. La restriction du sous-shift X,
aux lignes horizontales n’est alors que le sous-shift X.

Soit » > 1 un entier. Par définition du rayon si deux suites z,y € X
vérifient x; = y; pour tout indice |i| < r(¢™), alors ¢"(x)g = ¢"(y)o. Ainsi
la complexité du sous-shift Y vérifie

(6) py(n) < Org%ﬁpx(h(sbi) +1) < px(2[Clogn| +1).

En particulier, nous avons py (2") < px(2[nClog2| + 1).

Comme ’entropie de X est nulle, il existe un entier n tel que px (2| nC'log 2|+
1) < 2™ Ainsi par le théoreme de Morse-Hedlund (remarque , le sous-
shift Y est fini et il existe une période p commune pour chacune de ses suites.
L’automorphisme vérifie donc ¢? = Id. O

Le théoreme a des conséquences algébriques. Rappelons que les grou-
pes SL(k,Z) avec k > 3 ainsi que beaucoup de réseaux de Lie sont presque
simple (cf annexe dans le sens ou tout sous-groupe normal est soit fini
soit d’indice fini.

Corollaire 4.16 ([23]). Soit (X,0) un sous-shift d’entropie nulle. Soit G
un groupe contenant un élément g exponentiellement distordu. Alors pour
tout morphisme ®: G — Aut(X, o), ’élément ®(g) est d’ordre fini.

De plus si G est presque simple, ®(G) est un groupe fini.

Démonstration. L’élément ¢ = ®(g) est exponentiellement distordu dans le
groupe ®(G) < Aut(X, o). Par la proposition [4.11] et le théoréme il est
d’ordre fini.

Si, de plus, G est presque simple, I’élément ®(g) est d’ordre fini. Ainsi le
noyau K de ® est infini car il contient une infinité de puissances de g. Puisque
G est presque simple, le groupe normal K a un indice fini et ®(G) ~ G/K
est fini. O

Ainsi ce corollaire montre que les groupes tels SL(k,Z), k > 3 ou le
groupe de Baumslag-Solitar BS(1,7), n > 2 ne peuvent étre des sous-groupes
d’automorphisme d’un sous-shift d’entropie nulle car ils ont des éléments
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exponentiellement distordus d’ordre infini. Il est cependant possible qu’ils ne
soient dans le groupe d’automorphisme d’aucun sous-shift méme d’entropie
strictement positive.

Question 4.17. Eziste-t-il un sous-shift, d’entropie strictement positive,
contenant SL(k,7Z), k > 3 ou le groupe de Baumslag-Solitar BS(1,n), n > 2
dans son groupe d’automorphisme ?

En rapport avec cette question mentionnons, que le groupe de Baum-
slag et Solitar BS(m,n) = (a,blba™b™! = a™), pour n > m > 1 n’est pas
résiduellement fini et donc ne peut pas étre dans le groupe d’automorphisme
d’un sous-shift de type fini [9]. Si le groupe BS(1, n) est un sous-groupe d’au-
tomorphisme, la relation bab~—! = a” implique que 1’élément ¢, := bFab~*,
k > 0 vérifie ¢} = cx—1 et co = a. Ainsi a possede une chaine infinie de
racine d’ordre n. Un tel exemple est une question encore ouverte pour les
sous-shifts de type fini [9].

4.4.2. Distorsions polynomiales. La distorsion polynomiale est également
contrainte par la complexité polynomiale.

Par exemple, dans ce contexte, il existe un résultat sur la distorsion simi-
laire au théoréme [4.15

Théoréeme 4.18 ([23]). Soit (X,0) un sous-shift admettant un automor-
phisme ¢ dont le rayon vérifie r(¢™) = O(n'/?). Si ¢ est d’ordre infini alors

.. .px(n)
lim inf =05

> 0.

Rappelons que dans [50] et [45] sont proposés des exemples de sous-shifts
de complexités polynomiales possédant des automorphismes d’ordre infini
et polynomialement distordus en rayon.

Idée de démonstration. La stratégie de preuve est semblable a celle du thé-
oréme sur la complexité sous-quadratique. On considere le diagramme
espace-temps associé a ’automorphisme ¢ et par 1’étude de sa complexité on
en déduit des propriétés de periodicité et que ’ordre de I’automorphisme est
fini. Un estimé similaire a 'inégalité (@ donne que la complexité du sous-
shift bidimensionnel vérifie pour une certaine constante C' > 1, px,, (n,n?) <
px(Cn) pour tout entier n > 1. Ainsi, si liminf, oo px(n)/n?t! = 0, il
existe un entier n tel que px, (n, nd) < n®*1 /2. La version faible du théoreme
de Nivat (théoreme implique que pour tout point z € X, il existe des
entiers i, € Z , i > 0 tels que ¢'(z) = ¢ (z). En particulier pour une suite
x apériodique. I est possible d’en déduire que r(¢*) > ||k pour tout k € N
[23]. Ceci n’est compatible avec une distorsion en rayon seulement si j = 0.
L’orbite de x par ¢ est donc finie. De méme, comme ¢ envoie chaque suite
périodique de X sur une suite périodique (de méme période), 'orbite de tout
point x € X par ¢ est finie. Il suit que chaque suite du sous-shift projectif
vertical Y := {¢/(2)g : j € Z,x € X} est périodique. Par la remarque
ce sous-shift est fini et ¢ est d’ordre fini. O
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Il est également possible de raffiner la majoration sur le degré de nil-
potence obtenue dans la proposition en étudiant la distorsion dans le
groupe des automorphismes.

Théoréme 4.19 ([23]). Soit (X,0) un sous-shift minimal tel que pour un
entier d > 1, sa complexité vérifie px(n) = o(n(+DA+2/242) " Alors tout
sous-groupe finiment engendré, sans torsion de Aut(X, o) est virtuellement
nilpotent de degré au plus d.

Ainsi si la complexité d’un sous-shift minimal est en o(n®), n’importe quel
groupe finiment engendré, sans torsion, est virtuellement abélien.

Démonstration dans un cas particulier. Nous renvoyons le lecteur a [23] pour
la preuve générale de ce résultat qui utilise plusieurs notions propres aux
groupes nilpotents. Nous verrons les idées de cette preuve dans le cas, plus
simple, ol px (n) = o(n?).

Pour un tel sous-shift minimal (X, o), soit G < Aut(X, o) un groupe sans
torsion engendré par un nombre fini d’éléments. Par la proposition ce
groupe contient un sous-groupe H d’indice fini, nilpotent et de degré de
nilpotence au plus 2. Si H est de degré 2, étant sans torsion, il contient
nécessairement un groupe isomorphe au groupe de Heisenberg H (cf )
Avec les notations de , nous noterons également les automorphismes as-
sociés u, v et s. Remarquons, qu’en particulier le sous-shift X doit étre infini
pour avoir des automorphismes d’ordre infini. Comme le shift ¢ commute
avec tous les automorphismes, U'intersection vérifie (o) N H = (o) N Z(K)
ou Z(H) est le centralisateur de H. Si cette intersection n’est pas triviale et
puisque Z(H) est engendré par s, une puissance du shift o est une puissance
de s. Ceci implique que o est distordu dans Aut(X, o), ce qui est impossible
par la remarque [4.12] Donc I'intersection (o) N H est triviale.

Ainsi le groupe Aut(X, o) contient un sous-groupe isomorphe a (o)®JH. Ce
sous-groupe étant de croissance en ©(n%) [62], ceci contredit la proposition
Donc G ne peut étre que virtuellement abélien. O

Le cas du groupe d’Heisenberg dans la preuve de ce théoreme conduit
naturellement a la question suivante.

Question 4.20. Ezxiste-t-il un sous-shift X ayant le groupe d’Heisenberg H
comme sous-groupe d’automorphisme ?

Cette question peut sembler étre tres spécifique. Cependant une réponse
négative impliquerait une rigidité dans le théoreme En effet dans ce
cas, tout groupe finiment engendré et sans torsion d’un sous-shift minimal
de complexité polynomial serait virtuellement abélien, puisque le groupe
d’Heisenberg est un sous-groupe de n’importe quel groupe nilpotent, non
abélien, finiment engendré et sans torsion. La question [3.21] aurait ainsi une
réponse négative dans le cas de la complexité polynomiale.
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A I’opposé une réponse positive illustrerait la richesse des groupes d’au-
tomorphismes de sous-shift et répondrait positivement & la questions [4.14]
Un tel exemple est encore inconnu méme pour les sous-shifts de type fini.

5. AU DELA DES AUTOMORPHISMES DES SOUS-SHIFTS UNIDIMENSIONNELS

Nous présentons dans cette section quelques résultats sur les automor-
phismes pour des sous-shifts multidimensionnels. Les principales questions
dans le contexte unidimensionnel s’étendent naturellement & ce contexte et
mémes pour des sous-shifts sur des groupes dénombrable généraux. Cepen-
dant le faible nombre de résultats obtenus pour les sous-shifts de type finis
illustrent déja les difficultés. Nous en verrons quelques uns et leurs différences
avec le cas unidimensionnel. les problemes d’automorphisme s’étendent éga-
lement pour les flots et notamment les systemes de pavage. Nous discuterons
succinctement I'exemple du pavage de Penrose. Enfin nous présenterons la
notion de direction de non-expansivité qui généralise la notion de suites
asymptotiques et le lien avec les automorphismes.

5.1. Sous-shifts multi-dimensionels. Pour un entier d > 1 et un sous-
shift X c AZ' un automorphisme ¢ de X est un homéomorphisme de ’espace
commutant avec toutes les transformations shift o%, z € Z%. Le théoréme de
Curtis-Hedlund-Lyndon [47] s’étend sans difficulté dans ce contexte multi-
dimensionnel, de sorte que tout automorphisme est un automate cellulaire.

De fagon analogue au cas unidimensionnel, un sous-shift de type fini (SF'T)
X C AZ" est défini A partir d’'un ensemble fini de motifs interdits et les
léments de X sont les suites z € AZ" ot aucun motif interdit n’apparait.

Cependant le cas multidimensionnel n’est pas une extension directe du cas
unidimensionnel. De nombreux nouveaux phénomeénes apparaissent. Alors
que les SFT en dimension 1 sont connus pour avoir une famille dense de
points périodiques, R. Berger a donné un exemple de SFT en dimension
d = 2 sans un point périodique [7]. R. Robinson a donné ensuite un exemple
plus simple d’un tel SFT apériodique et minimal [78]. Au niveau des au-
tomorphismes, T. Ward [84] a donné un exemple de SFT multidimension-
nel, mélangeant et d’entropie nulle dont le groupe d’automorphisme est tri-
vial (ne contient que les transformations du shift). Plus tard M. Hochman
construit un exemple de Z2-SFT dont le groupe d’automorphisme est iso-
morphe & Z? @ G ou G est un groupe infini localement fini et virtuellement
simple [49]. A la différence des SFT uni-dimensionels, le groupe des auto-
morphismes n’est donc pas nécessairement résiduellement fini.

M. Hochman a donné des conditions suffisantes assurant un gros groupe
d’automorphisme.

Théoréme 5.1 ([A9]). Si X est un Z-SFT d’entropie strictement positive,
alors son groupe d’automorphisme contient des copies isomorphes de tout

groupe fini.
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La condition sur ’entropie est faible mais pas nécessaire pour avoir beau-
coup d’automorphismes. Par exemple, en considérant le SF'T bi-dimensionel
X c {o, 1}Z2 ou chaque colonne est une suite constante de symbole. Ce
sous-shift n’est rien autre que le diagramme espace temps du full-shift uni-
dimensionel {0, 1}Z associé a I’automorphisme Id. Il est simple de voir que
le groupe d’automorphisme de X est isomorphe a celui du full-shift.

En ajoutant une hypothese de transitivité, i.e. pour un systeme admettant
une orbite dense, M. Hochman obtient également un analogue au théoreme
de Ryan.

Théoréme 5.2 ([49]). Si X est un Z4-SFT d’entropie strictement positive
transitif, alors le centre de son groupe d’automorphisme est engendré par
Vaction du shift (0%, z € Z%).

Il existe une version analogue au théoreme de Kim et Rousch.

Théoréme 5.3 ([49]). Soit X est un Z4-SFT d’entropie strictement posi-
tive. Si les points minimauz sont denses dans X, alors son groupe d’auto-
morphisme contient une copie isomorphe de Aut({0,1}%, ).

Ces résultats sur la généralisation du théoreme de Kim et Rousch suscitent
les questions suivantes proposées dans [49].

Question 5.4. Pour tout entieri, j,d > 2,1 # j, peut-on plonger les groupes
d’automorphisme des full-shifts d-dimensionnels suri et j symboles l'un dans
Pautre ¢

Question 5.5. Pour un entier d > 2, peut-on plonger le groupe d’automor-
phisme du full-shift d-dimensionnel sur 2 symboles dans celui d’un SFT de
dimension inférieure ¢

Précisons que les résultats analogues au théoreme de Ryan (théoreme
montrent que les groupes d’automorphismes de full-shifts d et d’-dimensionnel
sur 2 symboles ne sont pas isomorphes puisqu’ils ont des centres différents.

Le cas des sous-shifts minimaux reste également particulier dans la famille
des SFT. Rappelons que dans ces sous-shifts toutes les orbites sont denses
et que pour chaque suite, une copie de chaque motif fini apparalt sur un
ensemble syndétique de Z%. Une premiere propriété des SFT minimaux est
que leur langage est décidable [48] i.e. il existe un algorithme qui décide
si un motif P apparait dans les éléments du sous-shift. Cet algorithme est
identique pour toute la famille des SFT minimaux.

Proposition 5.6. Il existe un algorithme, qui étant donné une famille finie
F de motifs interdits définissant un SFT Xg minimal non vide et un motif
P e AY décide si P apparait dans un élément de Xg.

Ce résultat s’étend aux sous-shifts minimaux effectifs, ¢.e. définis par une
suite récursive (au sens algorithmique) de mots interdits (voir par ex. [44]).
Rappelons en revanche que le fait de savoir si Xg est vide est une propriété
indécidable [7].
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Esquisse de preuve. L’algorithme fonctionne de la facon suivante : pour cha-
que entier n (plus grand que la taille des motifs de F), on énumere tous les
motifs ay, ..., ag(,) de Al=nnl? qui ne contiennent pas de motifs interdits F.
Si le motif P apparalt dans chacun des motifs a;, ’algorithme sort que le
motif P apparait. S’il n’apparait dans aucun motif, 'algorithme sort que le
motif P n’apparait pas. Pour les autres cas, on augmente n et on recommence
la procédure.

Ce processus s’arrétera a un moment puisque par minimalité le motif P,
s’il apparait dans le sous-shift, doit apparaitre dans n’importe quel motif de
taille suffisamment grande. Il est simple de vérifier que cet algorithme donne
bien la réponse attendue. O

Cette possibilité d’énumérer algorithmiquement les motifs d’un sous-shift
est particulierement intéressante pour étudier le probleme du mot dans le
groupe d’automorphisme (voir par ex [44]).

Théoréme 5.7. Si le langage d’un sous-shift X C AL est décidable, alors
le probleme du mot sur le groupe des automorphismes de X est décidable.

Esquisse de preuve. Supposons qu’il existe un algorithme A qui pour chaque
ensemble fini F C Z¢ puisse donner tous les motifs dans AF apparaissant
dans un élément du sous-shift X.

Une collection de N automorphismes ¢1, ..., ¢nx est donnée par N fonc-
tions de bloc ¢; : AIFRE? 5 % (théoreme de Curtis-Hedlund-Lyndon). Il est
alors possible de déterminer algorithmiquement une fonction de bloc 1ﬂ de
la composition ¥ = ¢ o --- o0 ¢y définie sur AI-NRNE]? L’automorphisme
1 est I'identité si et seulement si pour tout motif x € Al-NR.NR] apparais-
sant dans X, nous avons 1/3(30)0 = zp ou O désigne l'origine. L’algorithme A
énumérant tous les motifs apparaissant dans X, permet de vérifier algorith-
miquement cette condition. Le probleme du mot est donc décidable pour ces
automorphismes. O

A Popposé de ce résultat, P. Guillon, E. Jeandel, J. Kari et P. Vanier
donnent un exemple de SF'T bi-dimensionnel dont le probleme du mot est
indécidable. En particulier le sous-shift proposé n’est pas minimal.

Théoréme 5.8 ([44]). Il existe un SFT bi-dimensionnel X pour lequel le
probléeme du mot est indécidable dans un sous-groupe finiment engendré
d’automorphismes de X.

Les auteurs de [44] raffinent méme ce résultat en construisant des SFT
dont le probleme du mot dans le groupe d’automorphisme a un degré Turing
de complexité arbitraire. Ils soulevent également la question de la réciproque
du théoreme dans le cas des SFT : est-ce que la décidabilité du probleme
du mot dans le groupe des automorphismes est équivalente a la décidabilité
du langage 7
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5.2. Pavages et flots. En lien avec les actions discretes sur des sous-shifts,
I’étude des pavages de R? ou des ensembles de Delaunay, conduit & étudier
I'action dun flot ¢ : R x @ — Q sur un espace métrique compact Q ap-
pelé enveloppe du pavage correspondant a la translation du pavage étudié.
L’action du flot est appelé systéme de pavage ou systéme de Delone. Nous
renvoyons le lecteur & [77] pour les notations et une introduction a ce sujet.
Dans ce cadre un automorphisme est un homéomorphisme de €2 qui commute
avec le flot (¢ o ¢f = ¢! o ¢, pour tout t € R?). Toutes les questions sur les
automorphismes de sous-shifts minimaux peuvent s’étendre a ce contexte.
C’est également le cas pour les stratégies d’études des automorphismes, la
plupart des arguments s’étendent sans peine au cas des flots.

Par exemple pour le fameux pavage de Penrose, I’enveloppe 2pe,, est un
espace métrique compact ot le flot R? agit de facon minimale (toutes les
orbites sont denses). Une description assez précise de cette enveloppe est
donnée par l'intermédiaire de son facteur équicontinu maximal qui est un
R2-flot lindaire {L!,t € R?} minimal sur le tore T* = R*/Z* de dimension
4. 11 existe une fonction facteur 7: Qpe, — T? continue et qui commute
avec les différents flots (m o o' = Lt o, Vt € R?) [76]. Cette application
facteur est presque injective de sorte que les mémes arguments utilisés pour
les lemmes [2.6] et appliqués au cas des flots montrent que 'application 7
induit une injection 7 du groupe des automorphismes de 2p.,, dans celui du
flot linéaire {L!,t € R?} sur le tore T*. Par les mémes arguments que dans le
lemme les automorphismes de ce flot linéaire ne sont rien d’autres que
des translations linéaires sur T*. E. A. Robinson montre dans [76] qu’il existe
une unique {L!,t € R?}-orbite dont les éléments x vérifient |71 (z)| = 10.
Comme l’application 7 est compatible, pour chaque automorphisme ¢, la
translation 7(¢) doit préserver cette orbite. L’action des automorphismes
sur un flot minimal étant libre, la translation 7(¢) est égale & un élément
de la forme L'. L’injectivité de # implique que les automorphismes de Qpep
sont réduits au flot de translation ¢, t € R,

Il existe d’autres groupes naturellement associés a un systemes de pa-
vages qui sont également des invariants de systemes dynamiques. Plus en
relation avec les problemes d’équivalences orbitales de flot, le normalisateur
NHomeo(Q)(go) du flot ¢! dans le groupe des homéomorphismes de ’enve-
loppe 2 du pavage est I’ensemble des homéomorphismes de 1’enveloppe qui
conjugue le flot {pf : t € R} avec un flot de la forme {4 : t € R?} pour
une application linéaire inversible A € GL(d, R). Il se trouve que le groupe
de ces transformations linéaires A est isomorphe & la collection des classes [h]
des éléments h € Nygmeo(q)(¢) modulo isotopie [59]. Cette collection forme
un groupe appelé mapping class group de I’enveloppe. Il est également iso-
morphe au quotient Homeo(£2) /Homeo? () ott Homeo®(€) désigne la classe
d’isotopie de I'identité [59]. Le mapping class group est toujours dénombrable
pour les systemes de pavages [1] et il a été explicité dans le cas du pavage de
Penrose dans [59]. Dans le cas de la dimension d = 1, 'enveloppe du pavages
correspond & une suspension d’un sous-shift (X, o). Le mapping class group
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contient alors une copie isomorphe au groupe quotient Aut(X,o)/(o). S.
Schmieding et K. Yang donnent des conditions suffisantes pour que le map-
ping class group soit virtuellement isomorphe & ce groupe quotient [81]. En
dimension supérieure, ces groupes pour des systémes de pavages qui ne sont
pas des suspensions de sous-shifts multidimensionnels, sont encore largement
méconnus.

Les pavages substitutifs, comme le pavage de Penrose, forment une riche
famille d’exemple. De plus il est connu qu’ils ne possedent qu’un nombre fini,
de systeme de pavages apériodiques, facteurs du systeme [I5]. De la méme
fagon que dans le cas symbolique (question , il est possible d’espérer
pouvoir répondre a la question suivante.

Question 5.9. FExiste-t-il un algorithme pour donner la liste de tous les
différents systéemes de pavages apériodiques facteurs d’un systéme de pavage
substitutif donné ?

5.3. Direction de non expansivité. Comme nous ’avons vu dans les sec-
tions précédentes, la notion de mot spéciaux et notamment du théoreme de
Morse-Hedlund (théoréme est fondamentale pour ’étude des automor-
phismes de Z-sous-shift. Dans le cas des multi-dimensionnel, il existe une
généralisation de la notion de suites asymptotiques, proposée par M. Boyle
et D. Lind dans [§] via la notion de direction de non expansivité. Fixons une
norme || - || de R? et rappelons qu’un hyperplan H de R? est un sous-espace
vectoriel de dimension d — 1. Pour une constante M > 0, notons par HM
I’ensemble des points de ’epsace a distance au plus M de ’hyperplan H :
HM :={2ecR%:3h e H, ||z—h| <M}

Définition 5.10. Pour un Z%-sous-shift X, un hyperplan H C R? est dit
expansif s’il existe une constante M telle pour x,y € X,

x‘zdelw = y[zdeM =T =Y.

Le terme expansif vient du fait que si H N Z% forme un sous-réseau non
trivial, la définition traduit le fait que P’action de Z¢ restreinte & ce sous
réseau est expansive. La notion d’hyperplan expansif est une notion projec-
tive dans le sens ou elle ne dépend pas de l'orientation de 'hyperplan. Pour
la dimension 2, on parle alors de direction expansive car les hyperplans sont
des droites.

Nous serons en fait plus intéressé par les hyperplans de qui ne sont pas
expansifs. Un tel hyperplan sera appelé hyperplan non expansif (direction de
non expansivité dans le cas d = 2). Par un argument classique de compacité,
pour un sous-shift X et un hyperplan non expansif, il existe dans X deux
éléments x # y qui coincident sur un demi-espace délimité par I’hyperplan
H. De fagon analogue au théoreme M. Boyle et D. Lind obtiennent ce
surprenant résultat.

Théoréeme 5.11 ([8]). Un Z%-sous-shift infini admet un hyperplan expansif.
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A la différence du cas unidimensionnel ol n’importe quel hyperplan (un
point) est non expansif (théoréeme , on ne sait pas a priori quelle est
la direction de non expansivité d’un sous-shift. Nous noterons par NE(X)
I’ensemble des hyperplans qui sont des directions de non-expansivité du
systeme (X, T). Il se trouve que NE(X) est un sous-ensemble fermé dans
I’ensemble des hyperplans de R? qui forme la variété grassmanienne [8].
Pour la dimension 2, les résultats de [8] et de M. Hochman donnent une
réciproque.

Théoréme 5.12 ([8, 50]). Tout ensemble non vide, fermé de directions de
R? est un ensemble de direction de non expansivité d’un Z>-sous-shift.

Ainsi Pensemble NE(X) peut étre homéomorphe & n’importe quel en-
semble fermé du cercle : un point, un ensemble de Cantor, un cercle, etc...
pour un sous-shift X. Le point le plus difficile dans la preuve du théoréme
est de réaliser un exemple ot NE(X) est un singleton d’une direction
arbitraire fixée, tout particulierement lorsque la direction est irrationnelle.
M. Hochman utilise pour cela des machines de Turing universelles. Cepen-
dant le probleme suivant reste ouvert.

Question 5.13. Peut on caractériser les directions de non erpansivité pour
les Z2-sous-shifts minimauz ?

La méme question reste ouverte pour d’autre type de dynamique res-
treinte (transitif, uniquement ergodique, ...). Le cas des SFT a été traité
par P. Guillon et C. Zinoviadis (voir [86]). Mentionnons également qu’aucun
algorithme n’est connu pour déterminer ’ensemble NE(X) d’un sous-shift
substitutif multidimensionnel.

Plus en relation avec le centralisateur d’une Z-sous-shift X, pour un au-
tomorphisme ¢ de X, son diagramme espace-temps Xy possede la direction
horizontale d’équation y = 0 comme une direction d’expansive. Si ¢ = Id,
la direction verticale d’équation z = 0 est alors I'unique direction de non-
expansivité. Réciproquement les directions de non expansivité d'un Z? sous-
shift X ont un lien avec les automorphismes. En effet si ¢ est une droite
de pente rationnelle qui est expansive pour X, alors la restriction de ’ac-
tion du shift aux éléments de £ N Z? est conjuguée & un Z-sous-shift. Pour
tout élément z € Z4\ ¢, la transformation ¢* défini alors un automorphisme
du sous-shift (X, o|snz2). Ceci permet, en principe de réaliser des exemples
d’automorphisme de sous-shift avec des propriétés particulieres.

Par exemple, en relation avec les automorphismes distordus (cf section
, la proposition suivante a été démontrée dans [22].

Proposition 5.14 ([22]). Soit ¢ un automorphisme d’un Z-sous-shift X.
Le diagramme espace temps Xy de ¢ admet la direction verticale comme
unique direction de non expansivité ssi ¢ et ¢~ sont distordus en rayon.
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Appendices

ANNEXE A. NOTIONS DE BASE EN THEORIE DES GROUPES

Définition A.1. Un semi-groupe est un ensemble muni d’une loi de com-
position interne assoctative.

Par exemple; [0, +00) munit de la loi min. A la différence d'un groupe il
n’existe pas nécessairement d’inverse pour un élément. Un semi-groupe G
possédant un élément neutre (noté 1) est appelé monoide.

Lemme A.2. 5i G est un groupe fini et S C G est un semi-groupe pour la
loi de composition de G. Alors S est un sous-groupe de G.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’un élément f € S est également
dans G. Il a donc un ordre fini et il existe un entier n € N tel que f" = 1.
Ainsi I’élément neutre 1g et inverse f~! = f"~! sont dans S. On vérifie
alors directement que S est un sous-groupe de G. ([

Un morphisme de semi-groupe est une application f: R — S entre deux
semi-groupes (R,-) et (S,*) commutant avec les lois de compositions i.e.
f(s-t) = f(s)x f(t) pour tout s,t € R. Si, de plus f est une bijection on dit
alors que f est un isomorphisme.

Définition A.3. Pour une suite exacte de groupes G, H et N
{1} = N -G — H — {1},
le groupe G est dit une extension de N par H et H est un facteur de G.

Le groupe N est alors normal dans G (i.e. gNg~' C N Vg € G) et le
groupe quotient G/N est alors isomorphe & H.

On note par H < G lorsque H est un sous-groupe d’un groupe G. Le
sous-groupe H est dit d’indice fini si 'ensemble quotient G/H est fini.

Définition A.4. Un semi-groupe G est dit finiment engendré s’il est en-
gendré par un ensemble fini de générateurs S.

Le groupe engendré est noté (8).

Définition A.5. Pour une propriété P (abélien, isomorphe a Z, moyen-
nable, ...), un groupe G est dit localement P si tout sous-groupe de G fini-
ment engendré vérifie la propriété P.

Par exemple, le groupe additifs des rationnels QQ est localement isomorphe
a 7.
Définition A.6. Un groupe G est dit virtuellement P s’l admet un sous-
groupe d’indice fini vérifiant la propriété P.

Par exemple, le groupe Z & H ou H est un groupe fini, est virtuellement
isomorphe a Z.
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Définition A.7. Le normalisateur Ng(8) d’un ensemble 8 C G dans le
groupe G est ’ensemble des éléments de G qui préservent le groupe engendré
par 8 par conjugaison : Ng(8) = {g € G : g(8)g~! = (8)}.

Le normalisateur est un sous-groupe de G.

Définition A.8. Le centralisateur Cq(8) d’un ensemble § C G dans le
groupe G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les
éléments de 8 : Cq(8) ={g € G :gs =sg Vs € 8§}.

Le centre Z(G) de G est le sous-groupe de G des éléments commutant
avec tous les éléments de G : Z(G) = Cq(G).

A.1. Groupe libre et présentation.

Pour un ensemble fini 8, considérons une copie 8§71 := {s7! : s € §}. Un
mot dans (8§ U 8~1)* sera dit réduit s’il ne contient pas les mots ss~! ou
s~1s. Tout mot dans (S US8~1)* peut étre réduit & un unique mot réduit en
éliminant successivement chaque apparition de mot ss~* ou s~ !s.

Le groupe libre sur 8, noté Fy est I’ensemble de tous les mots réduits dans
(8§ U8~1)*, munit de la loi de composition : concaténation des mots suivie
de l'opération de réduction. Pour un entier n, nous noterons F), le groupe
libre défini sur ’ensemble {1,...,n}.

Un groupe peut se définir a partir d’une présentation. Etant donné un
ensemble (fini) 8§ et R C (SU 8 1)* un ensemble de mots, le groupe (8|R)
est le quotient de groupe Fs/Ng ou Fg est le groupe libre sur 8 et Np est le
plus petit sous-groupe normal de Fs contenant R. Le couple (8, R) est une
présentation d'un groupe G si G est isomorphe a (§|R). Ce groupe est dit
finiment présenté s’il admet une présentation (8, R) avec 8 et R finis.

Par exemple, nous avons Fg ~ (S|0), Z* ~ (a,blaba='b~1) et Z/nZ ~
(ala™).

Pour un groupe G de présentation (8, R), il existe ainsi une application
7: 8 = G qui s’étend en un morphisme surjectif du monoide libre (SUS™1)*
sur G. On dit alors que le probléme du mot sur G est décidable (ou résoluble)
si Pappartenance d’un mot au langage {w € (SU81)* : m(w) = 1g} est
décidable.

A.2. Groupe nilpotent.

Pour f,g des éléments d'un groupe G, leur commutateur est 1’élément
[f.g] == faf g™

Un groupe G est abélien lorsque tous ses éléments commutent entre eux :
[f,9] = 1g, Vf,g € G. Nous utiliserons pour ces groupes la notation additive
+ pour la loi de groupe et écrirons f + ¢ a la place de fg.

Les groupes abéliens finiment engendrés sont complément caractérisé par
le théoreme de Kronecker : ils sont tous isomorphes a un groupe de la forme
78D 7)1 7 @ - ® Z/anZ pour des entiers d > 0, ay, .. .a, € N*,
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Définition A.9. Le rang d’un groupe abélien G est la dimension du Q-
espace vectoriel G @ Q.

L’exemple précédent a pour rang d.

Pour un groupe général G et deux sous-ensembles A, B C (G, nous notons
par [A, B] le sous-groupe engendré par les commutateurs [a, b] avec a,b € G.
Pour un groupe, on définit de facon récursive une suite de sous-groupes
emboités ou G; = G et Gi41 = [G, G| pour k > 0.

Définition A.10. On dit que G est un groupe nilpotent d’ordre d € N*,
si d est le plus petit entier tel que G441 est le groupe trivial {1g}. On dit
simplement nilpotent en omettant l'ordre d > 1.

Ainsi les groupes nilpotent d’ordre 1 sont les groupes abéliens. La no-
tion de groupe nilpotent est donc une généralisation de la notion de groupe
abélien. Le groupe de Heisenberg 3 (cf exemple dans la section est un
groupe nilpotent d’ordre 2 puisque le commutateur s commute avec tous les
éléments de H. Plus généralement le groupe des matrices n X n triangulaires
supérieures dont la diagonale n’est formée que de 1, est nilpotent d’ordre
n— 1.

Rappelons quelques propriétés des groupes nilpotents. Nous renvoyons le
lecteur a [34] pour une étude détaillée de leurs propriétés. N'importe quel
sous-groupe d’un groupe nilpotent finiment engendré est également nilpotent
et finiment engendré.

Définition A.11. Pour un groupe G, un élement g est dit de torsion s’il
est d’ordre fini : i.e. s’il existe un entier n > 1 tel que g" = 1g.
Dans le cas des groupes nilpotents :

— P’ensemble des éléments de torsion forme un groupe normal dit de
torsion et est noté T(G) :={g€ G:3In>1,¢" =1},

— un sous-groupe de torsion finiment engendré est fini.
A.3. Groupe résiduellement fini.

Définition A.12. Un (semi-)groupe G est résiduellement fini si pour toute
paire d’éléments distincts [ # g € G, il existe un morphisme 7 de (semi-
)groupe vers un vers un (semi-)groupe fini tel que m(f) # 7(g).

Dans le cas des groupes, il existe différentes caractérisations de cette pro-
priété. Ainsi un groupe G est résiduellement fini

— ssi pour tout élément g € G, g # 1¢g, il existe un groupe fini K et
un morphisme de groupe 7: G — K tel que 7(g) # 1k ;

— ssi l'intersection de tous ses sous-groupes d’indice fini est triviale.

Des exemples de groupes résiduellement finis sont les groupes finis, le groupe
libre, les groupes nilpotents finiment engendré, etc ... Par un résultat de
Mal’cev, les groupes linéaires finiment engendré engendrés, i.e. engendré
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par un nombre finis de matrices sur un coprs de caractéristique nulle sont
également résiduellement fini. Un sous-groupe d’un groupe résiduellement
fini est encore résiduellement fini. Le probleme du mot est résoluble pour les
groupes résiduellement finis.

A l'opposé, les groupes simples (sans groupe normal non trivial) infinis ne
sont pas résiduellement finis. Mentionnons également que le groupe abélien Q
des rationnels n’est pas résiduellement fini. En effet, sinon pour tout r € Q*
il existe un groupe fini K et un morphisme 7: Q — K tel que w(r) # 1k.
Pour I'élément r/|K| € Q, son image dans K est d’ordre fini (divisant |K]).
Ainsi 7(r) = |K|n(r/|K|) = 1k ce qui conduit & une contradiction.

Définition A.13. Un groupe est presque simple si tout sous-groupe normal
et soit fini soit a un indice fini.

Le théoreme des sous-groupes normaux de Margulis implique que beau-
coup de réseaux de Lie sont presques simples [63]. Des exemples typiques de
tels groupes sont SL(n,Z) pour n > 3.

A.4. Propriétés géométriques des groupes. Il existe une distance na-
turelle sur un groupe dénombrable pour lequel la multiplication a droite (ou
a gauche en fonction des conventions) agit comme une isométrie. Les pro-
priétés de cette distance sont reliées aux propriétés algébriques du groupe.
C’est particulierement le cas pour la notion métrique de croissance de groupe
que nous utilisons dans ce papier. Nous renvoyons le lecteur & [62] pour un
survol des propriétés de la fonction croissance d’un groupe.

Pour un ensemble fini 8§ de générateurs engendrent un groupe (8) la lon-
gueur fg(g) est la plus petite présentation (en terme de longueur de mot)
d’un élément g € (8) par des éléments de 8. Plus précisément, cette longueur
est définie par

ls(g) :=inf{n >1:9 =151 5,5 €SUS T U{lg}}.

Cette longueur donne une distance dg(g, h) := ¢s(g~'h) sur G invariante par
multiplication a droite.

La croissance d’un groupe finiment engendré G est alors donné par le car-
dinale de boule de rayon n centrée en ’élément neutre 1. Plus précisément,
la croissance (cumulative) d’'un groupe G engendré par un ensemble fini §
est pour un entier n > 0

sa(n) =[{g € G: ls(g) < n}|.
Cette fonction croissance est sous-multiplicative de sorte que la limite sui-
vante, w(G) := lim, 0 sg(n)"/" existe.
Nous disons que le groupe G a

— une croissance exponentielle si w(G) > 1;
— une croissance sous-exponentielle si w(G) = 1;

— une croissance polynomiale s’il existe des entiers c et d tels que
sg(n) < en pour tout entier n;
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— un degré polynomiale si G a une croissance polynomiale, et son degré
est d(GQ) := inf{d : 3¢, sg(n) < en? Vn} = limsup,,_, log sg(n) .

logn

— une croissance intermédiaire si G a une croissance sous-exponentielle
mais n’a pas une croissance polynomiale.
Dans tous les cas ces propriétés ne dépendent pas du choix des générateurs.

log s:(n)
logn

De plus si liminf,, s est finie, alors le groupe G a une croissance
polynomiale [83].

Les groupe libre sur N > 2 générateurs a une croissance exponentielle,
alors que les groupes nilpotents ont une croissance polynomiale. Ils sont
mémes typiques des groupes a croissance polynomiale par le célebre théoreme

de Gromov.

Théoréeme A.14. Un groupe & croissance polynomiale est virtuellement
nilpotent.

A.5. Moyennabilité.

Définition A.15. Un groupe G est dit moyennable s’il est possible de définir
sur G mesure non triviale, finiment additive et invariante par translation.

Rappelons qu’une telle mesure est une fonction pu: 26 — Ry telle que
pour tous sous-ensembles A, B C G

(1) si AN B =0, alors u(AU B) = u(A) + u(B);
(2) sige @G, alors u(Ag) = u(4);
(3) u(G) > o.

A la différence d’une mesure classique d’un espace mesuré, cette mesure p
est définie sur tous les sous-ensembles de G et ne vérifie pas la propriété
d’additivité pour des unions dénombrable d’ensembles (o-additivité). Nous
renvoyons le lecteur a [62] et [34] pour une présentation plus précise de cette
notion.

Par exemple, un groupe G fini est moyennable car il admet la mesure
w(A) = |A|/|G| qui vérifie tous les points (1)-(3). Mentionnons également
que

— les groupes nilpotents sont moyennables ;

— les sous-groupes et les facteurs de groupes moyennables sont moyen-
nables ;

— une extension d’un groupe moyennable par un groupe moyennable
est moyennable ;

— un groupe localement moyennable est moyennable.

A I'opposé le groupe libre n’est pas moyennable.

1l existe différentes caractérisations des groupes moyennables. Par exemple,
toute action continue d’un groupe moyennable sur un espace métrique com-
pact admet une mesure invariante.
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Il en existe également une a partir des suites de Fglner, particulierement
utile pour I’étude des automorphismes.

Si G est groupe engendré par un ensemble §, pour un sous-ensemble A C
G, le bord A de A est le sous-ensemble de G défini par 0A = {x ¢ A: 3s €
SUSlyc A x=ys}

Théoréeme A.16. Un groupe finiment engendré G est moyennable ssiinf |0A|/|A| =
0 ou l'infimum est pris sur tous les sous-ensembles de G.

De fagon équivalente, il existe une suite (Fy,)n>1 de sous-ensembles de G
tels que lim,, |0F,|/|Fy| = 0.

La suite (F,), est alors appelée suite de Folner de G. Comme la notion de
moyennabilité est indépendante du choix des générateurs, c’est également le
cas pour de la suite de Fglner.

De cette caractérisation, il est possible d’en déduire qu’un groupe a crois-
sance sous-exponentielle est moyennable : la suite des boules centrées en
Pélément neutre B, := {g € G : £3(g) < n} est une suite de Fglner. Par
exemple, pour G = Z¢, la suite d’ensemble ol F), = [—n; n]d forme une suite
de Fglner.

Cependant il ne s’agit pas d’une caractérisation puisqu’il existe des groupes
moyennables & croissance exponentielle (par exemple les groupes de Baumslag-
Solitar).
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