Université de Picardie Jules Verne Master 1 : Distributions TD 6 : Convolution des distributions Année 2008-2009.

Exercice 1 : Echauffement

a) Soit u ∈ C^∞(R^N ) et S ∈ E^′(R^N ). Montrer que < S, u > est bien défini. b) Comment définit-on le produit de convolution des deux distributions S ∈ E^′(R^N ) et T ∈ D^′(R^N ) ?

c) Calculer les convolutions suivantes :

δ_a ⋆ T_H , δ^′ ⋆ T_f , T ⋆ T_f , T ⋆ T_g,

où T ∈ E^′(R) et f et g les fonctions définies sur R, f : x → 1 et g : x → e^x.

Exercice 2 : Associativité

a) Soit S ∈ E^′(R^N ), T ∈ E^′(R^N ) et U ∈ D^′(R^N ). Montrer que (S ⋆ T ) ⋆ U = S ⋆ (T ⋆ U). b) Comparer (T_f ⋆ δ^′) ⋆ H et T_f ⋆ (δ^′ ⋆ H) où f : x → 1. Commenter.

Exercice 3 : Effets de e^{(x,a)}

Soit S ∈ E^′(R^N ), T ∈ D^′(R^N ). Pour un a ∈ R^N on définit la fonction f par :

f : R^N → R x → e^{(a,x)},

où (·, ·) désigne le produit scalaire euclidien dans R^N . a) Montrer que l’on a (fS) ⋆ (fT ) = f(S ⋆ T ).

b) Soit P l’opérateur différentiel défini par P (∂) = ∑ |α|≤2 cα∂

α où c_α ∈ C. Simplifier l’expression de P (∂)[fT ].

c) Trouver un opérateur différentiel Q tel que

Q(∂)[fT ] = fP (∂)[T ] pour tout T ∈ D^′(R^N ).

d) Soit E ∈ D^′(R^N ) une solution élémentaire de P . Trouver un opérateur dont fE est solution élémentaire.