Université de Picardie Jules Verne Master 1 : Analyse Numérique
TP 1 : Différences Finies pour ’équation de Laplace.

Dans un premier temps, on s’intéresse au probleme 1D :

—u" = f dans ]a, b,
u(a) = Q, (1)

ou f est une fonction continue.

Exercice 1 : Résolution par différences finies
On se propose d’utiliser la méthode des différences finies d’ordre 2 pour approcher la solution de (1).
Pour un entier N donné, on introduit la suite (x;);—0, nv+1 définie par z; = a+ih ot h = (b—a)/(N+1).
On notera U; la valeur approchée de u(z;).
a) En chacun des points x;, 1 < i < N Péquation (1) est approchée par

1
_ﬁ(Ui-H + Ui —2U;) = flx:) = fi,

et on a les conditions aux limites :
Up=aet Uyy1 =pP.

Ecrire les N équations d’inconnues U;, 1 < i < N sous la forme d’un systéme linéaire AU = F
onU = (Uy,---,Un).
b) Ecrire un script Scilab qui résout le probléeme des différences finies :
— Définir les données physiques a, b, o, S et f. On pourra choisir les données du TD 1. Les
fonctions peuvent étre définies grace a 'instruction deff :
deff (Cy=£f(x)’,’y=sin(x)’)
— Définir les données numériques : N et h.
— Construire le maillage, i.e. la suite (2;)o<i<n+1 en utilisant l'instruction linspace.
— Construire la matrice A. On utilisera la commande sparse :
e=ones(n,1)
A=diag(sparse(e,-1))
— Construire le second membre F.
— Résoudre le systeme et tracer sur une méme figure la solution exacte et la solution approchée
obtenue.

Exercice 3 : Vérification du code
a) Pour vérifier dans un premier temps la validité du résultat, on tracera sur un méme graphique
la solution approchée et la solution exacte.
b) Pour plusieurs valeurs de N calculer la norme de l’erreur entre la solution exacte et la solution
approchée :

= ) — U;l.
EN 121%)5\] lu(z;) il

Tracer erreur en fonction de h et retrouver numériquement ’ordre du schéma.



Exercice 4 : Conditions aux limites de type Neumann
On s’intéresse a présent au probleme :

—u" = f dans |a, b,
u'(a) = ga, (2)
u(b) = B.

a) Calculer p, le polynome d’interpolation qui passe par les points (0, ug) et (h,u1). Approcher la
dérivée u'(a) par p'(a). Quelle formule reconnait-on ?

b) Implémenter cette discrétisation et calculer 'ordre du schéma global. Quelle remarque fait-on ?

c) Proposer une amélioration.

Exercice 5 : DF pour 1’équation de Laplace en 2D

On considere a présent :
— Au = f dans |0, 1[x]0, 1],

u(z,0) = g1(z), z €]0,1],
u(z,1) = ga(x),z €]0, 1], (3)
u(0,y) = g3(y),y €]0,1],

u(l,y) = g9a(y),y €]0,1[.

a) Considérer un maillage du carré unité de 5 x 5 mailles et écrire les équations venant de la
discrétisation par différences finies du probleme (3). Ecrire le systéme matriciel correspondant.

b) Généraliser a un maillage de taille quelconque.

c) Programmer la méthode des différences finies pour résoudre (3). On utilisera les fonctions :
- meshgrid pour construire le maillage du plan.
- .*. pour construire une matrice définie par bloc.
- matrix pour réorganiser les matrices.
- surf pour visualiser la solution.
Pour tracer une jolie surface on pourra utiliser les instructions :

f=gcf ();

f.color_map = jetcolormap(128); //les couleurs s’etendent du bleu au rouge
surf (X,Y,Z) // trac\’e de la surface

ee=gce() // pour un courbe ’interpolee’

ee.color_flag=3
ee.thickness=0
f.children(1l) .view="24" // Vision 24

d) Vérifier votre programme : tracer 'erreur en fonction du pas de maillage.



