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Exercice 1 : Inverse de matrices par Caley-Hamilton

a)
b)

d)

Montrer que deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique.

Soit A € M,,(C). On note p son polynéme caractéristique ; on I’écrit :

n
p(x) = Z a;x’.
=0

Montrer que A est inversible ssi ag # 0.
Enoncer le Théoreme de Caley-Hamilton.

Soit A € M,,(C) inversible, montrer que

n
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Exercice 2 : Démonstration du théoréme de Gershgorin-Hadamard
Soit A € M,,(C). On définit le i“¢ disque de Gerschgorin comme suit :

Di={z€C/lz— Au| <) _|Ai;l}.
J#i
Soit (A, W) un élément propre de A. Expliciter la i€ ligne de 1’équation matricielle
AW = AW,
Soit ig tel que |W;,| = max; |W;|. Montrer que A € D, .

Montrer que les valeurs propres de A appartiennent a la réunion des N disques de Ger-
schgorin.

Exercice 3 : Application du théoréme de Gershgorin-Hadamard

a)

b)

Soit A € M3(C) donnée par

1+¢ 0 =144
A= 0 -3 i
—1+i i 2-2i
Identifier des régions du plan complexe ou peuvent se trouver les valeurs propres de A.

Méme question pour B en remarquant que B est hermitienne :

11—
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Exercice 4 : Matrices a diagonale strictement dominante
Soit A € M,,(C) a diagonale strictement dominante, i.e. qui vérifie la propriété suivante :

Vil <i<m, |Agl > Al
J#
Utiliser le théoreme de Gershgorin pour montrer que si A est a diagonale strictement dominante

alors A est inversible.

Exercice 5 : Produits de matrices définies par blocs
Soit M € My, +moni+ne(C) €t N € My, 40y p14po (C) deux matrices définies par bloc :

A B X Y
M = ; N = ;
C D Z W
avec A € My, 1, (C), B € My, xn,(C), C € My, 0, (C), D € My, 0, (C), X € My, . (C),
Y € My, p,(C), Z € My, p, (C) et W € My, 5, (C).

Calculer le produit M N.

Exercice 6 : Déterminant de matrices définies par blocs
Soit M € My, 4ms.n14n2(C) la matrice définie par bloc suivante :

M= ,
0 B

ou A € My, »,(C) est une matrice inversible.

a) Trouver trois matrices X, Y et Z telles que

v=(o ) (5 7)

b) Montrer que det(M) = det(A) det(B).



