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Convention : tous les corps sont commutatifs
et de caractéristique O.



K&, = KByp/(0f — 1)

qg € K transcendant sur Q).

Hn(q) = KBp/(o1 —q)(o1 +q7 1)

Théoreme. (Tits) Hn(q) ~ K&,
R: By — GLyN(K)

(R(o1) —)(R(o1)+qg 1) =0
& R Bp QLN(K)

-
-
-
-

Hp(q)




LFEn

T tableau de forme L

3
Exemple : L =1[3,2], T =|4|2
1|5
3 3
Exemple : (4 5) 42 = 5|2
1|5 14

T est dit standard s’il croit suivant les lignes
et les colonnes.

S; = k-espace vectoriel de base les tableaux
standard de forme L.

Eléments de Jucys-Murphy :

J=0ArnNn+2CrN+...+(r—-17r) e k6,

J?"er’ — JT’JT




L=[3,2]

3 4 5
e1 = 2|5 e> =|2|5 ez =24
1|4 113 13
4 5
eq =|3|5 e = |34
1|2 1|2
(1 2)L — dlag(171717_17_1>
1 O O
(45),;,=]10 My, O
0 0 M

On a Jre; = prjei,  prg € k.

(Jucys) {u,;|2 < r < n} détermine L et e;.



Tresses infinitésimales pures

La k-algebre de Lie des tresses infinitésimales
pures 7Tp(k), est definie par générateurs t;;, 1 <
1,7 < n et relations

tij = tji tii =0
[t;,t] = O #1{i,5,k, 1} = 4
[tijs tir. +te;] =0

On a une action de &,, donnée par

i = Ls(i)s(y)
L'algebre des tresses infinitésimales

est graduée par degt;; = 1, deg(s) = 0.

Yr =t1, +top + ... + tr—1r € Tn (k)

[Yra YS] =0



Associateurs de Drinfeld

Drinfeld a defini, pour tout corps k et tout
A € k, I'ensemble Assy (k) des series formelles
$ en deux variables non commutatives z and
y, qui satisfont

A(DP) = PRD (1)

®(y,z) = ®(z,y) " (2)

e>‘x/2d>(z,;v)e>‘z/2¢(y,z)e)‘y/QdD(ac,y) =1 (3)
ou z=—x —vy.

On sait construire explicitement ® -, € Assq(C),
Prz(z,y) = Prz(—z,—y) € Ass1(C)

Théo. (Drinfeld) Ass{(Q) # 0.

Un associateur de Drinfeld pair est un & ¢
Assy (k) tel que

CD(—ZC, _y) — CD(CC, y)



Morphismes de Drinfeld

Notations :

sr=(r r+1) € &,
Oor =0,_1. ..0'20‘%0‘2 ...0p_1 € Bp
Yr =t1, +top + ...+ tr—1r € Tn (k)

Morphisme :

® : By — Bp(k) = kSp, x UT,(K)

Al 41
Or (D(tfr,r—l—la Yr)sre 2 ®(Y, tr,r—|—1)

5’}" —> 6)\Y7’

oo = (o3, t10)52eM23/2D (12, 123)

Remarque : ni ®(a1) ni ®(8,) ne dépendent du
choix de ® € Ass)y (k).



Foncteurs

Soient A = Kk[[r]], K = k((h)). Tout p: Bp(k) —
Mpy(k) s'étend en p : Bnp(k) — Mpy(A) par
ﬁ(tzj) = hp(tzj) Si @ € Assy(k), on définit

®(p) = 5o D, : Bn — GLy(A)
Théoreme. Si A # 0,

—~

D : RepBn — RepyBn

est un foncteur « pleinement fidele », qui com-
mute a @, ®, dual. Il préserve I'indécomposabilité,
I'irréductibilité et |'absolue irréductibilité. De
plus, Si p est « unitaire », d(p) est « unitaire ».

Hom(®(p1), D(p2)) = Hom(p1, p2) ® A

« unitaires » pour p: p(&,) C On(k) et tp(t12) =
p(t12)

« unitaires » pour R = d(p) :

R(Bp) CUG(K) ={z € GLy(K) | = =t e(x)}
e: f(h) — f(=h)



Représentations de H,(q)

Soit L une partition de n et S; le k&y-module
simple correspondant. Il s’étend en p : B, (k) —

End(Sr) par p(t;;) =20 j) .

Si ® € Ass)y(k), ®(p) se factorise par Hp(q),
g = exp Ah, car ®(p)(o1) = p(s1) exp(Ahp(t12)/2).

Si & € Assy\(R) et Sy, est donné par le modele
orthogonal, EB(p) est unitaire pour h imaginaire
pur suffisamment petit.

Si de plus ® est pair, alors ®(p)(o,) est également
Ssymetrique.

Comme ®(p)(8,) = exp(Mhp(Y;)) et que
p(Yr) =2(Jr)r, On a

Vb, d' € Assy (k) P(p) ~ D' (p)



A= [3,2],d € Assqy(k),q = e

3 4 5
e1 =25 e> =215 ez3 =24
14 1|3 1|3
4 5
eq = 3|5 e = |34
1|2 1|2

o1 +— diag(q,q,q,—q %, —¢~ 1)

1 0 0
og— | O My(P) 0
0 0 Mo (D)

Md(dD) — ¢(2th, hD)Mde:Bp(th)CD(hD, Qth)
avec D = diag(d, —d).

Si Jre; = M ;€4 ore; = exp(QW’ih)eZ-.

_ ag ba(P)
Mal®) = ( (1 + agaly) /bu(®)  d )



Calculs
On sait calculer :
- by(Prz) € Clq) (J. Gonzalez-Lorca)
- by (Prz) € C(g) (méme méthode)

En particulier, le quotient des deux vaut

o C@n41) opt1, 0041
exp( 2 ot 1 2 ) Qn(d)

n=1

avec Qn(d) = (d+1)2ntl4(d—1)2ntl_pg42n+1
et h = h/(2im).

- by(Pg) pour &g € Assy (k).

En effet, b3(Pg) se déduit de b%(Pg). De plus,
dans le modele orthogonal, p est unitaire, donc
®o(p)(or) est unitaire, mais aussi symétrique
car dg est pair.

= b3(P0)* = 1 + aqay;



Modele unitaire

d__,—d
Notant [d], = £—L+ on obtient

9(®) = /[d+ 1lgld — 11¢/[d]g

et finalement MJ(®Pg) vaut

1 ( —qd ¢w+¢bw—nq>

[dlq \ \/Id + 14[d — 1], ¢

— représentations unitaires pour |¢g| = 1 proche
de 1.



Groupe de Grothendieck-Teichmuller
COP, = P,, C1P, = [Py, P], C"1T1P, = [P, CTPy).
Pn(k) =Ilim P,/C"P, ® k pour r > 1.

Bn(k) = (Bp x Pp(k)) /0.0 1, 0 € P, C Pp(k)

GT (k) est un groupe pro-algébrique sur k qui
agit (a droite) sur Bp(k),

7. GT(k) — k*, Ker m = GT71(k)
GT (k) = GT1(k) x k™

Groupe de Galois absolu

Gal(Q|Q) — GT — GT; — GT (1)

1—Gal(QIQ(py=)) — Gal(QIQ) —Z; —1

| | |

1 GT1(Q) GT(Q) —Q —1




Représentations GT-rigides

A = K[[h]], K = k((h)) que I'On munit de I'ac-
tion de a € k* sur f(h) par (f.a)(h) = f(ah).

La représentation

R=®(p) : Bn — GLx(A)

associée a p : Bp(k) — My(k) et & € Assy (k)
se prolonge en

R : Bp(k) — GLN(A)
On peut donc définir g.R pour g € GT1(k).

Définition. R est dite GT-rigide si elle est ab-
solument irréductible et, pour tout g € GT'(k),

g.R~ R.nw(g)

Alors, il existe Q € Z1(GT(k),PGLN(K)) tel
que

(9-R) () = Q(9) " (R(0).m(9))Q(9)
On en déduit un morphisme GT7 (k) — PGLN(K).



Action de GT'(k) sur les associateurs

Bn(k) )GT (k)
Ass(k) ¢ Hom (B (k), (M))X)
GT (k) G Hom (B (k), (Bn (1))
GT1(k) laisse stable Assy(k) pour tout A € k.

Si R= ®(p) et g € GT1(k),

g.R=(g.®2)(p)
En particulier, si $Kz($,y) = CDKz(—x, —y) et
Py =9.Pryz,

Drz(p) = Q9) 1 Prz(p)Q(9)



Représentations agrégeantes

Définition. Une représentation p : B,((k) —
Mp (k) est dite agrégeante si p(Y>),...,p(Yn)
engendrent les matrices diagonales.

Si R = ®(p), R(),...,R(5,) engendrent les
matrices diagonales de My (K).

Si R est GT-rigide, Qr(g) commute aux ma-
trices diagonales, donc ne dépend pas de ¢ et
se décompose en caractéeres linéaires

x . GT1(k) — Aq C K*

ou Ay = 1+ hA = exphA. Si p est unitaire,
a(P)(Bn) C U5 (K) donc log x(g) est une série
formelle impaire.



Actions galoisiennes sur H,(q)

Les représentations irréductibles de H,(q) sont
GT-rigides et proviennent de représentations
agrégeantes p de ‘5,.

Soient WV, ® ¢ Assi(k), W = ¢g.® pour g €
GTy(k),

V(p) = Q()P(PQ(g) !
et Q(g) = diag(wy,...,wyn)(g) ou les w; sont

des mondmes en les xo,...,Xn
bq(g-P)
Xa - GT1(k) — exp(hA) xq(9) =
ba(P)
Theéoreme. Les xo, ..., xn SONt algébriquement
indépendants.
Si T est standard,
wr(@= 1l  xapu (9

1<J
ci(T)>c;(T)



Actions galoisiennes a l'ordre 5

Pour tous a,b € k il existe g € GT71(k) t.q.

xq(g) = 1 — 16adh> — 128db(1 + 2d?)R° + . ..

et inversement tout x, (g) est de cette forme
pour certains a,b € k dépendant de g.

Pour k = , g € Gal(R|Q(u=)), a = r5(g)/2,
b=rg(g)/48, ol km(g) = k:(g)(Im~1-1) sont
les caractéres de Soulé :

Si ¢n = exp(2in/n), o € Gal(Q|Q(p=)),
1
U(Gflr?z,n) — U(Gm,n)%ggm(a)

avecC
m—l]

Em,n — H(Cg, - 1)[0,



Annexes



Classes de cohomologie

On a construit des cocycles
Xa € ZN(GT(K), A1), Ay =1+ hA

Comme x4(GT1(k)) #= {1}, la classe de x4 dans
HI(GT(k), A1) est non nulle.

Yy = logxyg @ GT(k) — Ap, Ag = hA. On
en déduit des représentations p; . GT(k) —

GL>(A)
- ( w(g9) Ya(9) )
0 1

Remarque. La suite d'inflation-restriction donne
0 — HY(k*, A1) — HYGT(k), A1) — HY(GTy(k), Ap)
et

H' (KX, A1) =~ H' (KX, A40) = [] H'(K*,km) =0
m>1

ol k;, désigne k muni de I'action de « € k* par
T +— oMz,

d'ou HI(GT(k), A1) C Hom(GTy(k), A7).



Autre exemple

Soit R la représentation de B3 définie par R(o1) =
diag(A, B,C) et R(oo) =

( (B4+C)BC C(AC+B2)  B(AB+C?)
(A—B)(A=C) (A=B)(A—C) (A=B)(A=0O)
C(BC+A?) (A+C)AC A(AB+C?)
(B—A)(B=C) (B=-A)(B-0C) (B-A)(B=0C)
B(BC+A?) A(AC+B?) (A4+B)AB

\(C—A)(C—B) (C—A)(C-B) (C—A)(C—-B) )

Elle est GT-rigide et agrégeante. Avec A = —1,
B = exph(3+4+wv)/2, C = exph(3 —wv)/2, on
obtient deux caracteres &>(g) =

1

1— Zav(v?—9)h3 — i1}(1}2 —9)(v2+T7)bRS + . ..
3 64

et

_ 1 2 3
§3(g) =1+ 1—6a(’0 +9)(v° —9)h

—I—%(v—l—@ (v2—9) (V2 —4v+27)b(vV°+T)h°+. ..



