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Convention : tous les corps sont commutatifs

et de caractéristique 0.



KSn = KBn/(σ2
1 − 1)

q ∈ K transcendant sur Q.

Hn(q) = KBn/(σ1 − q)(σ1 + q−1)

Théorème. (Tits) Hn(q) ' KSn

R : Bn → GLN(K)

(R(σ1)− q)(R(σ1) + q−1) = 0

⇔ R : Bn //
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GLN(K)

Hn(q)
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L ` n

T tableau de forme L

Exemple : L = [3,2], T =
3

4 2

1 5

s ∈ Sn : T 7→ s(T )

Exemple : (4 5)

 3

4 2

1 5

 =
3

5 2

1 4

T est dit standard s’il crôıt suivant les lignes
et les colonnes.

SL = k-espace vectoriel de base les tableaux
standard de forme L.

Éléments de Jucys-Murphy :

Jr = (1 r) + (2 r) + . . .+ (r − 1 r) ∈ kSn

JrJr′ = Jr′Jr



L = [3,2]

e1 =
3

2 5

1 4

e2 =
4

2 5

1 3

e3 =
5

2 4

1 3

e4 =
4

3 5

1 2

e5 =
5

3 4

1 2

(1 2)L = diag(1,1,1,−1,−1)

(4 5)L =

 1 0 0
0 M2 0
0 0 M2



Ms
d =

1

d

(
−1 d− 1
d+ 1 1

)

Mo
d =

1

d

 −1
√
d2 − 1√

d2 − 1 1


On a Jrei = µr,iei, µr,i ∈ k.

(Jucys) {µr,i|2 ≤ r ≤ n} détermine L et ei.



Tresses infinitésimales pures

La k-algèbre de Lie des tresses infinitésimales

pures Tn(k), est définie par générateurs tij, 1 ≤
i, j ≤ n et relations

tij = tji tii = 0
[tij, tkl] = 0 #{i, j, k, l} = 4
[tij, tik + tkj] = 0

On a une action de Sn donnée par

s.tij = ts(i)s(j)

L’algèbre des tresses infinitésimales

Bn(k) = kSn n UTn(k)

est graduée par deg tij = 1, deg(s) = 0.

Yr = t1r + t2r + ...+ tr−1,r ∈ Tn(k)

[Yr, Ys] = 0



Associateurs de Drinfeld

Drinfeld a defini, pour tout corps k et tout

λ ∈ k, l’ensemble Assλ(k) des series formelles

Φ en deux variables non commutatives x and

y, qui satisfont

∆(Φ) = Φ⊗̂Φ (1)
Φ(y, x) = Φ(x, y)−1 (2)
eλx/2Φ(z, x)eλz/2Φ(y, z)eλy/2Φ(x, y) = 1 (3)
[ . . . ] (4)

où z = −x− y.

On sait construire explicitement ΦKZ ∈ Ass1(C),

ΦKZ(x, y) = ΦKZ(−x,−y) ∈ Ass1(C)

Théo. (Drinfeld) Ass01(Q) 6= ∅.

Un associateur de Drinfeld pair est un Φ ∈
Assλ(k) tel que

Φ(−x,−y) = Φ(x, y)



Morphismes de Drinfeld

Notations :

sr = (r r+1) ∈ Sn

δr = σr−1 . . . σ2σ
2
1σ2 . . . σr−1 ∈ Bn

Yr = t1r + t2r + . . .+ tr−1,r ∈ Tn(k)
Morphisme :

Φ̃ : Bn → B̂n(k) = kSn n ÛTn(k)

σ1 7→ s1e
λt12/2

σr 7→ Φ(tr,r+1, Yr)sre
λtr,r+1

2 Φ(Yr, tr,r+1)

δr 7→ eλYr

σ2 7→ Φ(t23, t12)s2e
λt23/2Φ(t12, t23)

Remarque : ni Φ̃(σ1) ni Φ̃(δr) ne dépendent du

choix de Φ ∈ Assλ(k).



Foncteurs

Soient A = k[[h]], K = k((h)). Tout ρ : Bn(k) →
MN(k) s’étend en ρ̄ : B̂n(k) → MN(A) par
ρ̄(tij) = hρ(tij). Si Φ ∈ Assλ(k), on définit

Φ̂(ρ) = ρ̄ ◦ Φ̃|Bn : Bn → GLN(A)

Théorème. Si λ 6= 0,

Φ̂ : RepkBn → RepABn

est un foncteur « pleinement fidèle », qui com-
mute à ⊕, ⊗, dual. Il préserve l’indécomposabilité,
l’irréductibilité et l’absolue irréductibilité. De
plus, si ρ est « unitaire », Φ̂(ρ) est « unitaire ».

Hom(Φ̂(ρ1), Φ̂(ρ2)) = Hom(ρ1, ρ2)⊗A

« unitaires » pour ρ : ρ(Sn) ⊂ ON(k) et tρ(t12) =
ρ(t12)

« unitaires » pour R = Φ̂(ρ) :

R(Bn) ⊂ UεN(K) = {x ∈ GLN(K) | x−1 =t ε(x)}
ε : f(h) 7→ f(−h)



Représentations de Hn(q)

Soit L une partition de n et SL le kSn-module

simple correspondant. Il s’étend en ρ : Bn(k) →
Endk(SL) par ρ(tij) = 2(i j)L.

Si Φ ∈ Assλ(k), Φ̂(ρ) se factorise par Hn(q),

q = expλh, car Φ̂(ρ)(σ1) = ρ(s1) exp(λhρ(t12)/2).

Si Φ ∈ Assλ(R) et SL est donné par le modèle

orthogonal, Φ̂(ρ) est unitaire pour h imaginaire

pur suffisamment petit.

Si de plus Φ est pair, alors Φ̂(ρ)(σr) est également

symétrique.

Comme Φ̂(ρ)(δr) = exp(λhρ(Yr)) et que

ρ(Yr) = 2(Jr)L, on a

∀Φ,Φ′ ∈ Assλ(k) Φ̂(ρ) ' Φ̂′(ρ)



λ = [3,2],Φ ∈ Ass1(k), q = eλh

e1 =
3

2 5

1 4

e2 =
4

2 5

1 3

e3 =
5

2 4

1 3

e4 =
4

3 5

1 2

e5 =
5

3 4

1 2

σ1 7→ diag(q, q, q,−q−1,−q−1)

σ4 7→

 1 0 0
0 M2(Φ) 0
0 0 M2(Φ)


Md(Φ) = Φ(2hMd, hD)Mdexp(hMd)Φ(hD,2hMd)

avec D = diag(d,−d).

Si Jrei = µr,iei, δrei = exp(2µr,ih)ei.

Md(Φ) =

(
ad bd(Φ)

(1 + ada
′
d)/bd(Φ) a′d

)



Calculs

On sait calculer :

- bd(ΦKZ) ∈ C(q) (J. González-Lorca)

- bd(ΦKZ) ∈ C(q) (même méthode)

En particulier, le quotient des deux vaut

exp

−2
∞∑
n=1

ζ(2n+ 1)

2n+ 1
22n+1}2n+1Qn(d)


avec Qn(d) = (d+1)2n+1+(d−1)2n+1−2d2n+1

et } = h/(2iπ).

- bd(Φ0) pour Φ0 ∈ Ass01(k).

En effet, bsd(Φ0) se déduit de bod(Φ0). De plus,
dans le modèle orthogonal, ρ est unitaire, donc
Φ̂0(ρ)(σr) est unitaire, mais aussi symétrique
car Φ0 est pair.

⇒ bod(Φ0)
2 = 1 + ada

′
d



Modèle unitaire

ad =
1− q2

q(q2d − 1)
a′d =

q2d−1(q2 − 1)

q2d − 1

Notant [d]q = qd−q−d
q−q−1 on obtient

bod(Φ) =
√

[d+ 1]q[d− 1]q/[d]q

et finalement Mo
d(Φ0) vaut

1

[d]q

 −q−d
√

[d+ 1]q[d− 1]q√
[d+ 1]q[d− 1]q qd



−→ représentations unitaires pour |q| = 1 proche

de 1.



Groupe de Grothendieck-Teichmüller

C0Pn = Pn, C1Pn = [Pn, Pn], Cr+1Pn = [Pn, CrPn].

Pn(k) = limPn/CrPn ⊗ k pour r ≥ 1.

Bn(k) = (Bn n Pn(k))/σ.σ−1, σ ∈ Pn ⊂ Pn(k)

GT (k) est un groupe pro-algébrique sur k qui
agit (à droite) sur Bn(k),

π : GT (k) → k×, Ker π = GT1(k)

GT (k) = GT1(k) o k×

—————————————————
Groupe de Galois absolu

Gal(Q̄|Q) ↪→ ĜT → GTl ↪→ GT (Ql)

1 //

��

Gal(Q̄|Q(µl∞))

��

// Gal(Q̄|Q)

��

//Z×l
��

// 1

��

1 //GT1(Ql) //GT (Ql) //Q×l
// 1



Représentations GT-rigides

A = k[[h]], K = k((h)) que l’on munit de l’ac-
tion de α ∈ k× sur f(h) par (f.α)(h) = f(αh).

La représentation

R = Φ̂(ρ) : Bn → GLN(A)

associée à ρ : Bn(k) → MN(k) et Φ ∈ Ass1(k)
se prolonge en

R : Bn(k) → GLN(A)

On peut donc définir g.R pour g ∈ GT1(k).

Définition. R est dite GT-rigide si elle est ab-
solument irréductible et, pour tout g ∈ GT (k),

g.R ' R.π(g)

Alors, il existe Q ∈ Z1(GT (k), PGLN(K)) tel
que

(g.R)(σ) = Q(g)−1(R(σ).π(g))Q(g)

On en déduit un morphisme GT1(k) → PGLN(K).



Action de GT (k) sur les associateurs

Bn(k)
y

GT (k)

Ass(k) ⊂ Hom(Bn(k), (B̂n(k))×)

GT (k) xHom(Bn(k), (B̂n(k))
×)

GT1(k) laisse stable Assλ(k) pour tout λ ∈ k.

Si R = Φ̂(ρ) et g ∈ GT1(k),

g.R = (̂g.Φ)(ρ)

En particulier, si ΦKZ(x, y) = ΦKZ(−x,−y) et

ΦKZ = g.ΦKZ,

Φ̂KZ(ρ) = Q(g)−1Φ̂KZ(ρ)Q(g)



Représentations agrégeantes

Définition. Une représentation ρ : Bn(k) →
MN(k) est dite agrégeante si ρ(Y2), . . . , ρ(Yn)

engendrent les matrices diagonales.

Si R = Φ̂(ρ), R(δ2), . . . , R(δn) engendrent les

matrices diagonales de MN(K).

Si R est GT-rigide, QR(g) commute aux ma-

trices diagonales, donc ne dépend pas de Φ et

se décompose en caractères linéaires

χ : GT1(k) → A1 ⊂ K×

où A1 = 1 + hA = exphA. Si ρ est unitaire,

Φ̂(ρ)(Bn) ⊂ UεN(K) donc logχ(g) est une série

formelle impaire.



Actions galoisiennes sur Hn(q)

Les représentations irréductibles de Hn(q) sont
GT-rigides et proviennent de représentations
agrégeantes ρ de Bn.

Soient Ψ,Φ ∈ Ass1(k), Ψ = g.Φ pour g ∈
GT1(k),

Ψ̂(ρ) = Q(g)Φ̂(ρ)Q(g)−1

et Q(g) = diag(ω1, . . . , ωN)(g) où les ωi sont
des monômes en les χ2, . . . , χn

χd : GT1(k) → exp(hA) χd(g) =
bd(g.Φ)

bd(Φ)

Théorème. Les χ2, . . . , χn sont algébriquement
indépendants.

Si T est standard,

ωT (g) =
∏
i<j

ci(T )>cj(T )

χdT (i,j)(g).



Actions galoisiennes à l’ordre 5

Pour tous a, b ∈ k il existe g ∈ GT1(k) t.q.

χd(g) = 1− 16adh3 − 128db(1 + 2d2)h5 + . . .

et inversement tout χd(g) est de cette forme

pour certains a, b ∈ k dépendant de g.

Pour k = Ql, g ∈ Gal(Q|Q(µl∞)), a = κ∗3(g)/2,

b = κ∗5(g)/48, où κm(g) = κ∗m(g)(lm−1−1) sont

les caractères de Soulé :

Si ζn = exp(2iπ/n), σ ∈ Gal(Q̄|Q(µl∞)),

σ(ε
1
ln
m,n) = σ(εm,n)

1
lnζ

κm(σ)
n

avec

εm,n =
∏
a
(ζan − 1)[a

m−1]



Annexes



Classes de cohomologie

On a construit des cocycles

χd ∈ Z1(GT (k), A1), A1 = 1 + hA

Comme χd(GT1(k)) 6= {1}, la classe de χd dans
H1(GT (k), A1) est non nulle.

ψd = logχd : GT (k) → A0, A0 = hA. On
en déduit des représentations ρd : GT (k) →
GL2(A)

g 7→
(
π(g) ψd(g)
0 1

)
Remarque. La suite d’inflation-restriction donne

0 → H1(k×, A1) → H1(GT (k), A1) → H1(GT1(k), A1)

et

H1(k×, A1) ' H1(k×, A0) =
∏
m≥1

H1(k×, km) = 0

où km désigne k muni de l’action de α ∈ k× par
x 7→ αmx,

d’où H1(GT (k), A1) ⊂ Hom(GT1(k), A1).



Autre exemple

Soit R la représentation de B3 définie par R(σ1) =

diag(A,B,C) et R(σ2) =
(B+C)BC

(A−B)(A−C)
C(AC+B2)

(A−B)(A−C)
B(AB+C2)

(A−B)(A−C)
C(BC+A2)

(B−A)(B−C)
(A+C)AC

(B−A)(B−C)
A(AB+C2)

(B−A)(B−C)
B(BC+A2)

(C−A)(C−B)
A(AC+B2)

(C−A)(C−B)
(A+B)AB

(C−A)(C−B)


Elle est GT-rigide et agrégeante. Avec A = −1,

B = exph(3 + v)/2, C = exph(3 − v)/2, on

obtient deux caractères ξ2(g) =

1−
1

8
av(v2−9)h3−

9

64
v(v2−9)(v2+7)bh5+ . . .

et

ξ3(g) = 1 +
1

16
a(v+ 9)(v2 − 9)h3

+
9

128
(v+5)(v2−9)(v2−4v+27)b(v2+7)h5+. . .


