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Gy : le plus petit groupe de réflexion complexe exceptionnel.
Comme groupe fini, Qg X Z/37Z ~ GLy(IF3).
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3 2
s> =as“+ bs+c
H: =
(sitlsts=tst, 5 _ 224 pryc)

On va montrer qu'il y a de la torsion dans la Z[c]-algebre obtenue
viaa=b=0:

3 3
Ho = (s1,% | s15281 = 519,85 = S5 = C)
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s t
W = (s,t|sts=tst ,s3=1t3=1)

3 2
s> =as“+ bs+c
H: =
(sitlsts=tst, 5 _ 224 pryc)

On va montrer qu'il y a de la torsion dans la Z[c]-algebre obtenue
viaa=b=0:
Hn = _ 3 _ 3 _
0= (51,5 | 515281 = 25152, =55 = ¢)

~» premiére obstruction a ce que H soit libre de rang fini sur
Z[a, b, c|.



2.2\6  __ 2222222222222
c(sis3)’ = cs153S159515551555155515)



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52

2 21222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52
s1 5225151 s2(s1 512)522512522512522512522512522
cs1525151(5257 )52 555252525552 52



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52
s1 5225151 s2(s1 512)522512522512522512522512522
cs1525151(5257 )52 555252525552 52

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52
s1 5225151 s2(s1 512)522512522512522512522512522
cs1525151(5257 )52 555252525552 52
c?s15351(5157)s552555252 5252

35153515552 5552 555253



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52
s1 5225151 s2(s1 512)522512522512522512522512522
cs1525151(5257 )52 555252525552 52
c?s15351(5157)s552555252 5252
35153515552 5552 555253

3 2:2.2:2:2:2
c>s152(525152)5257 S5 575551 55



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255
S1535155505357 555255525557 55
5155(525152)5257 555255525352 535255
s15251(525152) 5555252525252 5252 52
s1 5225151 s2(s1 512)522512522512522512522512522
cs1525151(5257 )52 555252525552 52

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5

35153515552 5552 555253
3 2:2.2:2:2:2
c>s152(525152)5257 S5 575551 55

3 222222
c>s15251(525152)51 55575557 S5



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55

2 21222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5

2 2Ye2:2:2:2:2:2.2 2
cs1555151(5255 ) s7 55515551 5551 55

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5

c3s1525153525552 525252

3 2222

c>s152(525152)5257 S5 575551 55
222222

c>s15251(525152)51 55575557 S5

216262222
c>s150515152(5157 ) S5 515551 55

2.2

w w



cs?5352535753 575552555253
S1CS1555753 57555255 52555255

S1535155505357 555255525557 55
2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55

2 21222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5

2 2Ye2:2:2:2:2:2.2 2
cs1555151(5255 ) s7 55515551 5551 55

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5
35153515552 5552 555253

2.2:2:2:2:2
c>s152(525152)5257 S5 575551 55

222222
c>s15251(525152)51 55575557 S5

2
c>s150515152(5157 ) S5 515551 55
222

22222
2V 2.2
c*s1525151(5255)575557 S5

A~ W W W



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222222222
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55
2 N 222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5

2 2Ye2:2:2:2:2:2.2 2
cs1555151(5255 ) s7 55515551 5551 55

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5

35153515552 5552 555253
c
c
c
c

C

5152(525152) 525255525352 55
515251(525152)512522512522512522
5152515152(5157) 55525552 55
51525151(52522)512522512522

222 2
s15251(5157)s557 S5

g~ W W W



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222222222
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55
2 N 222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5

2 2Ye2:2:2:2:2:2.2 2
cs1555151(5255 ) s7 55515551 5551 55

c?s15351(5157)s552555252 5252
35153515552 5552 555253

c
c

C

5152(525152) 525255525352 55
515251(525152)512522512522512522
5152515152(5157) 55525552 55
c 51525151(52522)512522512522
cOs15251(515%)5352 55

c6(515251)5225125§

g~ W W W



222222222222
CS{ 555155571 55515551 555155

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222222222
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55
2 N 222222222
5155515152(5157)S5 755515551 5551 S5

2 2Ye2:2:2:2:2:2.2 2
cs1555151(5255 ) s7 55515551 5551 55

2. &2 3Ve2 2262 o222
c“s15551(5157)S55755 515551 S5
35153515552 5552 555253
c

C

5152(525152) 525255525352 55
515251(525152)512522512522512522
c3s152515152(5152 5552555255
c 51525151(52522)512522512522
cOs15251(515%)5352 55
c6(515251)5225125§

c65251(52522)51253

g~ W W W



2.2\6  __ 2222222222222
c(sis3)’ = cs153S159515551555155515)

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55
2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55

_ 2 21222222222
= s155515152(5157)S5 5155515551 5551 S5

— 2 2)o2:2:2:2.2.2.2 .2
= cs1555151(5255 ) ST 55575551 555155

_ 2. 2 N 2222202
= c“s15551(5157)5551 55515551 S5
= 351535152525252525252
2222222
5152(525152) 5257 555155 51 S
222222
515251(525152)51 55575557 S5

216262222
s152515152(5151)S5515551 S5

2V 2222
51525151(5255 ) 575557 S5

c
2\ 222
c?s15251(5151)5557 55
6 2,22
c®(s15251)5557 S5
6 2\ 2.2
c®sp51(5255)s755

= c’s(s157)s3

= C
= C
= C

1
o A W W W



2.2\6  __ 2222222222222
c(sis3)’ = cs153S159515551555155515)

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55
2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55

_ 2 21222222222
= s155515152(5157)S5 5155515551 5551 S5

— 2 2)o2:2:2:2.2.2.2 .2
= cs1555151(5255 ) ST 55575551 555155

_ 2. 2 N 2222202
= c“s15551(5157)5551 55515551 S5
= 351535152525252525252
2222222
5152(525152) 5257 555155 51 S
222222
515251(525152)51 55575557 S5

216262222
s152515152(5151)S5515551 S5

2V 2222
51525151(5255 ) 575557 S5

c
cOs15251(515%)5352 55
c6(515251)5225125§
c65251(52522)51253
= c’s(s157)s3

c852522

= C
= C
= C

1
o A W W W



2.2\6  __ 2222222222222
c(sis3)’ = cs153S159515551555155515)

22222222222
S51CS155 575551 5551 5551555155

S1535155505357 555255525557 55

2 2222222222
5155 (525152) 5257 S5 5755515551 5551 S5

2 2222022022022
515551(525152) 5755 57 5551 5551 5551 55

_ 2 21222222222
= s155515152(5157)S5 5155515551 5551 S5

— 2 2)o2:2:2:2.2.2.2 .2
= cs1555151(5255 ) ST 55575551 555155

262 2Ve2e2 o2 o2 2 2 2
= c“s15551(5157)5551 55515551 S5

= 3s1535152525252525252

— 2:2.2:2:2:2
= C°515(525152)5257 55575551 S5
- ¢ 22222

1
o A W W W

2
515251(525152)51 55575557 S5
_ 2) 22222
= C>s15515152(5157 )55 515551 S5
c
2\ 222
c?s15251(5151)5557 55
2
c®sp51(5255)s755
_ 7 2\.2
= c'sy(s157)s5
= cBss?

222
6 2.2
c®(s15251)5557 S5
= C9

2V 2.2
51525151(5255 ) 575557 S5
6 2\ 2.2



Donc ¢((s?s2)® — ¢8) = 0.



Donc ¢((s?s2)® — ¢8) = 0.

Proposition
(23)0 # 8



Donc ¢((s?s2)® — ¢8) = 0.
Proposition
(s53)° # c®

Démonstration.
On considere la Z-algébre Hyp obtenue en faisant a= b =c = 0.



Donc ¢((s?s2)® — ¢8) = 0.

Proposition
(23)0 # 8

Démonstration.
On considere la Z-algébre Hyp obtenue en faisant a= b =c = 0.
On construit un Hoo-module € sur lequel I'action de (s7s3)°

non nulle.



Donc ¢((s?s2)® — ¢8) = 0.

Proposition
(23)0 # 8

Démonstration.
On considere la Z-algébre Hyp obtenue en faisant a= b =c = 0.
On construit un Hoo-module € sur lequel I'action de (s7s3)°

non nulle.



Construction de & :



Construction de & :
On introduit les Z-modules libres suivants



Construction de & :
On introduit les Z-modules libres suivants

W = <W17W27W37"'>
W = (w),wy,wj,...)
y = <)/17)/2a}/37--->
y/ = <Y{7Yé7)/§a>

E=WaeWae)yae)



Construction de & :
On introduit les Z-modules libres suivants

w = <W17W27W37 >
W = (w),wy,wj,...)
Y = 2y
yl - (ﬁvﬁd’éa >

E=WoWayo)
On définit 51, S> € Endy(E) par

{Sl.Wr =0 {51'}4
Sow, =y Soyr = W

Stw, = Yo [ Suyg
52.W; =0 52.)/; =0

I
o

I
5



/ / / !
Yr yr‘+ 1 y'r'+2 y‘r‘+3 yr+4




On vérifie :

5155 = 555 =53 =53=0

et que 512522.W, = W,y forall r > 1.

Cela montre que &£ est bien un Hyg-module, sur lequel I'action de
(s252)° est non nulle.

De plus, si Hgp était finiement engendré comme Z-module, alors
Hoo.ws le serait également, ce qui n'est pas vrai.

Il faut donc absolument que ¢ soit inversible.

Par miracle, c’est suffisant. ..
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Sur R ="Z[a,b,c,c 1] :
Soit u; = R+ Rs; + Rs? = R+ Rs; + Rs; ™.
En utilisant

-1_ 1 -1 -1
Sy "S1S, T € C 7S1.585; "S2 + uilauy
on montre que
H _ —1 _ 2
= UjlpU1 + U1S2S; "Sp = UilaUy + U15251S?2

(5251252 commute a s1)
Cela permet de montrer que H est engendré comme ui-module par
8 éléments
-1
(1, les 55‘51’3, et sps57 " Sp)
donc comme R-module par 8 x 3 = 24 éléments.



Etat de I'art.
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Il 'y a une série infinie de groupes de matrices monomiales, les
G(de,e,n), d,e,n > 1. Dans ce cas la conjecture est connue par
Ariki et Ariki-Koike (1994).

Les cas restant sont en nombre fini. |l s'agit de 34 groupes
exceptionnels, dont 6 groupes de Coxeter. Il en reste 28.

lls se partagent en petits groupes (= groupes de rang 2) et grands
groupes (de rang 3 a 6)

(pour W < GL,(C), n est appelé le rang de W)

Pour n=2:

On peut supposer W < U,. Alors W = {£+/det(w)w; w € W}
est un sous-groupe de SU,. Or

SU>/Z(SUy) = SUs/{#1} ~ SO3(RR). Alors G = W /Z(W) est un
sous-groupe fini de SO3(R) (qui est primitif, irréductible).



3 possibilités :

1. G ~ SO3(R) N W(A3) Groupes Gg, ..., G7.

2. G ~ SO3(R) N W(Bs) Groupes Gg, ..., Gis.

3. G ~ SO3(R) N W(Hs) Groupes Gis, . . . , Gao.
Parmi ceux-ci :

> Gy = (s,t, | sts =tst,s3 =13 =1)

(Berceanu-Funar 1994, Broué-Malle 1994, M. 2011)

» Gg = (s, t, | sts = tst,s* = t* = 1) (Chavli 2012)

» Gip = (s, t, | sts = tst,s° = t> = 1) (Chavli 2013)
L preuves : Gs, Gio (Broué-Malle 1994),

2-Preuve : presque tout, (J. Miiller, date incertaine).
Difficulté particuliere en rang 2 : grand nombre de paramétres !
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Vers 2004, Etingof et Rains ont introduit de nouvelles
déformations de I'algebre de groupe d'un groupe de Coxeter.

RW = <51>"'75n | (S;Sj)mif _ 1,5,'2 _ 1>

H=(s1,...,s0 | sisjsi...=sjsjsj...,(si —u)(si—v)=0)
—_—— N—
mjj

E = (s,... s,,|Hs,sj ujk) = 0,57 =1)

Proposition

E est finiment engendré comme Z[ujj x, uij_.,}(]—module.

Wo = Ker(W — {£1}) est engendré par les gjj = s;s;.

= Eq = (sjsj; i,j) C E est finiment engendré sur Z[ujj x, uU_}(] et
est une déformation de |'algebre de groupe de Wp.
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Rappel : si G C GL(C) est un groupe de réflexions complexes
exceptionnel de rang 2, alors G/Z(G) ~ Wy C W pour W un
groupe de Coxeter fini de rang 3.

Comme Ejp est finiment engendré comme module

H est finiment engendré comme Z[u;, u; !, z, z~*]-module, ol z
est I'action d'un générateur de Z(B) ~ 7Z, ou B est le groupe de
tresses de G.

Avec un peu plus de travail, on montre : I'action de z on H est
annulée par un polyndme unitaire sur R (de grand degré), donc H
est finiment engendrée sur R.

(Mais cette approche ne donne aucun contrdle sur le nombre
d'éléments nécessaires pour engendrer H)



Rang > 3 : outre des groupes de Coxeter exceptionnels, il y en a 9,
dont 4 de rang 3.

» Gy : R=7Z[q,q7!], ordre 336.
> / (Broué-Malle 1994, M. 2011)

Gz O—0B—0
S t U
> \/ (M. 2012)
Gy Q@=—=0B—0
S t U

» Gp7 : R=7Z[q,q7!], ordre 2160.
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Cas de Gos
Ay = (s1,5,83 | - ..,5,3 = as,-2 + bs; + ¢) comme As-bimodule,
A3 = <51752>.

Théoreme

| 4 A4 e
Az + Azs3 Az + A3S§1A3 + A3S3S{153A3 + As W61A3 + AswpAs

> Ay = As+ AsssAs + Assy T Az + Assss;y Ts3As + Aswg T+ Aswo
(wp = 53525125253). ~> conjecture.
Autre démonstration : A" = (s1,53) ~ RO R, up = (sp) ~ R.
Proposition
Ay = AnpA A +Ax, +Ax_ + Ay

1.-1

avec x; = 52(5153)551(5153)52 L X = 551(5153)_152(5153)_ s,
yi = 5(s5183) " Lsa(s183) Lsn, vy = 52_1(5153)52_1(5153,)52_:l



Rang > 4 : outre des groupes de Coxeter exceptionnels, il y a en
5:
» / Gy : R=17Z[q,q7 1], ordre 7680 (Pfeiffer-M., 2013).
(2)V
s t u

» G31: R =17[q,q ], ordre 46080.
v/ Gs2, ordre 155520 (M. 2011)

Gn 0000

v

v

Gss : R =Z[q,q 1], ordre 51840.
Gas : R = Z[q,q ], ordre 39191040.

v



Pour G32 .
par induction, on a besoin des deux démonstrations pour Gps.
Pour

Gpg = (s, tyu,v | ..., v(tu)v(tu) = (tu)v(tu)v)

on consideére la sous-algebre Hy de I'algébre de Hecke H engendrée
par s, t, u, et Wy le sous-groupe de W correspondant.

v
Gag © ‘]—}

W /W, a 160 éléments, que I'on peut exprimer en 160 mots
X1,---,X160 €n S, t,u,v =123 4.
Le graphe de Cayley des cosets a la figure suivante.







Il faut ensuite vérifier que la multiplication a droite par les quatre

générateurs laisse stable
160

Z Ho.X,'
i=1

Il faut donc remplir 160 x 4 entrées de la forme suivante



x x.2 x.3 x4
X =g 2-x 3.-x X2
x2 =4 X3 X4 qx1 + (g—1)x
x3 =42 qxz + (g—1)x X6 2-x
x4 =43 X7 qxa + (g—1)x 3-x
xg =423 Xo qxs + (g—1)x X26
xy =432 gxs + (g—1)x x11 X32
xo = 4232 qxe + (CI*] )X X14 ( )
x17 =4323 X14 qxz + (q—] )X ( )
x14 =42323 | qx11 + (g—1)x qxo + (q—1)x Xs50
X26 = 4234 (2.8) 2-x qxe + (q—1)x
x32 = 4324 3-x 323 . x qx7 + (q—1)x
x50 =423234 | (211) (212)  qrra+ (a=Dx



Exemple de calculs :
(243)  xs44 = fxi29 = H(q—T)xizr — é(q—”zm + é[q—U%; —q(q—1)2'3"2- x4s — (q=1)*1 - x35
+(q—1)2'32 - xg3 + (q—1)?3231 - x33 — (q—1)?32 - xs0 + ((q—1)*323'1 + q(q—1)72'32132'3") - x34
xsa.4— (q—1)xs1.324 = q42323412/324 = q42323142324 = q4232312/3242'32
= (%122 — q(q—1)x30 — (q—1)%xs1).2'32

x51.324 20 2732 xgy + (4113231 - xa3 — (q—1)32 - g0 + (q—1)2(323' — 2'32)1 - %34
q%122.2'32 = %122.232 — (4—1)%122.32 = X129 — (q—1)x127
%39-2'32 = X35.232 — (q—1)39.32 2 G232 x40 + (q—T)1 - 356 — (q—1)2'321323 - x50
qxs1.2'32 = x51.232 — (q—1)xg1.32 = %90 — (q—T)xz7
X544 = %122.2'32 — (q—1)2xg).232 + (q—1)x51.324 — q(q—1)x39.2'32
(x129 = (q=T)x127 = (q=1)"x90 + (q=1)’xs7) — (q=1)(q2'3'2 - x4 + (q—T1)1 - x36 — (q—1)2'321323" - x34)
H(g-1)(2'32 - xes + (q—1)3231 - x33 — (q—1)32 - xs0 + (q—1)3(323T — 2'321) - x34)

1
q



Merci |



