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Abstract. This paper is devoted to characterizations of the (reduced) Burau representa-
tion of the Artin braid group, in terms of rigid local systems. We prove that the Burau
representation is the only representation of the Hecke algebra for which some local system
associated to every linear representation of the braid group is irreducible and rigid in the
sense of Katz. We also use previous results to give a characterization of the corresponding
Knizhnik-Zamolodchikov system.

1 Introduction

La représentation de Burau [Bu36| est la premiére représentation non triviale connue
du groupe de tresses, et également la plus étudiée. Elle donne lieu au premier des invariants
polynomiaux des nceuds, le polynome d’Alexander. Elle fut également la premiere a étre
munie d’une structure unitaire [Sq84], et la premiere pour laquelle ont été démontrés des
résultats de (non-)fidélité. Elle intervient d’autre part dans de nombreuses constructions de
représentations du groupe de tresses, comme la construction d’induction de Long [Lo94].

Nous présentons ici une caractérisation de cette représentation parmi les représentations
irréductibles du groupe de tresses. On savait déja caractériser cette représentation a partir
de sa dimension, puisque c’est la « plus petite » des représentations non triviales du groupe
de tresses [Fo97]. L'originalité des résulats présentés ici est, d’abord qu’ils ne font pas
intervenir cette dimension, ensuite qu’ils prennent appui sur une théorie connexe, celle des
systemes locaux rigides.

Le point de vue présenté s’appuie en effet sur l'existence d'un sous-groupe (sous-
normal) du groupe de tresses qui est isomorphe a un groupe libre. On peut caractériser
les représentations du groupe de tresses issues de l'algebre de Hecke de type A a par-
tir du spectre d’un des générateurs d’Artin, et nous montrons que les représentations
irréductibles de I'algebre de Hecke sont déja irréductibles pour ’action de ce sous-groupe
libre. Un invariant important pour ces représentations irréductibles d’'un groupe libre, ap-
paru récemment, est alors I'index de rigidité de Katz. Il permet notamment de déterminer
certaines représentations remarquables du groupe libre, dites rigides (physiquement rigides,
linéairement rigides selon les auteurs). Nous montrons ainsi que les seules représentations



irréductibles de I'algebre de Hecke qui sont rigides pour ’action de ce sous-groupe sont les
représentations de Burau, et on obtient ainsi une premiere caractérisation

Théoreme 1. Soit n > 3. Pour des valeurs génériques de q € €, les seules représentations
de H,(q) qui sont irréductibles et rigides sous l’action du groupe libre sont, soit de dimen-
sion 1, soit des représentations de Burau.

On remarque plus loin que les représentations de dimension 1 ont également une ca-
ractérisation tres simple en terme de rigidité. On peut également les caractériser a partir
du spectre des générateurs d’Artin. Cette caractérisation est donc bien essentiellement
indépendante de la dimension.

Les représentations de Burau, comme plus généralement les représentations de ’algebre
de Hecke, peuvent s’obtenir comme monodromie d’un systeme de Knizhnik-Zamolodchikov
(KZ) symétrique (voir plus loin). Nous appelons « systeme de Burau » le systeme KZ clas-
siquement associé a la représentation de Burau. En s’appuyant sur un résultat précédent,
on démontre une deuxieme caractérisation

Théoreme 2. Les seuls systemes KZ symétriques G, -irréductibles et rigides sont les
systemes de Burau.

Notations

De fagon générale, si P désigne une (in)égalité, on définit (P) =1 si P est vraie, (P) =0
si P est faux. Un diagramme de Young est une suite décroissante (A;);>1 d’entiers naturels
dont presque tous les termes sont nuls. On définit

|)‘| = Zf;)\i
o) = 25N # Ai)
h(A) = sup{r | A #0}

Le nombre || est appelé la taille de A, §(\) son nombre de décrochements, h(A) sa longueur.
On dit que A est une partition de |A|. On note X la partition duale de A, définie par
N, =#{j | A\; > i}. On notera encore dim(\) la dimension de la représentation du groupe
symétrique associée a A\, A, (\) (resp. A_(A)) la multiplicité de 1 (resp. —1) dans le spectre,
sur cette représentation, d'une transposition quelconque. On a A4 (A) + A_(\) = dim(A).

2 Généralités

2.1 Algebres de Hecke et groupe de tresses

On rappelle que le groupe d’Artin B,, peut étre défini, pour tout n > 2, par générateurs
o1,...,0,_1 et relations

0,05 = 0405 |’l—j‘22
0i0i+10; = 0i1100i41 1 <1 <n—2



Le groupe d’Artin admet comme sous-groupe distingué le groupe des tresses pures P,
noyau du morphisme B,, — &,, défini par 0; — (i i+1), ou &,, désigne le groupe symétrique
sur n lettres et (i j) la transposition de i et j. Un systeme de générateurs de P, est fournit,
pour 1 <17 < j <mn, par

Yij = 0i0i41 - - - O'j_QO'?_lO'j__IQ - cr;rllai_l.
L’algebre de Hecke H,(q) de type A est un quotient remarquable de CB,. On fixe un
nombre complexe non nul ¢, et on considere ’algebre quotient de CB,, par les relations

(05— q)(oi+4¢7) =0

pour 1 <i <n—1. Pour ¢ = 1, on retrouve le quotient CB,, — C&,,. Si ¢ n’est pas une
racine de l'unité, il est classique que H,(q) ~ CG&,,. De plus, si n est fixé, H,(q) ~ CG,
pour des valeurs génériques de ¢, c’est-a-dire dans un certain ouvert de Zariski non vide
de C. On a en particulier une correspondance entre représentations irréductibles de &,, et
représentations irréductibles de H,(q). On peut expliciter cette correspondance de fagon
treés naturelle en termes de représentations de monodromie (systemes KZ).

2.2 Monodromie
2.2.1 Systemes Fuchsiens

Un systéme Fuchsien (sur CP!) est la donnée d'une 1-forme méromorphe sur CP; a va-
leurs dans 'algebre de Lie gl(V') des endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension
finie V', qui s’écrit sous la forme

oua; € gl(V),a1+...+a, =0, et a,...,a, € CP! sont deux & deux distincts. Pour
simplifier, on suppose que w(z) n’admet pas de pole a 'infini, i.e. a; # oo, et on fixe une
fois pour toute la famille des «;. Un systeme Fuchsien s’identifie donc a un n-uplet a =
(ay,...,a,) d’éléments de gl(V') qui vérifie a; + ...+ a, = 0. Remarquons que les systemes
Fuchsiens forment, dans gl(V)", un sous-espace vectoriel. En particulier, on notera, pour
h € C, ha = (hay, ..., ha,).

A tout systeme Fuchsien est associé par monodromie, apres choix d'un point base,
une représentation du groupe fondamental de la sphere privée de n points, c’est-a-dire du
groupe libre sur n — 1 générateurs. Plus précisément, on choisit un point base quelconque,
et des lacets ci, ..., ¢, tels que ¢; soit homotope au lacet trivial dans CP' \ {a; | j # i},
d’indice 1 par rapport a «;, et tels qu'une présentation du groupe fondamental considéré
se résume a la relation

C1Cy ... Cp—1Cy = 1.

La monodromie d'un tel systeme est alors formée d'un n-uplet (A4;,...,A,) € GL(V)
vérifiant Ay ... A, = 1. Ici, A; désigne la monodromie de w(z) le long du lacet ¢;. Il est
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classique, depuis Fuchs, que A; est conjugué a exp(2ira;) dés que a; est semi-simple et que,
pour tous A, u € Sp(a;), A —u & 7\ {0}.

2.2.2 Systemes KZ

On note

I’espace des n-uplets de complexes deux a deux distincts. Cet espace est muni d’une action
naturelle de &,, par permutation des composantes, P, = m (C?), B, = m(C?/&,,). Un
systeme K Z est la donnée de n(n — 1)/2 endomorphismes t¢;; de gl(V), ou 1 < i,5 < mn,
ti; = tj; et t;; = 0, tels que la 1-forme, également appelée systeme K7,

dz; — dz;
wz)= Y, t———2

1<i<j<n ¢ J
soit intégrable. La condition d’intégrabilité est celle des tresses infinitésimales pures

[tzjutkl] =0 #{Z)jv k7l} =4
[tij, tie +ti;] =0

Les systemes KZ, contrairement aux systemes Fuchsiens, ne forment pas un espace vectoriel,
mais au moins un cone, car les relations de définitions sont homogenes. Une fois fixé un
point base, on peut choisir des lacets 7; ; dans C} qui satisfont aux relations des tresses

pures, et tels que

i dZi — de —1

2im Yij Zi — Zj -
On a une fibration C? — C"~! par omission de la derni¢re composante. Chacune des fibres
est alors isomorphe a C privé de n — 1 points, donc & CP! privé de n points. Le point base
choisi sur C?, projeté sur C"~ 1, correspond & une fibre particuliere, et & tout systéme KZ

est ainsi associé un systeme Fuchsien, plus précisément le systeme

(tl,na t2,n> e atnfl,na _<t1n + t2,n + .. -tnfl,n)) .

On peut enfin choisir les lacets 7, ,, pour 1 <17 < n, de telle fagon qu’ils soient entierement
contenus dans cette fibre particuliere. C’est ce que nous ferons désormais.

Si maintenant on suppose que V' est muni d’une action linéaire du groupe symétrique
S, on peut déduire d'un systeme KZ une représentation de B,, = 71 (C?/&,,) a la condition
que w(z) soit &,-équivariante pour I'action diagonale de &,, sur C? x V', ce qui se traduit
par la condition

Stijsil =1s@i),s(j) SE G,
ou l'on identifie une permutation de &,, & son image dans End(V). On dira qu'un tel
systeme K7 est symétrique.



2.3 Rigidité

Les systemes Fuchsiens jouent un grand role dans 1’étude du probleme de Deligne-
Simpson en général, et des systemes rigides locaux en particulier. Dans ce type de probleme,
on étudie les n-uplets A = (Ay,...,A,) € GL(V)" tels que A1A5... A, = 1, que l'on
appelle des systemes locaux. Dans de nombreux cas (probleme de Riemann-Hilbert), un
tel systeme est la monodromie d’un systeme Fuchsien. Bolibruch et Kostov ont récemment
démontré que tel était le cas pour des systemes irréductibles, ¢’est-a-dire quand V' n’admet
pas de sous-espace stable propre pour l'action de Ay, ..., A,.

Rappelons d’autre part qu'un systeme local irréductible est dit rigide s’il est déterminé a
conjugaison simultanée pres par les classes de conjugaison de chacun des A;. Si dimV =1,
il est clair que tout systeme local est rigide. Nicholas Katz [Ka96] a montré que tout
systeme local s’obtenait de maniere algorithmique a partir d'un systeme de dimension 1 par
une suite d’opérations élémentaires, la plus importante étant un foncteur de convolution.
L’application de ce foncteur de convolution sur des systemes de dimension 1 fait apparaitre
la représentation de Burau du groupe de tresses. D’autre part, N. Katz a caractérisé les
systemes rigides a ’aide d'un invariant numérique d’origine géométrique qu’il appelle index
de rigidité. Si I'on note codimZ(A) la codimension du centralisateur de A, indifféremment
dans GL(V) ou End(V) (cf. [Ka96] p. 16, preuve du th. 1.1.2), 'index de rigidité d’un
n-uplet de matrices (non nécessairement irréductible) est défini par

rig(A) = 2dim(V)? — Z codimZ(A;).

=1

Katz montre que, si A est irréductible, alors rig(A) < 2. Dans ce cas, A est rigide si et
seulement si rig(A) = 2.

Comme chacun de ces systemes locaux (« multiplicatifs ») irréductibles provient d'un
systéme Fuchsien (« additif »), il est naturel d’essayer de définir ces notions au niveau
du systeme Fuchsien lui-méme. Dettweiler et Reiter ont établi dans [DR0O0] une version
« additive » de l'algorithme de Katz. On peut en effet définir de la méme facon, pour
un systeme Fuchsien, les notions d’irréductibilité, de rigidité, et 'index de rigidité par la
méme formule. Si a est irréductible, on a encore rig(a) < 2, avec égalité si et seulement
si a est rigide. Les relations entre un systeme Fuchsien a = (aq, ..., a,) et sa monodromie
A= (Ay,..., A,) sont condensés dans la proposition suivante, ot 'on a noté, pour h € C,
A" 1a monodromie de ha. Nous ne prenons pas ici en compte le point base, qui ne fait pas
varier la classe d’isomorphisme des n-uplets correspondants.

Proposition 1. On a les propriétés suivantes :
(1) A irréductible = a irréductible.
(2) Sia est irréductible, alors, pour h en dehors d’un ensemble localement fini, Al est
wrréductible.
(8) Siles a; sont semi-simples, pour h en dehors d’un ensemble localement fini, rig(a) =

m’g(éh).



Preuwve — (1) découle de I'expression de A comme intégrale itérée de Chen, i.e. comme
série convergente en les a;. (2) est par exemple un cas particulier de [Ma02], prop. 1.
D’apres la théorie de Fuchs, chaque A; est conjugué a exp(2ima;). (3) découle alors de
Z(exp(2irz)) = exp(Z(z)) pour z semi-simple. cqfd.

2.4 Algebre de Hecke infinitésimale

Nous avons introduit dans [MaOlc, MaOla] une version « infinitésimale » de I’algebre
de Hecke générique de type A. Nous considérons ici sa version « pure », ¢’est-a-dire la sous-
algebre de Lie ‘H,, de CG,, engendrée par les transpositions. Si ’on note 7, I'algebre de Lie
des tresses infinitinitésimales pures, on a un morphisme 7,, — H,, définit par t;; — (i j).

A tout A partition de n, on associe classiquement une représentation irréductible de
'algebre de Hecke générique H,(q), que I'on considére comme représentation du groupe
des tresses a n brins B,,. En particulier, a [n—1, 1] ou a son dual correspond la représentation
de Burau, a [n] ou [1"] correspondent les représentations 1-dimensionelles de B,. On en
déduit une action du groupe de tresses pures F,, muni de ses générateurs habituels ;;
pour 1 < i < j < n, donc une représentation du groupe libre a n générateurs engendré par
Yims- -+ Yn—1n- En particulier, on obtient un n-uplet

T\ = (Vl,nv < Yn—1,n, ’ygfllm cee ’yli,rlz)

dont on veut déterminer les propriétés. Un tel n-uplet provient par monodromie d'un
systeme Fuchsien, dont les poles simples correspondent a ’action des tresses infinitésimales
tin sur la représentation du groupe symétrique associé a A, ou t; ,, agit comme la transpo-
sition (i n). Les propriétés éventuelles d’irréductibilité et de rigidité de T sont reliées a
celles des éléments semi-simples

th=((1n),....,(n—1n),—hy,)
ou h,, désigne le n® élément de Jucys-Murphy
(In)+2n)+...+(n—1n),
et ou l'on a identifié les éléments de CGS,, a leur action sur la représentation associée a .

En particulier, si ’on note, pour tout n-uplet (Ay, ..., A,) de My(C), Z(A;) le centra-
lisateur de A; dans GLy(C) (ou My(C)), et

rig((Ay, ..., Ay)) = 2N? — Zcodim(Z(Ai))

I'index de rigidité du n-uplet considéré, on a

rig(Ty) = rig(ty).



pour des valeurs génériques de ¢ € C. On appellera ce nombre I'index de rigidité de A, et on
le notera rig(\). A sera dit rigide si les n-uplets associés le sont, ¢’est-a-dire si rig(\) = 2,
et librement irréductible si les n-uplets associés sont irréductibles.

On montre alors

Proposition 2. Soit n > 3, et A F n. Pour des valeurs génériques de q, \ est librement
wrréductible.

Preuve — 11 suffit de vérifier que la représentation du groupe symétrique associée est
irréductible pour l'action des éléments de t,. Cela découle alors du fait que le groupe
symétrique est engendré par les transpositions de la forme (i n). cqfd.

La section suivante est consacrée a la démonstration du théoréme

Théoreme 1. Soit n > 3, et A\ F n. \ est rigide pour des valeurs génériques de q si et
seulement si
A e {[n], [n—1,1],[2,1777], [17], [2, 2]}

On remarque tout d’abord que les représentations indiquées sont bien rigides. Pour les
représentations de dimension 1, ¢’est évident. Pour la représentation standard [n—1, 1] (ou
sa duale), qui correspond a la représentation de Burau (réduite) du groupe de tresses B,
et pour A = [2,2], qui est le relevé de [2, 1] par un homomorphisme classique B, — B, cela
découle d’un calcul immédiat, par exemple a partir des formules de la section suivante.

3 Rigidité de ’algebre de Hecke

3.1 Calcul de rig(\)

On a toujours rig(\) < 2. On veut donc montrer rig(A) < 2. On calcule cet index sur
ty plutot que sur T. La codimension du centralisateur d’une transposition ne dépend pas
du choix de celle-ci, puisqu’elles sont toutes conjuguées. On a en fait, sur A,

codim(Z((i 7)) = dim(\)? — A+ (\)? — A_(N)? = 24, (W A_(\).

Pour A partition de n, et p partition de n — 1, on note A " u si, pour tout i, A; < ;.
D’apres les propriétés bien connues des éléments de Jucys-Murphy et la regle de Young,
on a

codim(Z(hy,)) = dim(A)* = dim(u)*.

Ainsi,

O = dim(n? |1 - D24 (VAN dim(p))*
rig(\) = dim(\)? |1 Gim(\)? +%(dim(A))].



Le calcul de cette fonction de A\ n’est aisé que dans des cas tres simples, par exemple pour
la représentation de Burau, ou pour les diagrammes carrés de coté n. Dans ce dernier cas
par exemple on obtient

21
rig([n"]) = dim(\)? [2 — —(n 5 )] .
Dans le cas général, il semble difficile de simplifier cette expression de I'index de rigidité
rig(A\) de A, bien qu’il soit tres facile de calculer rig(\) pour un diagramme donné. Nous
nous contentons ici de déterminer les diagrammes qui sont rigides, c’est-a-dire ceux dont
I'index de rigidité est 2. Pour ce faire, nous allons majorer rig(\).

Comme, pour tout u /A, dim(x) < dim(\), si 'on pose

24, (NA_(N)

FA)=146XN) —(n 1)T(/\)27

on a rig(\)/ dim(\)? < F()), il suffit de montrer que F'(A) < 0 pour en déduire que A n’est
pas rigide.

On rappelle la notation de Frobenius des diagrammes de Young. On peut coder un
diagramme de Young par un triplet (a,b,r) ol r est un entier naturel, a = (ay,...,a,),
b = (by,...,b.), sont des suites strictement décroissantes d’entiers naturels. \ est alors
entierement déterminé par le fait que

A = i4a pouri<r
N, = i+0b pouri<r

La valeur du caractere associé a A\ sur une transposition, c’est-a-dire A, () — A_(A), est
alors donné, suivant une formule dte a Frobenius (cf. [FHI1] p. 52), par

AN —A () = SRS (b + 1) — (ai(a; + 1)
= SEm(A)) Zz 1 bzz +b; — a —

Comme Ay (N) + A_(\) = dim()), on en déduit, en posant S =7 (b; — a;)(b; + a; + 1),

Ac()) = di“;m (1 + ﬁs)

n—1

d’ou

24, (NA_(A) = @ (1 - mﬁ)

On introduit enfin, pour tout 1 <i <7,

m; = |a; — bi| = [N — Ail,



et ms = supm,;. On a alors
|S\<Z]b a;|(b; + a; + §mmZ(bi+ai+1):moon,

d’ot, si 'on pose
n—1 m?
-1 - oo
G(N) +0(A) 5 + - 1)

on a toujours F'(A) < G(A). On va maintenant majorer G(\).

Remarque. On peut également s’intéresser au n(n — 1)/2-uplet formé de toutes les trans-
potions. Au niveau de I'action du groupe de tresses, il correspond au groupe engendré par
les générateurs a;; de Birman-Ko-Lee. C’est un n(n — 1)/2-uplet convenable, puisqu’il est
irréductible et que la somme de tous ses termes est un scalaire sur toutes les représentations
irréductibles du groupe symétrique (c’est un élément central de C&,,). Si 'on note, dans
cette remarque, R(A) son index de rigidité, on obtient de la méme fagon que précédemment

R(\) :<L_Mn—U S ><4VQ)

> dim(\)2 I Tmm-n)Sim-n

avec V(A) =4n —4 —n(n — 1) + m% n. Or, dim(A\) > 1 & mq < n — 2, ce qui implique
V(A) < —2n%+7n—4 < 0des que n > 3. On en déduit que les seuls A rigides en ce sens
sont les représentations unidimensionelles de &,,.

3.2 Triangles effilés

On remarque que G(A) ne dépend que de §(A), |[A\| = n, et my. On va montrer que
G(N\) < G(\y), avec \g un diagramme d’une forme déterminée de fagon unique par §(\), n
et A\g. On montre d’abord les propriétés suivantes, valables pour tout diagramme de Young

A. On fixe A, et on note d = 6(\).
Lemme 1. Pour touti>1, ona X\ >d—i+1et N, >d—i+ 1. De plus,
d(d+1)

n>———+MmMmy
- 2

Prewve —  On fixe i > 1. Comme §(A) = 0()), la deuxieme inéquation découle de la
deuxieme. Or

d=" (O # Mis1) <z—1—|—z Ao — As1) =i — L+ N
k=1 k=i

Il nous reste a démontrer la derniere inéquation. Par définition, il existe k& > 1 tel que
Moo = my. Quitte a considérer X' plutot que A, on peut supposer A\, > A;. Il est clair que

h(\) = i)\ > 0) Z)\ > A1) = 6(N).
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Ainsi, comme (A, —(d—k+1)) =N, —(d—k+1) <A\ —(d—k+1),

d d
d(d+1 dld—+1
n=Y (- (d—i+1)+> (d—i+1) > (M- (d—k+1))+ Chs )>moo+ d+1)
=1 i=1 2 2
cqfd.

On considere alors des diagrammes de Young particuliers, que 'on appelle des « tri-
angles effilés ». A tout couple (d,m) on associe le diagramme p = M(d, m) défini par
ppp=d+m, u; =d—1+ 1 pour 2 <1i<d, u; =0 pour ¢ > d. On a d’évidence

{(5(M(d,m)) = d
Me(M(d,m)) = m

M(4,3) =

On a alors

Proposition 3. Pour tout diagramme de Young X, si l'on note d = §(\), m = my(N), on

a
G(A) < G(M(d,m)).

Preuve — G(\) est une fonction croissante en §(\), croissante en my (), et décroissante

en |A|. Pour montrer la proposition, il suffit donc de montrer |A| < |M(d,m)|. Mais

|M(d,m)| =m+d(d+1)/2 : la conclusion découle du lemme 1. cqfd.

On calcule maintenant G(M (d, m)), fonction de d et m que nous notons par commodité
g(d,m). On a

_ R(x)y + P(x)/4
g(iC,y)— Q(I,y)
avec
R(z) = 4+z—2?
P(z) = 223 + 1122 — 12 — 2*

Qlr,y) = 2°+2—-2+2y
On s’intéresse au signe de g pour z, y entiers, avec x > 1 et y > 0. On montre facilement

que, sous ces conditions,
R(z) < pour x > 3
P(z) < pour x > 5
(:r;,)>0 pour z >3
D’autre part, g(4,y) = (9—8y)/2(9+y) < 0 pour y > 2, et g(3,y) = (15—2y)/2(y+5) <0

pour y > 8. On en déduit
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Proposition 4. \ n'est pas rigide des que §(\) > 5, ou §(\) = 4 et m(N) > 2, ou
() =3 et me > 8.

3.3 Cas particuliers

On est donc ramené a s’intéresser aux cas d(\) < 4.
On regle d’abord les cas my, =0 :

Lemme 2. Simy =0, X est rigide dés que |\ > 3+ 20()).

Preuwve — Dans ce cas, A = N, et A (\) = A_(A) =dim(N\)/2, d'ou F(A\) =1+ 0(\) —
(n —1)/2, et la conclusion (en utilisant F'(\) < 0 = A rigide). cqfd.

Ainsi, pour 6(A) = 4, F(A\) < 0 des que n > 11. Pour 6(A) = 3, F(A) < 0 des que
n > 9. Pour §(\) =2, F(A\) <0des quen >7.

On s’intéresse maintenant a §(A) = 4. Il ne reste plus qu’a régler le cas mo, = 1. Dans
ce cas, X X

n —
G(A) =5 5 +2(n—1)§0
ssi m > 12, c’est-a-dire que A n’est pas rigide pour §(\) = 4, ceci des que n > 12.

De la méme fagon, si 6(A) = 3, pour chacune des valeurs de my,, = m € [1,7], on
peut résoudre 'équation G(A\) < 0, soit 8(n — 1) — (n — 1)? +m. On en déduit que, pour
m € [1,7], A ne peut étre rigide pour n > 10.

Pour §(\) € {3,4}, on a donc ramené le probleme a I’étude d’'un nombre fini de cas,
pour n < 11.

On s’intéresse aux cas 6(A) € {1, 2}, et tout d’abord §(\) = 1, c’est-a-dire que A est un
rectangle dont les longueurs et largeurs valent a et b. On peut donc supposer A = [a’]. On
a alors,

ab—1  (a—b)?
+ ;
2 2(ab—1)

et G(\) < 0si et seulement si P(a,b) = a*+b? — a®b® +4ab—5 < 0. Pour b > 5, on associe
aun tel A = [a%] le diagramme yp défini par pu; = a—i+1sii <b, y; = a—b-+1 pour i > b.
On a alors 6(u) = b, moo(pt) = a — b = ps(N), et |u| < |A]. On en déduit G(N\) < G(u),
d’ou G(A\) < 0 des que b > 5. Pour b € {2,3,4}, on obtient qu’alors G(\) < 0 des que
a> 3.

On considere maintenant des diagrammes \ tels que 6(A) = 2. On s’occupe d’abord du
cas des équerres, A = [n — p, 17| avec p > 1. On peut de plus supposer n —p > p. On a
Meo(A) =n —2p — 1. On en déduit, en posant N =n — 1,

GO\ =2—

(3—2p)N +2p* 3N —2Np+ 2p?

G([”_p71p])23—N/2+(N_2p)2/2N: - N
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Au numérateur, on a cette fois un trinome du second degré en p, qui a deux racines réelles
des que N > 7, z_(N) et (N). On a alors

_ N+VNVN-6
B 2

z+(N)

On vérifie que, pour N > 7, p < n/2 < xz,(N). D’autre part, x_(N) < 2 dés que N > 8.
On en déduit que, pour tout N > 8, une équerre A qui n’est pas de la forme [n — 1, 1] (ou
son dual) vérifie G(\) <0 :

Lemme 3. Toute équerre A de taille au moins 9 qui n’est pas de la forme [n — 1,1] (ou
son dual) vérifie G(A) < 0.

On s’occupe maintenant du cas plus général des diagrammes vérifiant 6(A) = 2, que
I’on va ramener en partie au cas des équerres. On choisit un tel A, et on note r la longueur
de sa diagonale. On remarque, par exemple a partir de la définition de m,, en termes des
parametres de Frobenius, que n > mq, +72. En particulier, si r > 3, on peut introduire une
équerre p = [n— 2,1, 1], qui vérifie |u| = |A|, 0(p) =2 = d(N), et Mmeo(pt) =1 —5 > Mmoo(N)
des que r > 3. On en déduit G(\) < G(u) < 0 d’apres le lemme 3. C’est encore le cas
pour r = 2, dés que muo(N) < n—5 = (n—r?) — 1. Il reste donc & traiter séparément
le cas mo, = n — 4, pour r = 2. Or, si M, = My, on écrit ap = A\ — 7, by = \j, — 7, et
my = a — by. Alors ay + b, < n —1r?, et on doit avoir by, =0, dott ay =n —4, \y =n — 2.
Le seul cas a traiter séparément est donc A\ = [n — 2,2|, pour lequel on vérifie facilement
que, bien que G(A) =9/2(n—1) > 0,

Cn? 4190 -8
Py = =8 g
n

des que n > 12.

On a donc démontré que, pour A de forme non standard, si |A| < 12, il existe p tel
que G(A) < G(u) < 0. 11 ne reste donc qu'un nombre fini (33) de cas non traités a tester
(par exemple a l'aide d’un ordinateur), ce qui nous permet de conclure la démonstration
du théoreme.

4 KZ-systemes G,-irréductibles et rigides

Pour conclure ce travail, nous faisons une remarque supplémentaire. Les systemes K7
qui donnent lieux a des représentations irréductibles de l'algebre de Hecke de type A
forment la classe la plus large de systemes KZ dont la fibre est irréductible pour 'action
du groupe symétrique [Ma0lb]. A I'aide du théoreme de classification de tels systemes
KZ, que nous avons démontré dans [MaOla], nous allons démontrer que cette propriété de
rigidité est encore caractéristique de la représentation de Burau parmi cette classe plus
large de systemes KZ.
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Théoreme 2. Les seuls systemes KZ symétriques qui sont rigides et irréductibles pour
l’action du groupe symétrique sont, outre les systémes de dimension 1, les systemes de
Burau.

Pour démontrer ceci, il suffit de calculer la rigidité des représentations particulieres et
sporadiques, suivant la terminologie de [Ma01b]. Les représentations « particulieres », pour
n = 4, ne sont pas irréductibles pour l'action de P,. Il reste donc a étudier les systemes
KZ dits « sporadiques » pour n > 5, que 'on note ici V,,. On trouve facilement, a partir
de I’étude détaillée présentée dans [MaOla], que

dimV, = (n—1)(n—2)/2
codimZ(t15) = n®—Tn?+ 18n — 18
codimZ(h,) = 0
d’ou )
rig(Vy) = ——=(—n® + 9n2 — 28n + 32) < 0

2

car n > 5, et V,, n’est pas rigide, ce qui conclut cette deuxieme caractérisation. Parmi les
nombreux systemes KZ construits jusqu’alors, nous ne connaissons aucun autre systeme
KZ rigide, ce qui nous amene a conjecturer plus généralement

Conjecture. Les seuls systemes KZ symétriques rigides de dimension au moins 2 sont les
systemes de Burau.

Remerciement. Je remercie Michael Dettweiler et Stefan Reiter qui m’ont initié a la
théorie des systemes locaux rigides.
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