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Sous-groupes distingués et groupes quotients

1 Quelques rappels sur les relations d’équivalence

Dans cette section E est un ensemble.

Définition 1.1. Une relation binaire sur E est une partie ' C £ x E. On dit que deux
éléments z et y de E satisfont la relation binaire si (z,y) € I'. On note souvent zRy.

Ezemple 1.1. e« E=Z et I' ={n,n+1)|n € Z}.
e E=Ret ={(t?t)|t € R}.
o E=RetI'={(z,y)|[z| <ly[}.

Définition 1.2. Une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence si elles satisfait
les trois propriétés suivantes

(i) réflexivité pour tout x € E, xRz
(ii) symétrie pour tous z,y € E, si xRy alors yRx
(iii) transitivité pour tous z,y,z € E, si 2Ry et yRz alors 2Rz

Pour = € E, on appelle classe d’équivalence de x 1’ensemble noté z := {y € E'| 2Ry}

Remarque 1.1. Siz,y € E, ou bien Z = ¢ ou bien zNy = (). Les classes d’équivalence forment
donc une partition de E. Réciproquement si (A;); € I est une partition de E (c’est-a-dire
si B =y Ai et A;NA; =0sii#j), alors on peut définir une relation d’équivalence sur
E par Ry si x et y sont dans la méme partie A;. Ceci revient a choisir I" := J;c; A; % A;.

Définition 1.3. Soit F un ensemble et R une relation déquivalence sur E. L’ensemble
quotient de E par R est I'ensemble des classes déquivalence de E, on le note F/x.

Remarque 1.2. L’ensemble quotient est donc une partie de P(E).

Définition 1.4. Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. L’application
7 E =P g i x> T est la projection canonique de E sur F/g.

Remarque 1.3. w(x) = m(y) si et seulement si zRy.

Théoreme 1.1. Soit E, F' deux ensembles, f : E — F une application et R une relation
d’équivalence sur E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe f : P/ — F telle que form = f p-1.rp

i tous z,y € E, si n(x) = lors f(z) = f(y). =

(ii) pour tous x,y si w(x) = 7(y) alors f(x) (y) El /f4
/R

Si ces hypothéses sont réalisées, Uapplication f est unique. On dit alors que Uapplication f
passe au quotient.



Preuve. Supposons (). Alors si 7(z) = W(y),ifo m(x) = fom(y) et donc f(z) = f(y).
Réciproquement, supposons (ii). Posons f :  — f(z) ou « € . L’application f est bien
définie et satisfait (7). O

Remarque 1.4. Sous les hypotheses du théoreme précédent, f est surjective si et seulement
si f est surjective et f est injective si et seulement si f(z) = f(2') = 7(z) = m(2’).

2 Classes a gauche ou a droite

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

Lemme 2.1. La relation sur G gRyug’ si g-'g' € H est une relation d’équivalence sur H.

Définition 2.1. On appelle classe a gauche de gmodulo H la classe d’équivalence de g pour
la relation Rpy.

Remarque 2.1. La terminologie classe a gauche se justifie par le fait que g = {gh|h € H} =
gH.

Remarque 2.2. En considérant la relation d’équivalence grRg’ si ¢'g~' € H, on définit de
méme les classes a droite modulo H en remarquant que g = {hg|h € H} = Hg.

Exercice 1. Montrer que les ensembles “/z,, et /,z sont en bijection.

Définition 2.2. Si ’ensemble G/RH est fini, son cardinal est appelé indice de H dans GG, on
le note [G : HJ.

Théoréme 2.1 (Théoreme de Lagrange). Si G est fini, alors ©/r,, est fini et
Gl = |H|- G : ]

Preuve. Pour tout g, |gH| = |H| car h + gh est bijective de réciproque h + g~ 'h. On a vu
que les classes d’équivalence forment une partition de G et par définition, leur nombre est
G : H]. O

Corollaire 2.1. L’ordre d’un sous-groupe divise l’ordre du groupe.

3 Sous-groupes distingués

Pour g € G, lapplication G — G : h +— ghg™' est un automorphisme de réciproque
h +— g 'hg. Un tel automorphisme est appelé automorphisme intérieur. Pour h € G, on
appelle conjugué de g tout élément de la forme ¢~ 'hg.

Définition 3.1. Un sous-groupe H de G est dit distingué ou normal s’il est stable par tout
automorphisme intérieur ¢’est-a-dire si pour tout g € G, gHg~' € H. On note alors H <1 G.

Remarque 3.1. Si G est abélien tous les sous-groupes sont distingués; cette notion n’a d’in-
térét que pour les groupes non abéliens.



Propriétés 3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) H< G
(ii) pour tout g € G, gH = Hg

Remarque 3.2. Les sous-groupe distingués sont donc les sous-groupes pour lesquels classes
a gauche et classe a droite coincident.

Exercice 2. Montrer que SL,(R) < GL,(R).

Exercice 3. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes. Montrer que le noyau de f
est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 4. 1. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Montrer que l'intersection des
conjugués de H est un sous-groupe distingué dans G.

2. Soit G un groupe qui ne contient qu’un seul sous-groupe H d’ordre n. Montrer que H
est distingué dans G.

Exercice 5. Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G tels que K C H. Parmi les
affirmations suivantes, dites lesquelles sont vraies :

1. Si K est distingué dans G, alors K est distingué dans H.
2. Si K est distingué dans H, alors K est distingué dans G.
3. Si K est distingué dans H et si H est distingué dans G, alors K est distingué dans G.

Exercice 6. Montrer que si H est un sous-groupe d’indice 2 dans un groupe G, alors H est
distingué dans G.

Exercice 7. Soit G, G’ deux groupes et f : G — G’ un morphisme.
1. Montrer que si K <G/, f~Y(K) < G.
2. Montrer que si f est surjective et si H <G, f(H) < G'.

Exercice 8. Soit H un sous-groupe de GG, on appelle normalisateur de H dans G ’ensemble
des éléments z de G, tels que xHx~! = H, on le note Ng(H).

1. Montrer que Ng(H) est un sous-groupe de G et que H est distingué dans Ng(H).

2. Soit K un sous groupe de G contenant H et tel que H soit distingué dans K. Montrer
que K est un sous-groupe de Ng(H). En déduire que Ng(H) est le plus grand sous-
groupe de G dans lequel H est distingué.

3. Soit K un sous-groupe de Ng(H ) montrer que H K est un groupe et que H est distingué
dans HK.

4. Soient H et K deux sous-groupes de GG. Montrer que H K est un groupe si et seulement
si HK = KH.



4 Groupes quotient

Définition 4.1. Soit G un groupe. On dit qu'une relation d’équivalence R définie sur G est
compatible avec la loi de groupe si quels que soient g, ¢’,7v et 7/ dans G :

(9Rg" et YRY') = (g7 R(g'Y)

Exercice 9. Montrer que R est compatible avec la loi de groupe si et seulement si 'appli-
cation “/r x& /r —C /p suivante est bien définie

g9 :=gg pour g€getg ey

Nous allons maintenant voir que la LCI définie ci-dessus est une loi de groupe si et
seulement si R est une relation modulo un sous-groupe distingué H de G.

Théoréme 4.1. Soit G un groupe et R une relation déquivalence sur G et soit m : G —C /R
Soit H la classe déquivalence du neutre e de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) R compatible avec la loi de groupe

(ii) la LCI définie sur G/r par passage au quotient est une loi de groupe de neutre H et
telle que ™ est un morphisme de groupe.

(iii) H est sous-groupe distingué de G et R = Rpy.

Exercice 10. Prouver le théoreme.

Définition 4.2. Si H est un sous-groupe distingué de G, on note &/ le quotient G/RH muni
de sa structure de groupe.

Théoréme 4.2. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors ker f est un sous-groupe
distingué de G et f :© /ker f = Im f est un isomorphisme de groupes.

Exercice 11. Prouver le théoreme.

Remarque 4.1. Tout sous-groupe distingué de G peut étre vu comme le noyaux d’un mor-
phismes issu de G.

Exercice 12. Soient f un automorphisme d’un groupe G et H un sous-groupe distingué de

G.
1. Montrer que f(H) est un sous-groupe distingué de G.
2. Montrer que les groupes %/ et G/f( ) sont isomorphes.

Exercice 13. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G.
1. On suppose que H est contenu dans le distinguéisateur de K.
(a) Montrer que H N K est un sous-groupe distingué de H.
(b) Montrer que ?/nx est isomorphe & 75/,
2. On suppose que H et K sont normaux et que K est contenu dans H.
(a) Montrer que K est distingué dans H.

(b) Montrer que e /ny, est isomorphe & .
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Exercice 14. Montrer les isomorphismes suivants :

1.

ot W

]R/Z ~TU

(C*/]R* ~ U

v~ Ry

Bl ~ Yoy ~ {=1,1}
e ~U/{-1,1}.

Exercice 15. Soit a € R\ {0} et b € R, on définit :

Top @ R — R
r — axr—+b

. Montrer que A = {T,; | a € R\ {0} , b € R} est un groupe pour la composition des

applications. Est-ce un groupe abélien ?

Montrer que le sous-groupe des translations : 7 = {17 | b € R} est un sous groupe
distingué de A.

. Décrire 4/r.

Exercice 16. Soit G un groupe. On note Z(G) := {y € G|vg = g7 Vg € G} le centralisa-
teur de G.

1.
2.

Montrer que Z(G) est distingué dans G.

Montrer que si G/Z(G) est monogene alors G est abélien.

Exercice 17. Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Montrer que ’ap-
plication K —X /i est une bijection de 1’ensemble des sous-groupes de G' qui contiennent
H sur I’ensemble des sous-groupes de &/p7. Retrouver ainsi les sous-groupes de %/,7.

Exercice 18. Soit G un groupe. On note Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Pour

a € G, on note f, lapplication G — G définie par f,(x) = axza™".
1.
2.
3.

1

Montrer que lapplication G — Aut(G) : a — f, est un morphisme de G sur Aut(G).
Montrer que Int(G) := {f, |a € G} est un sous-groupe distingué de Aut(G).
Montrer que Int(G) est isomorphe a G/Z(G).

Exercice 19. Soienth{(S I;), a,c € R\ {0}, bER}etUz{(é ?), bE]R}.

Montrer que U est un sous-groupe distingué de T et que 7/ est abélien.
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