Préparation a I'agrégation 2020-2021

COURBES EN ANALYSE COMPLEXE

Exercice 1. Soit a € C et r > 0. Pour n € N*, on note 4" : [0,27] — C : ¢ — €. Calculer pour z € C, Ind n(2).

Exercice 2. Soit r > 0.

1. Soit 0 < o < B < 27 et soit Cy. : [, ] :— C : t = re’t. Montrer que pour toute fonction f : C — C continue
telle que lim, o 2f(2) =0

lim f(z)dz=0 et lim f(z)dz=0
r—oo J. r—0

2. Soit 0 < a < B < 7 et soit v, : [, B] :— C : t +— re’t. Montrer que pour toute fonction f : C — C continue
telle que lim|; o f(2) =0
lim f(2)e*dz = 0.
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Exercice 3. 1. Soit P et @ deux polynomes tels que a € C est une racine simple de @ et P(a) # 0. Montrer

que PP
a
1200 " Q)
2. En déduire la valeur de l'intégrale o
/0 mdm.
Exercice 4. 1. Soita € C,r > 0 et f une fonction holomorhe sur D*(a,r) (disque épointé en a) qui admet un

pole d’ordre 1 en a. Soit pour r > 0, 7, : [a, 8] — C : t = a + re’t. Montrer que

lim / f(2)dz = i(B — a)Res o(f)

r—0
0O s
Sin x
dx.
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Exercice 5. Soit f une fonction analytique réelle 2m-périodique.

2. En déduire la valeur de l'intégrale

1. Montrer qu’il existe 6 > tel que f se prolonge en une fonction holomorphe 27-périodique sur une bande
B:={ze€C]| fllmz| < d}.

2. Soit a < 8. Soit My := max{|f(2)||z € Ba}. Montrer que pour tout n € N, | f(n)| < Mg|fle ™.

Exercice 6. L’objectif est de montrer que la sphére unité S? de R? muni de sa structure euclidienne est simplement
connexe.

1. Soit € > 0. Montrer que le nombre minimal N. de boules de rayon € nécessaires pour recouvrir S? est > a%.
2. Soit 7 : [0,1] — S? un chemin lipschitzien. Montrer que  n’est pas surjective.

3. Montrer que pour tous x,y sur S? non antipodaux, et tout ¢ € [0,1], (1 — s)x + sy # 0.

4. Montrer que tout lacet v sur S? est homotope & un lacet lipschitzien 7 tel que pour ||y(t) — n(t)|| < 2 pour
tout ¢ et conclure.



