LICENCE 3, MATHEMATIQUES MESURE ET INTEGRATION

TD n°6 : CHANGEMENT DE VARIABLE

Exercice 1. Soit f est une fonction M\-intégrable sur R™. Pour n € N*, on pose :

I, = / nf(nz) dx
0 1 —+ x"

Déterminer lim,, oo I,.

Exercice 2 (Coordonnées polaires et sphériques). 1. Vérifier que les applications suivantes sont des C'-
difféeomorphismes, calculer leurs différentielles et leurs jacobiens.

(a) Coordonnées polaires :

®: ]0,+00[x]0,27] +— R2\{(z,y) €eR%2>0,y=0}
(r,0) — (rcos@,rsinf)

(b) Coordonnées sphériques :

U RYx0,7(x]0, 20 — RP\{(2,9,2) € B® 2> 0,y =0},
(r,0,0) —  (rsinfcos p, rsinfsin g, rcos ).

2. Retrouver I'aire d’un disque de rayon r dans R? et d’une boule de rayon r dans R3.

3. Calculer le volume d’une boule de rayon r > 0 dans R3.

Exercice 3 (Volume d’un tore de révolution). On cherche & calculer le volume du tore plein .7 obtenu en
faisant tourner le disque d’équation : (y — 3)% + 22 <1, z = 0 autour de 'axe Oz.

1. Tracer 7.
2. Vérifier que .7 est 'image de I'application

®: [0,1] x [0,27] x [0,27] — R3
(r,0,9) —  ((34rcosf)cosep, (3+7rcosh)sing,rsinb).

Vérifier que ® est de classe C! et calculer sa différentielle et son jacobien.

Vérifier que la restriction de ® & U =]0, 1[x]0, 27[x]0, 27[ est un C*'-diffeomorphisme sur son image.
Calculer le volume de ®(U) C .

Expliciter 'ensemble .7 \ ®(U) et justifier que le volume du tore est celui de ®(U).

A

Exercice 4. 1. Soit A := [0, 1]\ UTLGN*]nJlrl’ 1[. Déterminer A(A).
1

y+n)2+(y+n)

2. Calculer, pour y > 0, la somme de la série Z (
n>1

3. Soit T: 0, 1[~ [0, 1] définie par T'(x) = 1/x — E(1/z). Montrer que pour tout f € L*([0,1],\) on a

[T, [ ),
0 1+ 0 1+=x




Exercice 5. Soit M := <2 1). Dans R?, notons a = (0,0),b = (%,0),0 = (1,0),d = (1,1),e = (1,1) et

1 1
Jf=1(0,1). Soit Tyapf, Toef, Teer €t Tege les triangles ouverts et Tabf, Tb’cf7 Tc’ef et T

= o leurs images respectives
par M.

C

1. Dessiner les triangles Typf, Toef, Teef €t Teqe €t leurs images Tébf, Tl:cf’ Tc/ef et T

cde’
2. ioztA? Topp U (Tpep — (L,0)) U (T, p — (1,1)) U (74, — (2,1)). Montrer que A C [0, 1] et déterminer
2 .

3. Soit f: R? — R une fonction Z2-périodique, c’est-a-dire que pour tout u € R? et tout k € Z2,
f(u+k) = f(u) et intégrable sur [0, 1]2. Montrer que

J(Mz)d\s(z) = f(x)dXa(x).
[0,1]2 [0,1]2

1
Exercice 6. On cherche & calculer / in(tidt.
0 1—

1. Montrer que t — ( ) est mtegrable sur |0, 1[ pour la mesure de Lebesgue.

dX\o(z,y) = Z/ x"y"dXo(z,y).
0

n>0 710,12

2. Justifier que J :/
]0,1[2 1-— Ty

Soit ¢ définie sur ]0, +0o[? par ¢(s,t) = (s,L).
3. Déterminer A = ¢~1(]0, 1[?)et le tracer.
4. Montrer que ¢ est un C!-diffeomorphisme de A sur ]0, 1[2.
5. Effectuer le changement de variable ¢(s,t) = (z,y) dans J.

6. Conclure.



