
Licence 3, Mathématiques Mesure et Intégration

TD n◦5 : Mesures produit et théorème de Fubini

Exercice 1 (Produit de mesures de Dirac). Soit (X,MX) et (Y,MY ) deux espaces mesurés et (a, b) ∈ X×Y .
Montrer que sur l’espace mesuré (X × Y,MX ⊗MY ), δa ⊗ δb = δ(a,b).

Exercice 2 (Les tribus B(Rd) etML(Rd)). Soit d, j, k des entiers tels que d = j + k.
1. Vérifier que B(Rd) ⊂ML(Rk)⊗ML(Rj).
2. Montrer que si A ∈ ML(Rk), A × Rj ∈ ML(Rd). Indication : on pourra écrire A = B ∪ N où B

borélien et N de mesure nulle.
3. En déduire queML(Rk)×ML(Rj) ⊂ML(Rd)

4. Soit A ⊂ Rk un ensemble non λk-mesurable. Montrer que A× {0} ∈ML(Rd).
5. En déduire que l’inclusion de la question 3) est stricte.

Exercice 3. Soit B = {(x, y, z) ∈ R3; (x2 + y2)(1 + z2) ≤ 1}.
1. Montrer que B ∈ B(R3).
2. Calculer µ(B) pour µ = δ0 ⊗ δ0 ⊗ δ0, δ0 ⊗ δ0 ⊗ λ, δ0 ⊗ λ⊗ λ, λ⊗ λ⊗ λ.

Exercice 4. Étudier l’intégrabilité des fonctions suivantes (où α ∈ R) :

1. f : R2 → R
(x, y) 7→ 1[0,1](x)1R(y)

2. f : R2 → R
(x, y) 7→ 1R(x)

3. f : ]0, 1[2 → R
(x, y) 7→ xy

4.
f : R2 → R

(x, y) 7→ sin(xy)
xy

5.
f : ]0,+∞[2 → R

(x, y) 7→ 1
(1+x+y)α

6. f : ]0, 1[3 → R
(x, y, z) 7→ yz

x

Exercice 5. 1. Montrer que (x, y) 7→ e−y sin(2xy) est intégrable sur [0, 1]× [0,+∞[.

2. En déduire la valeur de
∫ +∞
0

(sin y)2

y e−ydy.

Exercice 6. Soient a, b et L trois réels tels que 0 < a < b et L > 0.
1. Étudier l’intégrabilité de l’application f : R2 → R définie par f(x, y) = sin(xy)1[0,L]×[a,b](x, y),

2. Montrer que ∫ +∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x
dx = ln

(a
b

)
.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R2 par : f(x, y) =

{
xy

(x2+y2)2
, si (x, y) 6= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0)

1. Montrer que ∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(x, y)dx

)
dy =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(x, y)dy

)
dx.

2. Montrer que f n’est pas intégrable sur [0, 1]× [0, 1]. Est-elle intégrable sur [−1, 1]× [−1, 1] ?



Exercice 8. Soit (X,M) un espace mesurable, f : X → R+ mesurable. Posons

F : X × R+ → R+ × R+

(x, y) 7→ (f(x), y)

1. Montrer que F est mesurable pour la tribu produitM⊗B(R+).

2. En déduire que les ensembles G = {(x, y) | y = f(x)} et Γ = {(x, y) | 0 ≤ y < f(x)} sont contenus dans
M⊗B1.

3. Soient µ une mesure σ-finie sur (X,M). Montrer que∫
X
fdµ = µ⊗ λ(Γ) =

∫
R+

µ({f > y})dλ(y).

Exercice 9. Soit 0 < ` ≤ L deux réels et R := [0, L]× [0, `]. Supposons qu’il existe une partition de R par
une famille finie de cellules Ci := [ai, bi[×[ci, di[ telles que pour tout i, bi − ai ∈ N ou di − ci ∈ N. Montrer
que l’un au moins des réels ` ou L est entier.
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