LICENCE 3, MATHEMATIQUES MESURE ET INTEGRATION

TD n°5 : MESURES PRODUIT ET THEOREME DE FUBINI

Exercice 1 (Produit de mesures de Dirac). Soit (X, Mx) et (Y, My) deux espaces mesurés et (a,b) € X xY.
Montrer que sur I'espace mesuré (X X Y, Mx ® My ), da ® 6p = 6(qp)-

Exercice 2 (Les tribus Z(RY) et M (R?)). Soit d, j, k des entiers tels que d = j + k.
1. Vérifier que Z(RY) € My (R*) @ M (R7).
2. Montrer que si A € Mp(RF), A x R/ € M(RY). Indication : on pourra écrire A = BU N ou B
borélien et N de mesure nulle.

3. En déduire que My (R¥) x M (RI) ¢ My (R9)
4. Soit A C R¥ un ensemble non \j-mesurable. Montrer que A x {0} € My (R?).

5. En déduire que U'inclusion de la question 3) est stricte.
Exercice 3. Soit B = {(z,y,2) € R3; (22 +3?)(1 +22) < 1}.
1. Montrer que B € B(R3).

2. Calculer pu(B) pour = 6y ® dp @ dp, 0o @ Jg @A, g RAR A, AR AR A.

Exercice 4. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes (ott o € R) :

i RZ = R g [ 0,1 — R . f:]0,+00> — R 1
(z,y) = 1py(z)1lr(y) (z,y) — a¥ (z,9) = dFatg)
. R2
, f: B = R L PR 2 ]En(xy) e 101 - R
(z,y) — 1r() (,y) = =7 (2, y,2) = £
Exercice 5. 1. Montrer que (z,y) — e ¥sin(2zy) est intégrable sur [0, 1] x [0, 4o0].
2. En déduire la valeur de 0+°O %e_ydy.

Exercice 6. Soient a,b et L trois réels tels que 0 < a <bet L > 0.
1. Etudier I'intégrabilité de 'application f : R? — R définie par f(x,y) = sin(zy)L0,)x[a,b) (T, Y),
2. Montrer que

99 cos(ax) — cos(bx a
[ et e gy (3).

%’ si (l',y) 75 (Ov 0)
0, si (z,y) = (0,0)

/ 11 ( / 11 f(as,y)dx> ay= [ 11 ( / 11 o) dy> i

2. Montrer que f n’est pas intégrable sur [0, 1] x [0, 1]. Est-elle intégrable sur [—1,1] x [-1,1]?

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) = {

1. Montrer que



Exercice 8. Soit (X, M) un espace mesurable, f : X — R mesurable. Posons

F: XxRt — Rt xRt
(x,y) = (f(@),y)

1. Montrer que F est mesurable pour la tribu produit M @ B(R™).

2. En déduire que les ensembles G = {(z,y) |y = f(x)} et ' = {(z,y) |0 <y < f(x)} sont contenus dans
M & B;.

3. Soient p une mesure o-finie sur (X, M). Montrer que

/ fdu = u®AT) = / w({f > v})dA().
X R+

Exercice 9. Soit 0 < ¢ < L deux réels et R := [0, L] x [0, ¢]. Supposons qu’il existe une partition de R par
une famille finie de cellules C; := [a;, bi[x][c;, d;[ telles que pour tout i, b; — a; € N ou d; — ¢; € N. Montrer
que I'un au moins des réels £ ou L est entier.



