
Licence 3, Mathématiques Mesure et Intégration

TD n◦4 : Fonctions mesurables et Intégration

Exercice 1. Soit X un ensemble.
1. Soit a ∈ X. On considère l’espace mesuré (X,P(X), δa) où δa est la mesure de Dirac en a. Montrer

que toute fonction f : X → C est intégrable et déterminer son intégrale.
2. Soit a1, . . . ak dans X et α1, . . . , αk des nombres réels positifs. Vérifier que l’application

µ : P(X) → R+

A 7→
∑k

i=1 αiδai(A)

est une mesure.
3. Vérifier sur toute fonction f : X → C est µ-intégrable et déterminer son intégrale.

Exercice 2 (Mesure complétée II). Soit (X,M, µ) un espace mesuré et (X,M̂, µ) son complété où, par abus
de notation, on note encore µ la mesure sur M̂.

1. Vérifier que toute fonctionM-mesurable est M̂-mesurable.
Soit f : X → K une fonction M̂-mesurable, où K = R, R̄ ou C. On veut montrer qu’il existe gM-mesurable
et N ∈M de mesure nulle telle que f = g sur X \N .

2. Montrer le résultat pour f étagée.
3. Montrer le résultat pour f à valeurs dans [0,+∞].
4. En déduire le cas général.

En particulier si X = Rd ou C muni de la tribu de Lebesgue, une fonction mesurable est presque partout
égale à une fonction borélienne.

Exercice 3 (Théorème de transfert). Soit (X,MX , µ) un espace mesuré, Y un espace topologique et ϕ :
X → Y une application mesurable.

1. Vérifier que l’application
φ∗µ : B(Y ) → [0,+∞]

A 7→ µ(φ−1(A))

définit une mesure sur (Y,B(Y )). On l’appelle mesure image par φ.
2. Montrer que si f : Y → [0,+∞] est borélienne, alors∫

Y
fdφ∗µ =

∫
X
f ◦ ϕdµ

On pourra, commencer par supposer f étagée.
3. Soit f : Y → C µ∗ϕ-mesurable. Montrer que f est intégrable si et seulement si f ◦ ϕ est µ-intégrable

et qu’alors ∫
Y
fdφ∗µ =

∫
X
f ◦ ϕdµ.

Exercice 4 (Théorème d’Egorov). Soit (X,M, µ) un espace mesuré de mesure finie. Soit (fn)n∈N une suite
de fonctions mesurables X → C qui converge simplement vers une fonction f . Soit ε > 0.

1. Notons An,k := {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| > 1
k} et Bn,k :=

⋃
j≥nAj,k. Montrer qu’il existe un entier n(k)

tel que µ(Bn(k),k) ≤ ε
2k
.

2. En déduire qu’il existe Aε tel que
— µ(Aε) ≤ ε
— Sur X \A, la suite (fn)n converge uniformément vers f .



Pour aller plus loin

Exercice 5 (Convergence en mesure). Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions
mesurables X → C et f : X → C mesurable. On dit que la suite (fn)n converge vers f en mesure si pour
tout ε > 0

lim
n→∞

µ({x ∈ X | |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0.

1. Montrer que si X est de mesure finie et si (fn)n tend vers f µ-presque partout, alors (fn)n tend vers
f en mesure. Que dire de la réciproque ?

2. Montrer que si (fn)n tend vers f en mesure, il existe une sous-suite (fψ(n))n qui converge f µ-presque
partout.

3. Montrer que si ||fn − f ||1 → 0, alors (fn)n converge vers f en mesure. Que dire de la réciproque ?

Exercice 6 (Familles sommables). Soit un X ensemble et µ : P(X)→ N ∩ {∞} la mesure de comptage.

1. Justifier que toute fonction X → C est mesurable.

Soit I un ensemble et (ai)i∈I est une famille de nombres réels positifs. On note Pf (I) l’ensemble des parties
finies de I. La somme de la famille (ai)i∈I notée

∑
I ai est définie par∑

I

ai := sup{
∑
i∈J

ai | J ∈Pf (I)} ∈ [0,+∞]

On dit que la famille (ai)i∈I est sommable si
∑

I ai < +∞.

2. Soit ϕ est étagée à valeurs réelles positives. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

i) ϕ est intégrable

ii) l’ensemble {x ∈ X |ϕ(x) 6= 0} est fini
iii) la famille (ϕ(x))x∈X est sommable

En déduire que pour tout fonction étagée positive,
∫
X ϕdµ =

∑
x∈X ϕ(x).

Soit f : X → [0,+∞].

3. Montrer que si f est intégrable f−1({∞}) = ∅.
4. Soit ϕ étagée positive telle que ϕ ≤ f . Vérifier que

∑
x∈X ϕ(x) ≤

∑
x∈X f(x).

5. Soit J ⊂ X une partie finie. Montrer qu’il existe une fonction étagée ϕJ telle que
∑

x∈J f(x) =
∫
X ϕJdµ

6. Déduire de ce qui précède que f est intégrable si et seulement si la famille (f(x))x∈X est sommable et
qu’alors et qu’alors

∫
X fdµ =

∑
x∈X f(x).

En particulier une série de terme général un ∈ R+ converge si et seulement si la suite (un)n∈N est intégrable
pour la mesure de comptage sur N et une série de terme général zn ∈ C de nombres complexes est absolument
convergente si et seulement si la suite (zn)n∈N est intégrable pour la mesure de comptage.
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