LICENCE 3, MATHEMATIQUES MESURE ET INTEGRATION

TD n°l : DENOMBRABILITE

Exercice 1. Soit (X, Jx), (Y, Z3) deux espaces topologique a base dénombrable d’ouverts. Soit .7 la topo-
logie produit sur (X x Y). Montrer que (X x Y, T) est & base dénombrable d’ouverts et en donner une base
d’ouverts en fonction d’une base d’ouverts (V,,), et X et d’une base d’ouverts (Wp,), de Y.

Exercice 2. Soit (z), € N une suite de réels positifs. On dit que la série )z, est commutativement
convergente si pour tout permutation o : N — N, la série de terme général y, = w,(,) est convergente.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

i) >z, est commutativement convergente

i) Yo7, @y est convergente
iii) sup { YicsTi|J finie} < +o0.
Montrer qu’alors pour toute permutation o : N — N, 37 1 2,(,) = sup { YoicsTi|J ﬁnie}.

Exercice 3 (Ensembles de Cantor I). 1. Montrer que {0, 1} n’est pas dénombrable.
2. Montrer que 'application ® ci-dessous est injective :
d: {01}V — [0,1]

(Tn)nen  + ZneN?,Zfifr

L’image de ®, notée T, est I’ensemble triadique de Cantor.
Soit s €]0, 1. On note D qui & un intervalle [a, b] associe I'union (disjointe) [a,a+5(b—a)]U[b—5(b—a),b].
On étend l'application Dy a une réunion d’intervalles compacts deux a deux disjoints en posant

DS(Il y---u Ik) = DS(Il) U.. Ds(Ik)

Soit ¢ := (sj);jen- une suite de réels dans |0, 1[.

3. Soit I un intervalle compact. Déterminer le nombre de composantes connexes de Ds;0D;;_, 0---0Dg, (I).
On pose K(o,n) = Ds, o Dy, o---0 D ([0,1]).

4. Dessiner K(o,n) pour n =1,2,3 et 0 = (35 )nen.

5. On pose K (o) = (.2, K(o,n). Justifier que K (o) est compact et non vide.

6. On reprend ¢ = (g )nen. Montrer que K (o) est égal a 7. Indication : On powrra caractériser le
développement en base 3 des éléments de K (o). En déduire que [0,1] C T + %7’.

Exercice 4. Un ensemble est dit résiduel s’il est intersection dénombrable d’ouverts denses. Un ensemble
est dit maigre s’il est réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

1. Vérifier que le complémentaire d’une partie résiduelle est une partie maigre et réciproquement.

Soit (Fy,)nen une suite de fermés d’intérieurs vide de R et F' = | F), et soit a < b dans R.

neN
2. Justifier qu’il existe g €]a, b[ et ro > 0 tel que |z — o, xo + ro[ C ]a, b[\ Fo.

3. Justifier qu'il existe 1 € |zg —10, xo+7o[ et r1 € [0,70/2[ tel que a1 —r1, 21 +r1[Clzo —ro, zo+ 710\ F1.



On construit ainsi par récurrence une suite d’intervalles emboités (Jz, — 7, Tn, + 7 [)nen tels que
}$n+1 — Tntl, Tntl + Tntl [ C ]xn — Tpy Ty + Tn[\Fna et 1T < 7’71/2

4. Déduire de ce qui précéde que F' est d’intérieur vide.

On vient de montrer que R satisfait la propriété de Baire : toute réunion dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide, ou, de maniére équivalente, toute intersection dénombrable d’ouverts denses est
dense.

Exercice 5. 1. Vérifier que Q est maigre.

2. Soit ¢ : N — Q une bijection. On note ¢, = ¢(n). Montrer que ¢ ne peut pas étre croissante : On ne
peut pas ordonner les rationnels.

3. Pour p € N*, on pose O), := J,,enltn — ]ﬁ,% + ]ﬁ[ et @ = (1, Op. Montrer que Q C Q. A-t-on
égalité?

Exercice 6 (Nombres diophantiens et liouvilliens I). Soit 7 > 0 et ¢ > 0. Posons D(, ¢) ’ensemble des réels
x tels que pour tout (p,q) € Z x N*, |x — g[ > q%. On note

— D(7) := U, D(7, ), I'ensemble des nombres diophantiens d’exposant T,

— D :=,-(D(7) I'ensemble des nombres diophantiens.

1. Vérifier que DNQ = 0. On note £ := (R\ Q) \ D, 'ensemble des nombres liowvilliens.

2. Soit x ¢ Q. Montrer que x € L si et seulement si pour tous n,m dans N*, il existe (p,q) € Z x N* tel

que |z — 2| < qun'

3. En déduire que L est résiduel. Que peut-on dire de D7

Exercice 7. Soit f :]a,b[— R croissante. Montrer que I’ensemble des discontinuités de f est dénombrable.

Pour aller plus loin

Exercice 8. Soit (a;);e; une famille de réels positifs. On définit la somme de la famille (a;);c; par

Zai:sup{Zai |JCI,J ﬁnie}.

i€l ieJ
On dit que la famille est sommable si sa somme est finie. Montrer que si (a;);c; est sommable, I'ensemble
des i € I telle que a; > 0 est au plus dénombrable.

Exercice 9. On dit qu'un point z = x + iy de C est totalement rationnel si x € Q et y € Q. Soient z et 2’
non totalement rationnel, on veut montrer qu’il existe un cercle dans C qui les relie et qui ne contient que
des points non totalement rationnel. Pour cela :

1. Montrer que I’ensemble des points totalement rationnels est dénombrable.
2. Montrer que I’ensemble des cercles passant par z et 2z’ est indénombrable.

3. Montrer que I’ensemble des cercles passant par z, 2’ et un point totalement rationnel est dénombrable.
Conclure.

Exercice 10. On considére des suites & valeurs entiéres (uy,)nen € NV,
1. Montrer que NN n’est pas dénombrable.
2. On dit qu'une suite (u,) est ultimement périodique s’il existe N,p € N* tels que Yk > N, upyp, = up.
Montrer que le sous-ensemble P des suites ultimement périodiques est dénombrable.
3. Soit N € N*. Montrer que le sous-ensemble B des suites bornées par N est indénombrable.

4. Le sous-ensemble des suites & valeurs entiéres qui sont strictement croissante est-t-il dénombrable 7



