
Master 1, Mathématiques Théorie de Fourier et distributions tempérées

TD n◦6 : Inversion, Transformée de Fourier-Plancherel.

Exercice 1 (Inversion de Fourier dans L2(Rd)). Le but de cet exercice est de montrer que pour toute
f ∈ L2(Rd), ||f̌ − ℘2(f)||2 = 0 (formule d’inversion dans L2(Rd)). On rappelle que si f ∈ L1(Rd)

f ∗ ϕδ(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)ϕ(δξ)e2iπ〈x,ξ〉dξ.

Soit f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd). Pour n ≥ 1, on pose

hn : ξ 7→ f̂(ξ)e−π
||ξ||2

n2 = f̂(ξ)ϕ( ξn).

1. Vérifier que pour tout n, hn ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).
2. Justifier que limn→∞ ||hn − f̂ ||2 = 0.
3. Vérifier que limn→∞ ||ĥn − f̌ ||1 = 0.
4. En déduire la formule d’inversion dans L2(Rd).

Exercice 2. Pour λ ∈ R∗, on note eλ : x 7→ e−λ|x| et gλ : x 7→ λ
λ2+4π2x2

.
1. Calculer êλ et ĝλ.
2. Résoudre l’équation f ∗ e2 = e3 dans L1(R).
3. Résoudre l’équation f ∗ f = f dans L1(R).

Exercice 3. Soient f et g dans L2(Rd).
1. On veut montrer que F (℘(f)℘(g)) = ~f ∗ g.

(a) Supposons que f et g sont dans L1(Rd) ∩ L2(Rd). Montrer que F (f̂ ĝ) = ~f ∗ g.
(b) Soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites de L1(Rd) ∩ L2(Rd) telles que

||fn − f ||2 →
n→∞

0 et ||gn − g||2 →
n→∞

0.

Montrer que F (f̂nĝn) converge uniformément vers F
(
℘(f)℘(g)

)
.

(c) Conclure.

2. Montrer que
∫
Rd
fḡ dλ =

∫
Rd
℘(f)℘(g) dλ.

3. On veut montrer que f̂g = ℘(f) ∗ ℘(g).

(a) Pour ξ ∈ Rd, on pose hξ : x 7→ g(x)e2iπ〈x,ξ〉. Vérifier que F (fg)(ξ) =

∫
Rd
℘(f)(x)℘(hξ)(x)dx.

(b) Pour n ∈ N∗, on pose hξ,n = 1B(0,n)hξ et gn = 1B(0,n)g. Vérifier que hξ,n et gn sont dans
L1(Rd) ∩ L2(Rd) et que

||hξ,n − hξ||2 →
n→∞

0, et ||gn − g||2 →
n→∞

0.

(c) Montrer que pour tout n ∈ N∗, ĥξ,n = τ̃ξ ĝn.
(d) Conclure.


