MASTER 1, MATHEMATIQUES THEORIE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS TEMPEREES

TD n°6 : INVERSION, TRANSFORMEE DE FOURIER-PLANCHEREL.

Exercice 1 (Inversion de Fourier dans L?(R?)). Le but de cet exercice est de montrer que pour toute
feL?2®RY), ||f — ©*(f)|]2 = 0 (formule d’inversion dans L?(R%)). On rappelle que si f € L'(R?)

I *os(a /f p(86)e2m@) g

Soit f € LY(R?) N L2(R?). Pour n > 1, on pose

ot & f(E)eT™ v = F(&)p(%).

1. Verifier que pour tout n, h, € L*'(R%) N L?(R%).
2. Justifier que limy, o0 ||hyn — JEH2 =0.
3. Veérifier que lim,, s HiLn — fli=0.
4. En déduire la formule d’inversion dans L?(R%).
Exercice 2. Pour A € R*, on note e) : z — e Ml et gr: T m.
1. Calculer éy et gy.
2. Résoudre I'équation f * es = eg dans L(R).
3. Résoudre l'équation f * f = f dans L!(R).

Exercice 3. Soient f et g dans L2(R?).
1. On veut montrer que .7 (p(f)p(g)) = frg.
(a) Supposons que f et g sont dans L*(R%) N L2(RY). Montrer que .Z(f§) = fxg.
(b) Soient (fy)nen et (gn)nen deux suites de L'(R?) N L2(RY) telles que

fo=flla = 0 et [lgn—gll2 — 0.

Montrer que .Z (fnén) converge uniformément vers . (p(f)e(9))-

(¢) Conclure.

2. Montrer que /Rd fgdX :/ o(f)e(g) dX.

Rd
3. On veut montrer que E = o(f) *p(g).

(a) Pour & € R, on pose he : x> g(x)e? . Vérifier que Z(fg)(§) = /Rd o(f)(x)p(he)(x)d.

(b) Pour n € N*, on pose he, = 1pon)he et gn = 1pn)g. Vérifier que hep et g, sont dans
LYRY) N L2(RY) et que

[|hem —hell2 — 0, et |lgn—gll2 — O.
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(c) Montrer que pour tout n € N*| il&n = r?g;
(d) Conclure.



