MASTER 1, MATHEMATIQUES THEORIE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS TEMPEREES

TD n°5 : TRANSFORMEE DE FOURIER DANS L!(R%).

Exercice 1 (Transformée de Fourier et dérivation). Un élément a = (o, ..., aq) € N est un multi-indice,
sa longueur est |a| = |ag| + - - + |ag|. L'ensemble N¢ des multi-indices est muni de I'ordre partiel 3 < « si,
pour tout k, B < . A un multi-indice a on associe I'opérateur de dérivation

olel
0y ... Qv
on dit que f € €%(R?) si DA f est définie et continue pour tout 8 < a.
Pour m € N, on dit que f € €™(R%) si D*f est définie et continue pour tout o € N tel que |a| < m.

D*

Enfin pour a € Nd, on note X 'application de R< dans R définie par
d
XY (21,...,mq) — H:Ujaj
j=1

Soit f € LY(R?). On note x = (x1,...,24) et £ = (&1,...,&q).
1. Supposons que [pa |2 f(x)|dx < co. Montrer que f est dérivable par rapport & sa j-éme coordonnée et
qu’on a

0;f(¢) = —2in /]Rd ;i f(x)e &) g,

Vérifier que £ — 0; f (€) est continue.
2. Soit k € N*. Supposons que [pq(1 + ||z]|)* f(2)dz < co. Montrer que f e €*(RY) et que

D°f(€) = (~2im) X (&).
3. Supposons que f est continue et admet une dérivée partielle 0 f telle que 0; f € LY(R%).

(a) Montrer que, si f est & support compact, on a
() 9;(€) = 2im&; f(€).
(b) Soit p € €2(RY) telle que ¢(0) = 1. On pose pour n € N, f,(x) = f(x)p(x/n). Montrer que
T [[fo— flli = 0= lim [19;f, = ~0; ]|

(c) Déduire de ce qui précéde que (x) est encore vérifiée quand f n’est plus & support compact.
4. Soit o € N tel que f € €*(R?) et que, pour tout 3 € N tel que § < a, D?f € L'(R%). Montrer que

DAf(€) = (2im) P XP () f (6).

Exercice 2 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f € €' (R) telle que
— il existe M > 0 et a > 1 tels que pour tout x € R, |f(z)| < M(1+ |z|)~¢,
e lf) < oo,
Soit F':x =Y, 7 flx+n).
1. Vérifier que F' est bien définie, continue et 1-périodique.
2. Montrer que F(n) = f(n) ot F(n) := fol F(t)e=2%™tdt est le coefficient de Fourier d’ordre n de F.

3. En déduire que ) f(n) = Y omez f(n).



