MASTER 1, MATHEMATIQUES THEORIE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS TEMPEREES

TD n°3 : SERIES DE FOURIER ET NOYAU DE DIRICHLET

On note Dy le noyau de Dirichlet d’ordre N et pour f € £!(T), on note Sy(f) = Dy * f.

Exercice 1. A y € R, on associe une fonction f, 27-périodique définie par f,(z) = ¥ pour z € [—, |.
1. Vérifier que Sy(f) converge simplement en tout point z de T et expliciter la limite.

2. Calculer les coefficients de Fourier de f et déterminer, pour N € N, Sy (f)(m).
3. En déduire ) . n2+y puis >, .

Exercice 2. Soit P un polynoéme pair de degré 4 tel que
P'(m)=0, P"(r)=1, / P(t)dt = 0,
0

et soit f une fonction 27-périodique qui coincide avec P sur [—7, 7]
1. Montrer que P est unique et déterminer ses coefficients.
2. Vérifier que Sy (f) converge simplement vers f.
3. En déduire les sommes », -, 7714’ Don>1 %.
Exercice 3 (Phénoméne de Gibbs). 1. Montrer que la fonction z — S22 n’est pas intégrable.

2. Pour x € R, on note
/ s1nt

3. Montrer que limg, ;1 I(x) existe. On note I cette limite.
On définit les suites

/2 /2
I ::/ sin((2n + 1)t )dt ot K, ::/ sin((2n + 1)t )dt.
0 sint 0 t

(a) Montrer que J, est constante et que lim,, o K, = I.
(b) En déduire la valeur de I.
4. Montrer que maxo<z<oo I(z) = I(m) > I.
Soit f la fonction 2m-périodique définie par f(z) = m — x sur 'intervalle 0, 27[.
5. Vérifier que f est paire et satisfait les hypothéses du théoréme de Dirichlet.
6. Déterminer les coefficients de Fourier de f et montrer que Sy f(x) = —z + [ Dn(t)dt.
7. En déduire que pour toute suite (zn)nen de [—m, 7],

limsup Sy f(zn) + oy < 7.
N—oo

sint
8. On pose a = 2/ Tdt Montrer que tout a € [—a, ] est limite d’une suite de la forme Sy f(xn)
0

ot (zn)nen+ est une suite de T qui tend vers 0. Indication : on pourra remarquer que lapplication
[—m, 7] = [—a,a] : & — [ sint/tdt est un homéomorphisme.



Exercice 4. Le but de cet exercice est de déterminer un équivalent quand N — oo de ||Dy|]1. Soit N € N*.
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1. Vérifier que la fonction t —
RN telle que

est continue. En déduire I'existence d’une suite bornée (uy)yen+ €

sin((N + $)t)

2

dt + up,

2. Montrer que
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oit (vy)nen+ € RY est telle que limpy o0 vy = 0.
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3. Montrer que

ott (wy)ren+ € RY est telle que |wy| < ﬁ

4. Déduire des questions précédentes ’équivalent suivant :

4
[Dn|[1 ~ —5 log N.
0

On rappelle que si vy = (25:1 % —log N), la suite (yy)n converge vers la constante d’Euler .



