MASTER 1, MATHEMATIQUES THEORIE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS TEMPEREES

TD n°2 : EXEMPLES ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES DISTRIBUTIONS

Exercice 1. Dérivation.

1. On note H : R — R la fonction de Heaviside définie par H(z) = 1six > 0 et H(z) = 0si x < 0.
Vérifier que H € L}, (R) et déterminer la dérivée (Ty)".

2. On note A : R — R l'application définie par z — |z|. Vérifier que A € L} (R) et déterminer (T4)’.

Exercice 2. Valeur principale. On définit I’application Vp% : D(R) — C par

1
vp—(p) = lim #(x) dz.
x 20" Jigj>e T

On veut montrer que Vp% est une distribution.

1. Soit ¢ € D(R). Justifier qu’il existe une application ¢ € C°(R) telle que
p(z) = 0(0) +2¢(z), z€R,

et [[¢]loc < Jl]]oo-
2. Démontrer que Vp% est une distribution sur R (appelée valeur principale de 1/x).

Exercice 3. Partie finie. On définit 'application Pf x—g : D(R) — C par

On veut montrer que Pf %2 est une distribution.

1. Soit ¢ € D(R). Justifier qu'’il existe une application ¥ € C°(R) telle que
p(2) = p(0) + 2¢/(0) +2*y(z),  z€R,

et [[¢]loo < 9" lloo-
2. Exprimer Pf 27%(gp) en fonction de 1 et démontrer que Pf ﬁ est une distribution sur R (appelée partie
finie de 1/22).
Exercice 4. Multiplication par une fonction C*. Soit x € C*°(R) et soit u € D'(R). On note 1 la
fonction constante égale & 1 et X : R — R l'identité.
1. Montrer que I'application xu : ¥ — (u, xt) est une distribution.
2. Montrer que va% =1T.
3. Montrer que X? me% =1T.

Exercice 5. 1. Déterminer (vpl)'.

L e R*
2. On nOteL:R—)R7;$,_> Og’m‘ pour x
0 pourz =0.

Vérifier que L € L} . et déterminer T} .



Exercice 6. Support.

Soit 2 un ouvert de R%. Si u € D(1), on définit le support de u comme I’ensemble des points = de R?
tels que pour tout voisinage ouvert O de z, il existe ¢ € D(R?) telle que Supp ¢ C O qui vérifie

u(p) # 0.

1. Déterminer le support de la distribution associée a 'application caractéristique de Q dans R.

2. Déterminer le support de la distribution associée a I'application caractéristique de R \ Q dans R.
Soit u : D(R?) — C lapplication définie par

3. Démontrer que u € D'(R?).

4. Déterminer le support de u.

Exercice 7. Formule des sauts. Soit a € R et soit h une fonction de R dans R qui est C! sur R\ {a}. On
suppose que h et h' (définie sur R\ {a} ont des limites a droite et & gauche en a. Démontrer que

(Th)/ = Th’ + (h(CLJr) — h(a*))éa
ot h(a™) et h(a™) sont les limites & droite et gauche et de h en a.

Exercice 8. Mesure borélienne. Ou il est utile de se rappeler son cours de théorie de la mesure...
Soit a € R?. Considérons I’application

Ha = %(Rd) - {0,1}
B 1,siae B
0, sinon

ott B(R?) désigne la tribu borélienne de R?.
1. Vérifier que p, est une mesure borélienne.

2. Vérifier que 'application
u: DRY) —

C
;oo /Rdfdua

est une distribution.

3. Expliciter u.



