LICENCE 3¢™€ ANNEE, MATHEMATIQUES GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

TD n°2 : LONGUEUR ET ABSCISSE URVILIGNE

Exercice 1. Soit [a,b] un intervalle compact de R et v : [a,b] — R™ un arc de classe C'. On appelle
subdivision de [a,b] une famille de points o := {tg, -+ ,t,} telle que

a=ty<t;<---<t,=b

A une subdivisions ¢ de [a, b] associe le réel /() donné par

n—1
o) = _Ilv(ti) = A(tirn)]l.
=0

On pose £(y) := sup{{(o) | o subdivision de [a, b]}.
1. Montrer que £(7y) est fini.
2. Montrer que si ¢ est une subdivision obtenue en ajoutant des points a o, £(5) < ¢(0).
3. Soit A et B deux points distincts de R?. Calculer £(v) pour [a,b] = [0,1] et y: ¢ — (1 —t)A +tB.
4. Montrer que pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tous t, s dans [a, b] tels que [t — s| < n,
v(®) = 7(s) + (s = V' ()] < eft — s].
Indication : on peut étudier la fonction ay : s — v(s) — s7v/(¢)

5. Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si o est une subdivision telle que telle que pour
tout 4, |t; — ti11| < n, alors

b
- | Hv’(t)lldt‘ < 2(b— a).

b
6. Déduire des questions précédentes que £(y) = / ||+ (t)]]dt.
a

On appelle longueur de la courbe I' le nombre

b
(r) = / ()]t

Exercice 2. Soit [a,b] un intervalle compact de R et 7 : [a,b] — R™ un arc de classe C!, tel que pour tout
t, v'(t) # 0. Soit I" := 7([a, b]) la courbe image.

1. Soit I et J deux intervalles de R et soit ¢ : I — J un difféomorphisme. Vérifier que ¢’ ne s’annule pas.

2. Soit I et J deux intervalles compacts de R et soit ¢ : I — J une bijection de classe C! et de dérivée
jamais nulle

(a) Montrer que ¢! est Lipschitzienne.

(b) Montrer ¢ est un difféomorphisme. Indication : pour y = ¢(x), on pourra commencer par montrer
léquivalence suivante pour k et h assez petits :

k=o¢x+h)—d(x) = h=0¢"(y+k) —¢ '(y).



. Montrer que ¢(T") ne dépend pas du paramétrage choisi.

. Montrer que I'application o : t — fj [[7/(s)||ds est un C*-difféomorphisme de [a,b] sur un intervalle J
qu’on précisera.

. Vérifier que pour tout ¢t € J, ||(yoo~1)(¢)|| = 1. On dit que la courbe T est paramétrée par I’abscisse
curviligne.



