Chapitre 2

Séries de Fourier

On considére ici des fonctions complexes définies sur le cercle T. Une telle fonction sera identifiée
sans distinction de notation avec son relevé 2w-périodique sur R.
Rappelons que si f € L'(T),

[atn=oe [ swar e = 5-( [ 1sora)”

Pour n € Z, on note e,, : R — C : t = ™,
On note C% ’espace des suites de nombres complexes indexées par Z et CJ le sous-espace des
suites qui tendent vers 0 en 4oco0.

On peut définir la convolée de deux éléments f, g de L'(T) comme dans pour des fonctions
intégrables sur R% en posant

Feo =5 [ st - o

Cette définition est en réalité a priori valable seulement presque partout comme dans le cas R%.
On vérifie & nouveau qu’alors f * g est intégrable et que ||f * g||1 < || f]l1]9]]1-

2.1 Coeflicients et série de Fourier

2.1.1 Transformée de Fourier discréte

Définition 2.1
Soit f € LY(T). Pour n € Z le coefficient de Fourier d’ordre n de f est

1 o —int o
enlf) = 5 /0 Ftedt = [ f-eudy

La suite (¢, (f))nez est la transformée de Fourier discréte de f.

Remarque 2.1.1. D’aprés le lemme de Riemman-Lebesgue lim,|—o0 ¢, (f) = 0.

Exemple 2.1.1. Soit (a,)nez une suite de nombres complexes telle que ) _, |a,| < co. Soit
fit—=3 a,e™. La série converge normalement sur T donc f est bien définie et continue.
Un simple calcul permet de montrer que pour n € Z, ¢,(f) = a,.
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2. Séries de Fourier

Les propriétés suivantes ne sont que de simples calculs.

Propriété 2.1.1
Soit f € LY(T) eta €T

1. co(tof) = e ™M, (f).

2. Si f est de classe Ct, ¢, (f") = inca(f).

3. Si g est une dérivée de f au sens des distributions, c’est-a-dire si Ty, = T]’c alors

cn(g) = incn(f).

Définition 2.2
La série de Fourier S(f) de f est la série de fonctions sur Z de terme général c,(f)e,;

pour N € N, on note
N

Sn(f) =Y ealfen

n=—N

la somme partielle symétrique d’ordre N.

Les questions traitées par la théorie de Fourier sont les suivante :
— La série S(f) converge-t- elle ?
— Si convergence, converge-t-elle vers f 7
Remarque 2.1.2. On prendra garde au fait que la convergence de la suite Sy(f) n’est pas

équivalente a la convergence de S(f), on a seulement I'implication

S(f) converge = la suite (Sy(f))nen converge.

Définition 2.3
L’application

gdi Ll(T) — (C%
[ (al(f)nez

est la transformée de Fourier discréte.

Si - désigne le produit terme a terme dans 'espace des suites, (CZ, +, -, x) est une C-algébre
dont le sous-espace CZ est une sous-algébre.

Proposition 2.1.1
F, est un morphisme continu d’algebres de (L*(T)||-|]1) dans (CL,|| - ||o0)-

Preuve. Lalinéarité vient de celle de I'intégrale. La continuité vient de la définition des coefficients

de Fourier : pour tout n, |c,(f)] < —/ |f(t)|dt = || f]]1 Il reste a vérifier que pour toutes
0

f,g et tout n, c,,(f * g) = cn(f)cn(g

cn(f>|<g):—7r Qﬂ/ flu)g(t —u)d >emtdt
=% [ e (% / ol = w)e" ) du = o (f)ea o)

grace au théoréeme de Fubini. O]
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2.1. Coefficients et série de Fourier

Proposition 2.1.2
L’algebre (LY(T), +, x, x) nest pas unitaire.

Preuve. Raisonnons par contradiction et supposons qu’elle ait une unité g. Alors pour tout f

intégrable et tout n € Z, ¢,(f)cn(g) = cu(f). Considérons f:t+ > n21+1 e . On a déja vu

qu’alors ¢, (f) = n++1 # 0. On en déduit que pour tout n, ¢,(g) = 1, ce qui est exclu. O

2.1.2 Coefficients de Fourier « réels ».

Définition 2.4
Pour n € N, on pose

an(f) = %fozﬂ f(t)cosntdt et b,(f) = %foﬁ f(t) sinntdt.

Remarque 2.1.3. Si f est a valeurs réelles, les coefficients a,(f) et b,(f) sont réels et pour
n>1

a,(f) =2Reu=2Rec,(f) et b,(f)=—-2Imu=2Imec,(f))

ce qui justifie probablement ’appellation « coefficients de Fourier réels », au demeurant pas trées
judicieuse.

Proposition 2.1.3
Pour N >0 ett eR,

N
Snf(t) = %ao(f) + Zan(f) cosnt + b, (f)sinnt.
n=1

Preuve. Par définition ao(f) = 2¢o(f). Pour n > 1

. . 1 2 ' ‘
Cn(f)emt + C—n(f)eimt - % (l’) (efm(z*t) + eln(:rft))dl’
0
1 27

= i (x) cosn(z — t)dx

2m
1 .
=— f(x) cosnx cosnt — sin nz sin ntdz
T Jo

1

= - [( " f(x)cos m:da:) cosnt + < - f(x)sin nxd:c) sin nt}
0

™ 0

= a,(f) cosnt + b, (f) sinnt

ce qui permet de conclure. O

Propriété 2.1.2
Si f est paire, pour tout n, b,(f) =0 et si f est impaire pour tout n, a,(f) = 0.

Preuve. Dans chaque cas, on intégre une fonction impaire sur un intervalle symétrique par
rapport a l'origine. O

27



2. Séries de Fourier

2.1.3 Estimées sur la « décroissance » des c,(f).

On étudie ici la vitesse de convergence vers 0 des coefficients de Fourier en fonction de la
régularité de la fonction.

Proposition 2.1.4
Si | est %, cul(f) = o).

In|

Preuve. c,(f) = =% f®)(n). O

Remarque 2.1.4. 1) Si f est C™, ¢, (f) = O(ﬁ) pour tout k.

2) Si f est C* avec k < 2, la série de Fourier S(f) est normalement convergente (mais a ce
stade, on ne sait encore rien de sa limite).

Proposition 2.1.5
Si f est C* avec k > 3, alors S(f) est C*2.

Preuve. Soit k > 3. D’aprés ce qui précéde, si f est C*, ¢, (f) = 0(#) et S(f) est normalement
convergente. Notons g, : t — ¢, (f)e™. Pour 1 < j <k — 2, \|g7(3)|| = 0o(=7=) = o(55), donc les
séries de fonctions ), gv(f ) sont normalement convergentes et S(f) est de classe C*~2. O]

Lemme 2.1
Soit f : R — C 2w-périodique et analytique. Il existe 6 > 0 tel que f se prolonge en une
fonction holomorphe F sur la bande Bs := {z € C||Imz| < 0} qui est 2w-périodique.

Preuve. Pour tout z € [0,27], il existe R, > 0 tel que f est développable en série entiére
sur B(x, R;). Notons B une boule pour || - || et prenons pour tout z, r, > 0 tel que
Boo(z, 1) C B(z, R,). Par compacité, il existe une famille fini de carrés (B; := Boo(2,7}))1<j<m
qui recouvrent [0, 27]. On peut de plus la choisir de sorte que B; N Bj4; d’intérieur non vide.

Pour 1 < j < m, on note S; : z = > yan(j)(z — x;)" la série entiére définie par f. Soit
d = min{r; |1 < j < m} et soit F' définie sur | — §,27 + §[x] — 0,d] par F(z) = S;(z) si
z € Bj N Bs. Cette fonction est bien définie. En effet, si Bj NBL#0, pour j <l <k—1,5 et
Sey1 coincident sur By N By NR (elles y sont égales a f) donc coincident sur 'ouvert connexe
By N By, par le principe des zéros isolés. Par construction £’ est holomorphe et par le principe
des zéros isolés elle est 2m-périodique. O

Proposition 2.1.6
Soit f : R — C analytique et 2mw-périodique. Soit 6 > 0 tel que f se prolonge en un
fonction analytique sur Bs. Pour tout a €10, 9], il existe M, > 0 tel que pour tout n € Z,
lea(f)| < Mge™".

Preuve. Notons F' le prolongement holomorphe de f a Bs. Par 2m-périodicité, F atteint son
maximum noté M, sur B,. Pour n € Z, posons g,, : z — F(z)e™" et notons R = [0, 27| x [—ic, 0].
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2.2. Résultats de convergence

Puisque g, est holomorphe

0 :/ gn(2)dz
R
27 ) 0
= f(t)e " dt + / F(21 4 is)e”"ds + / F(t— z'a)e_m(t_o‘)dt +/ F(is)e "ds
0 0 2

vy —Q

0

2w 0

= ft)e ™dt + / F(t —ia)e ™) g

0 27

=2men(f) — e_”a/ F(t —ia)e ™dt.
0

Dot |en(f)| < Mye . O

Proposition 2.1.7
Si f e LYT), lea(f)] < 5s(5)-

Preuve. En effectuant d’abord un changement de variable, puis en utilisant la 27-périodicité de
f, on peut écrire :

1 2+ ' i 1 o
cn(f) = —/ ft—D)e ™ Ddt = —— [ f(t — D) ™Mdt.
D’ou
ce qui donne le résultat. 0

2.2 Reésultats de convergence

2.2.1 Convergence ponctuelle et théoréme de Dirichlet

Définition 2.5
Le noyau de Dirichlet d’ordre N > 0 est Dy := ZTN en.

Proposition 2.2.1
Soit f € LY(T). Pour tout x € R, Dy x f(x) = Sy f(x). En particulier, Dy x f est définie
pour tout x et est C'°.

Preuve. Pour x € |0, 27]

L[ oS

/ F(t) Dz — t)dt

Ainsi f * Dy(x) est bien défini et égal a Sy f(x). O

29



2. Séries de Fourier

Propriété 2.2.1

Pour N > 1,
1. Dy est paire.
T

sin(N + 1/2)x
sinx /2

3. Pour x € R, Dy(x) =

Preuve. 2. Dy(t) =1+ 3. 2cosnt et pour n > 0, fOQW cosntdt =0
3. C’est un calcul classique a avoir vu au moins une fois :

2N

DN<I> — efiNz § einx
n=0
o ei(2N+1)x

I
__—iNzx
c 1—e
pI(N+1/2) 1 o—i(N+1/2)x _ +i(N+1/2)x

—iNx

eiz/2 e—iz/2 _ piz/2
~ —2isin(N +1/2)z
 —2isin(z/2)

.. et & savoir refaire ! OJ

Proposition 2.2.2
Si f est dérivable en x, S(f)(x) converge vers f(x).

Preuve. On va montrer que la suite Sy f(x) converge vers f(x). Ecrivons

Snf(x) = f(x) = Dy = f(x) - / Dy f(t)(f(x — 1) — f(x))dt
T sin(N + 1/2)t
T o _WW(W—” — f(t))dt

! /W sin((N + 1/2)t) Sii/tQ/Q U ti — @)

-
-~

hee (1)

Or t 1 L2 i est continue sur[—, 7] et puisque f est dérivable h, est continue en 0. Le lemme

de Rlemann Lebesgue permet alors de conclure. O]

Remarque 2.2.1. Si f est dérivable sur R, la série de Fourier S(f) converge simplement vers f.
Si f est de classe C?, on sait alors que la convergence est normale.
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2.2. Résultats de convergence

Théoréme de Dirichlet
Soit f € LN(T) et x € T tels que

1. f a des limites & gauche et a droite en x notées f(x™) et f(a™).

2. Les intégrales suivantes sont finies

EICEUET (Ca PR b RS U
0 3 0 t

Alors S(f)(x) converge vers f(x).

Preuve. Remarquons que, par parité de Dy et changement de variable

/i Dy(t)f(x — t)dt = — /ﬂo Dy(—u)f(z + u)du = /OW Dy/(u)f (2 + u)du

de sorte que

R e
d’ou
SNf<m>_%(f(l‘+)—|—f(x_)) _ %/OW sin((N+1/2)t) Sii/t2/2 f(ZL“ + t)t_ f(x+) + f(l‘ — t)t— f(xf) i
g:a) ’

avec h, intégrable d’apres les hypotheses sur f. La encore, le lemme de Riemann-Lebesgue
permet de conclure. O

Corollaire 2.2.1
Soit f € LY(T) admettant des limites a gauche et a droite ainsi que des dérivées a gauche
et a droite en tout point. Alors pour tout z, S(f)(z) converge vers 3(f(z*) + f(x7)).

Preuve. Notons f'(x*) = lim,_,g¢=0 w

Soit n > 0 tel que si 0 <t <, ‘w‘ < f'(z7) + 1. Alors

PSR G TRy TR G t

N / Il = 1)

<))+ 2| [ - et

<0 )+ 1)+ 21+ 20/ () < +oc

dt est finie et le théoréme de Dirichlet s’applique.
O

21 ) — _
On montre de méme que f(x >t f(z™)
0
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2. Séries de Fourier

2.2.2 Théoréme de Fejér

L’idée du théoréme de Fejér est d’étudier la convergence au sens de Cesaro de la suite des
sommes partielles (Sy f)n

Définition 2.6
’ Le noyau de Fejér d’ordre N est Ky := NLH Egzo D,.

Propriété 2.2.2

.2 (N+1)z
1 sin®——+

1. Pour tout N > 1 et tout x € R Ky(x) =

2 /KNdu = 1.
T

Preuve. 1. Comme pour le noyau de Dirichlet, ¢’est un calcul classique a avoir vu au moins une
fois :

N+1 sin*Z

1
i(n+1/2)x
N—f—lsmx/Q Ze

1 1 »
_ I ix/2 :
N + 1sinz/2 e 1 —e
1 1 I
= — m _—
N + 1sinz/2 —2isin £
2 (N+1)zx
2

KN<£IZ'> =

1 sin

:N+1 sin2§

. et & savoir refalre ‘

/KNd,u— /DNd,u avec / Dydp = 1. ]

Proposition 2.2.3

’ La suite (Ky)nen est une approzimation de ['unité.

Preuve. La premiére condition est clairement vérifiée par ce qui précéde.

D’aprés ce qui précede, Ky est positif donc |[Ky||y = [, Kndp = 1, ce qui donne la seconde
condition.

Pour la troisiéme, notons que par parité de Ky, pour o > 0

4 2 1 T (N4De 1 T—0
Kn(t)dt = 2/ Ky(t)dt < : / sin (U2 g7 < :
/[v_mﬂ]\]_&a[ 5 N+1 sm2(5/2) 5 2 N+1n Sln2(5/2)

et le terme majorant tend bien vers 0 quand N — oo. O]
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2.2. Résultats de convergence

Le théoréme de Fejér qui suit est alors une conséquence immédiate de la proposition précédente
(et de la compacité de T pour la seconde proposition).

Théoréme de Fejér
1. Soit f : T — C mesurable bornée continue en x. Alors imy_,. Kn * f(z) = f(x).
2. Soit g : T — C continue. Alors Ky * g converge uniformément vers g.

8. Soit f € LY(T), alors limy_,o || Kn * f — f|]1 = 0.

N N
1 1
Notation : On note oy f = Ky x f = N—Hngzo Snf = N—_Hngzo D, x f.

Corollaire 2.2.2
Soit f € LY(T).
1. Si f a des limites a gauche et a droite en x et si S(f)(x) converge, alors S(f)(x) =
L) + f@).

2. Si la suite (Sy f)n converge dans LY(T), elle converge vers f.

3. Si la suite (Syf)n converge simplement vers une fonction g, alors f = g presque
partout.

Preuve. Les deux premiers points sont des conséquences du fait que le procédé de Cesaro
conserve les limites.

L.S(f)(x) = limn_yoo Sy f(z) = limy oo on f(2) = f(2).

2. Notons g la limite dans L'(T) de la suite (Sy f(z))n. Alors

N
||aNf—g||1=/\NLstnf—g\du

_N+1Z/|Sf gldu—N+1Z|l Suf = gl

d’ou oy f converge g dans L'(T) et le 3. du théoréme de Fejér permet de conclure.

3. Pour tout z, limy_ o onf(x) = limy_oo Snf(z) = g(z). Comme |loyf — f|li — 0, il
existe A C T de mesure pleine et une extraction ¢ : N — N telle que pour tout z € A,
limy o0 oy(ny f(2) = f(2), donc pour tout x € A, f(x) = g(z). O

Corollaire 2.2.3
La transformée de Fourier disccréte F, est injective.

Preuve. Soit f € ker .#,. Alors pour tout n, S,,f = 0, donc pour tout N, onf = 0 et d’aprés le
3. du théoréme de Fejér, ||f||; = 0. O

Proposition 2.2.4
‘ Si f € LY(T) a des limites & gauche et & droite en x, limy_,oo oy f(x) = 5(f(2) + f(z7)).

Preuve. Remarquons que, par parité de K et changement de variable

/i Kn(t)f(z —t)dt = — /ﬂo Kn(—u) f(z + u)du = /OW K (u)f(z + u)du
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2. Séries de Fourier

de sorte que
O'Nf 27T/ KN x+t)+f(x—t))dt
d’on

ow @)= U+ 1) = 3= [ KO+ = £+ fa = 1) = fla )

Soit € > 0. Soit 6 > 0 tel quesi 0 <t <4, |f(x+t)— f(z7)| <eet|fx—1t)— f(z7) <e.
Alors

é T
onf@) = (@) + £ < = [ R0t [ ENO)+ ) = Fa) + e =) = fa )

<= max Ky / J(F(z+6) = Fa) + fla— ) — fla))dt
<<+ grramgrm O+ O+ )

le terme multipli¢ par +1 étant fini. O

Le théoréme de Fejér permet de retrouver de maniére trés simple le théoréme de Stone-Weierstrafs.
On note T l'espace des polynomes trigonométriques, c’est-a-dire

T := Vect{e, |n € Z}.

Théoréme 2.1 (Densité des polyndomes trigonométriques)
L’espace T est dense dans les espaces suivants :

1. C%(T) muni de || - ||oo,
2. LY(T) muni de || - ||1,

2.2.3 Le cas hilbertien L?*(T)
1 2w
Muni du produit scalaire (f,g) := /fgd,u = 2—/ f(t)g(t)dt, I'espace L*(T) est un espace
m
de Hilbert. ' ’
Proposition 2.2.5

1. La famille (en)nez est orthonormée.
2. Notons pour N >0, Py := Vect{e,| — N <n < N} et py : L*(T) — Py la projection
orthogonale. Alors pour f € L*(T), pn(f) = Sn /.

Preuve. Le 1. est une simple vérification. Soit f € L*(T) et |n| < N. Alors (e,, f — Sy f) =
cn(f) —cu(f) =0. Donc Syf L f—Snf. O

Corollaire 2.2.4 (Inégalités de Bessel)
Soit f € L*(T). Pour tout N € N :

N

> leal NP <113

n=—N
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2.3. Résultats de divergence

Preuve. Tmmédiat d’apres la proposition car alors ||Syf[|2 =SSN\ len(f)]% O

n——

Théoréme d’Identité de Parceval
Pour f € L*(T), limy_1o |[Sxf — fll2 = 0. De plus

> el O = 111115

neL

Preuve. Soit f € L*(T). Par définition du projeté orthogonal ||Syf — f]|2 réalise la distance
d(f, Px) de f a Py dans L% Montrons que cette distance tend vers 0 quand N — oo. Soit € > 0
et soit g : T — C continue telle que || f —g]|2 < €. D’aprés le théoréme de Fejér, ||g—ong||oc — 0
quand N — oo. Donc il existe Ny tel que pour tout N > Ny, ||onyg — g]|eo < €. Alors

1f = onglle < IIf = gll2+ llg — onglla < I = gll2 + llg — onglloe < 2¢

L’arbitraire sur ¢ donne le résultat car pour tout N et toute g, ong € Py.

Puisque (f = Snf, Snf) = 0, [[f[I* = [ISx fII* +[|f = SnfI]*. Dot

N
> lea(f)P = lim _ZN|cn<f>|2 = lim [|SxfI]* = |11

neL
ce qui donne l'identité de Parceval. O

Remarque 2.2.2. On retrouve a nouveau la densité des polyndémes trigonométriques dans
L3(T). Un raisonnement complétement analogue permet de montrer la densité des polyndomes
trigonométriques dans LP(T) (en revanche, rappelons a toute fini utile que seul L?(T) est muni
d’une structure hilbertienne).

La famille (e,)nez est donc une famille orthonormée et totale de L?*(T), autrement dit :

Théoréme 2.2
La famille (e,)necz est une base hilbertienne de L*(T).

2.3 Reésultats de divergence

Un G5 d'un espace topologique est une intersection dénombrable d’ouverts denses. Par exemple
I’ensemble des irrationnels est un G5 de R :

R\Q=[]R\{q}.

q€Q

On constate sur cet exemple que le G5 obtenu est dense. Cette propriété est plus généralement
vraie dans tout espace complet, c’est le théoréme de Baire! :

Théoréme de Baire
Dans un espace complet, tout Gs est dense.

Nous renvoyons a tout bon livre de topologie pour une preuve du théoréme de Baire.

1. On dit qu’un espace topologique X vérifie la « propriété de Baire » si tout G5 de X est dense dans X.

35



2. Séries de Fourier

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant.

Théoréme 2.3
Soit D une partie dénombrable de T. L’ensemble des fonctions f telles que la série S(f)
diverge en tout x € D contient un G5 dense de €°(T).

Nous utiliserons le théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme de Banach-Steinhaus
Soit E et F' deux espaces de Banach et ( f;)ie; une famille d’applications linéaires continues
de E dans F. Alors

ou bien il existe M > 0 tel que pour tout i € I, |||f;||]| < M
ou bien il existe un Gs de E noté G tel que pour tout x € G, sup; ||fi(z)|| = +o0.

La forme de 1’énoncé n’étant pas la plus usuelle, nous allons prouver ce résultat et nous
commencons par une petite digression sur les fonctions semi-continues inférieurement.

Fonctions semi-continues

Soit X un espace topologique, f: X — R et 2o € X.

On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i)en xqy si pour tout £ > 0, il existe un
voisinage V' de xq tel que pour tout z € V' f(x) > f(xo) — €.

On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s) en xqy si pour tout € > 0, il existe un
voisinage V' de xq tel que pour tout z € V' f(x) < f(xo) +¢.

On dit que f est semi-continue inférieurement si elle 'est en tout point, et semi-continue
supérieurement si elle ’est en tout point.

Remarque 2.3.1. f est continue en xg si et seulement si elle est a la fois s.c.i et s.c.s en xg.

Proposition 2.3.1
Soit f: X — R.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est s.c.i.

2. Pour tout a € R, f71(] — 00, al]) est fermé.

3. Pour tout a € R, f~'(Ja, +o0|) est ouvert.

4. L’épigraphe de f (c’est-a-dire l'ensemble {(x,t) € X x R|t < f(x)}) est fermé.
2. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est s.c.s.

2. Pour tout a € R, f~'([a,+00) est fermé.

3. Pour tout a € R, f~1(] — 00, a|) est ouvert.

4. L’ensemble {(x,t) € X x R|t > f(x)}) est fermé.

Preuve. Nous ne traitons que le cas s.c.i, le cas s.c.s est analogue. Clairement 2. <= 3. Montrons
l.=3. =4=1

el.=3..Soita€Retxe f(a,+o0|). Soit € > 0 tel que f(z) —e > a. Il existe V voisinage
de x tel que pour tout y € V, f(y) > f(z) —e > a.

e 3. = 4. Notons E(f) I'épigraphe de f. Alors E(f)¢ = U,er f ' (Ja, +00[)x] — 00,a[. En
effet, Notons Z ce deuxiéme ensemble. Si (y,t) € Z, alors il existe a tel que f(y) > a >t et
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(y,t) € E(f)°. Reéciproquement si (y,t) € E(f)¢, alors f(y) > t et pour a €Jt, f(y)| (y,t) €
f~Y(Ja, +o00[) x] — 00, al. Le complémentaire de E(f) est donc ouvert comme union d’ouverts.
e 4. = 1. Soit x € X et soit € > 0. (z, f(x) —e) € E(f)° qui est ouvert par hypothése. Donc
il existe O voisinage de (z, f(z) — €) tel que pour tout (y,t) € O, (y,t) € E(f)°. 1l existe
en particulier V' voisinage de z tel que V' x {f(x) — e} € E(f), c’est a dire que pour tout

y eV, fly) > flz) —e O

Proposition 2.3.2

Soit (f;); une famille d’applications continues X — R. Alors la fonction sup, f; est s.c.i.

Preuve. Utilisons la seconde caractérisation des fonctions s.c.i. Soit a € R. Pour tout i, f; ' (]s, a))
est fermé car les f; sont continues. Or si on note ¢ = sup; fi, o' (] —o00,a]) = N,; fi (] — 00, a])
qui est fermé comme intersection de fermés. n

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme de Banach-Steinhaus.

Preuve du théoréeme de Banach-Steinhaus. Notons ¢ := x + sup, || f;(z)|| € Ry : c’est applica-
tion s.c.i d’aprés la proposition précédente. Pour n € N, posons V,, := {z € E|p(z) > n} : c’est
un ouvert de E. On est alors confrontés a ’alternative suivante :

1. T'un des V,, n’est pas dense
2. tous les V,, sont denses.

Dans le premier cas, soit n tel que V,, n’est pas dense. Il existe 2 € E et r > 0 tel que
B(z,r) NV, = (. Donc pour tout x € B(z,7), p(x) < n. Alors pour tout x € B(0,r) et pour
tout ¢ € 1

(@) < [lfilz + ) + [[fi()]] < 2n

puis pour tout x dans la sphére unité de E, et pour tout i € [

2n
| < —
T

L@l =~ Lfitre)

d’ou, pour tout i € I [||f;]|| < 2.
Dans le second cas, d’aprés le théoreme de Baire G := (), o V» est dense et par définition méme
de G, pour tout x € G, sup;, ||fi(z)|| = +o0. O

Pour prouver le théoréme théoréme 2.3, nous avons encore besoin de deux lemmes

Lemme 2.2

4
||DN||1 ~ ﬁlOgN

FEsquisse de preuve. La preuve n’est pas difficile mais assez calculatoire, nous la laissons en
exercice.
1. Montrer Iexistence d’une suite bornée (uy)yen- € RY telle que

1 ™
1ol = |
™ Jo

sin N —|— (nt1)m t
sin((V + 1)1 ‘ﬁ_@S/ ETE

2

sin((V + %)t)

2

‘dt—FUN,

2. Montrer que

I
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ol (vy)Nen € RN est telle que limy_oo vy = 0. 3. Montrer que

(nt+L)m |smt| smt 1 1 1 —
>/ - [ @%1a+;w

n=0

ol (wy)ren- € RY est telle que |wy| < o
4. Déduire des questions précédentes ’équivalent suivant :

4

Rappelons que la suite (ZN = —log N)nen+ converge vers la constante d’Euler 7. ]

n=1n

Lemme 2.3
Pour x € T et N € N, notons Syx : €(T) — C: f — S,f(z), ou €(T) est muni de
|| |loo- L’application Syx est continue et |||Syzx||| = ||Dn||1-

Preuve. Remarquons que
[Sna(f)l = [Snf(x)] < /T\f(t)!DN(J? = 0)du(t) < || fllool[Dnlh
ce qui montre que Syz est continue et que ||[Syz||| < ||Dn||1. Soit € > 0. On va construire
g € €(T) telle que ||g||o =1 et |Snz(g)| < ||Dn]|1 — €. Posons
EY :={x|Dn(z) >0}, Ey:={z|Dy(x) <0}, et oy= lge —1p
de sorte que Syx(mon) = ||Dn]|1- En effet

N
E : ma:
SN$ Tx SON Cn TxQON

N ' . N
_ Z e—znxcn((pN)eznz _ ch(SON>
_N —N

Or

> enlom) = 3 [ onte du(t)

= [extt) 3 eaute

n=—N

- / o (t) D (t) (1)

= [ Dn@®)du(t) = [ Dn(t)du(t) = ||Dxlls

+ _
EN EN

D’aprés le théoréme de Lusin, il existe g € €(T) telle que

— u({z9(2) # een(2)}) < g5z
— 9llso < TN ]]o0-
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Alors ||g||oo = 1 car sinon elle différerait de py sur Ej; N Ey qui est de mesure pleine. Alors

Snx(g) = Sna(g — Toon + Ton)
= Sna(Teon) — Sna(g — TetpN)

~IDslls = [ Daler = )(g — raow)(Outt
T
= [Dnllr = n({t | maon (t) # g DI DnlloolIT2on — glloe = ||Dnl[r — €
ce qu’on voulait et qui permet de conclure. O

Preuve du théoreme théoréme 2.3. Soit x € T. Appliquons le théoréme de Banach-Steinhaus a

la famille (Syz)y. On a vu que [[|Syz||| = [|Dn||i ~o 25 log N donc il existe un G4 dense G,
de €(T) tel que pour toute f € G, imy_o [Syz(f)| = +00. Soit D une partie dénombrable
de T, puisque €' (T) est complet pour || - ||, 'intersection (), ., G est encore un G5 dense de
% (T). O
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