Chapitre 4

Espace de Schwartz et distributions
tempérées

4.1 Espace de Schwartz

Définition 4.1
Etant donnée ¢ € C*(R?), on dit que
— ¢ est a décroissance rapide si pour tout P € C[Xy,..., X ] et tout 3 € N9,
Jim [P()D?(0(a)] =0
T||—00

— ¢ est a croissance modérée si pour tout k € N, il existe N € N et C' > 0 tels que
pour tout x

sup [D¢(x)] < C(1 + |[])™.

aeNd
|| <k

On note . (R?) l'espace des fonctions & décroissance rapide, appelé aussi espace de
Schwartz et €3 (RY) I’espace des fonctions & croissance modérée.

Ezemple 4.1.1. x — eIl est a décroissance rapide. Tout polynome est & croissance modérée.

Remarque 4.1.1. 1) Z(R?) et €57 (R?) sont des sous-espaces vectoriels de C*(R?).
2) 2(RY) C S (RY).
3) Pour ¢ de classe C'™ les assertions suivantes sont équivalentes :

o ¢ € y(Rd)7

— pour tous a, 8 dans N, limy,)| 500 | X*(2)DP(z)| = 0.

Proposition 4.1.1
S (RY) C 5y LP(RY).

Preuve. Les éléments de . (R?) sont clairement bornés. Soit ¢ € 7 (R?) et p > 1. Puisque
1m0 | [2] 29D ]@(2)] = 0, ¢(2)P = O(W%). Cette derniére fonction étant intégrable sur

R\ B(0,1), ¢ € LP(RY). O
Remarque 4.1.2. Pour 1 < p < oo, 7 (R%) est dense dans LP(RY) car contient 2(R?) qui l'est.
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4. Espace de Schwartz et distributions tempérées

Propriété 4.1.1
L’espace . (R?) est stable par
1. conjugaison et composée par x +— —x,
2. dérivation,
3. translation,
4. produit et produit par f € €5 (RY).

Le deuxiéme point est immédiat par définition. Le premier est trivial. Avant de prouver les deux
autres, énoncons la formule de Leibniz qui sera utile pour les stabilités par produit.

Formule de Leibniz. Pour «, 3 deux éléments de N¢, on note (g)le coefficient multinomial
défini par

d
(5) =11
i=1
ou bien str a = (aq,...,aq) et f = (f1,...,5q4). La formule de Leibniz pour laquelle nous
demandons & étre cru sur parole ! assure que pour f et g de classe C* et 3 de longueur inférieure
ak,
D*(fg) =) (;)D"fD" g
a<p

ot f—a = (f —ay,...,Hs— aa).

Preuve de la propriété. 3. Remarquons que si P € C[Xy,...,X,], et a € RY, P(x) = P(x +a —

a)=71,Q(z) on Q : x — P(x +a) € C[Xy,..., X4 Alors pour ¢ € . (R%),z € R et 8 € N,
P(2)r.(z) = 7a(Q9)(x) et P(z)D(z) = 7.(QD¢) ()

qui tendent bien vers 0 & l'infini.
4. Soit ¢ € L (R?),f de classe C*° et P un polynéme. D’aprés la formule de Leibniz pour
z € Rlet B € N¢

|P(x)D?(fo)(x)] <> (9) “f(z) D ¢(x)|.

a=<p
Posons ¢ = max,gs ( ). Si f € Z(RY) alors m := max,~s || D f||o < o0 et

|P(@)D°(f)(x)| < c-m Yy (5)|P(x) D7 ¢ (x)|

a<f

la quantité de droite tendant vers 0 a l'infini et f¢ € .7(RY) Si f € €y (RY), il existe N € N
et C' > 0 tel que pour tout a < 3 et tout x € R, [Df(x)| < C(1 + ||z||)N. Pour ||z|| > 1,
||z][* > [|z]] donc pour [|z]| > 1, D*f(2)| < C(1 + [|z|[*)" = Q(z) € C[Xy,. .., X4]. Ainsi

|P(x)D°(fo) ()| < e (2) ) D7 ()]
a<f3
et 1a encore la quantité de droite tend vers 0 a l'infini. O]

Corollaire 4.1.1
Si f e S (RY), feE>RY.

1. mais bien sfir un lecteur motivé peut s’amuser a la démontrer...
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4.1. Espace de Schwartz

Preuve. Soit k£ € N. Alors
/ (1+ llel)*If (2)ldz < / (1 + llelD*If ()l + / (1 + ll2lP)H|f (@) da.
Rd B(0,1) Rd\ B(0,1)

La premieére intégrale du membre de droite est fini par continuité de I'intégrande, la seconde
intégrale est fini car z +— (1+ ||z[|*)* est un polynome, donc z +— (1+||z||?)*f(z) est un élément
de .7 (R%). On conclut alors par la proposition 3.1.5. O

Pour p € N et ¢ € €°°(R?), on note
=Y [IX*D¢||w € [0, +00].

|| <p
1BI<p

Proposition 4.1.2
Soit ¢ € €<(R?). Alors ¢ € S (R?) si et seulement si pour tout p, N,(¢) < oo.

Remarque 4.1.3. Pour ¢ de classe C'° les assertions suivantes sont équivalentes :
— pour tout p, N,(¢) < oo,
— pour tous a, 3 dans N¢, || X*DF¢||o < .

Prewve. Si ¢ € S;(R?), d’aprés la remarque 4.1.1, pour tous multi-entiers «, 8, X®D"¢ est
borné et donc pour tout p, N,(¢) < oo.
Supposons que pour tout p, Ny(¢) < oo. Soit «, 3 multi-entiers. Pour z € R

||2|[P X (2) DP p () ZXQ z)DP¢(x)

ousia=(a,...,aq, a(j) = (0,...,aj_1,05 + 2,041, ...,04). Alors pour x # 0

S9

- 1
]XO‘( )D'B(b (J)Dﬁ¢“oo < W

No(9)

pour p < |a] + |5] + 2. Cette derniére quantité tend vers 0 en l'infini ce qui permet de conclure
par la remarque 4.1.1. O

Corollaire 4.1.2
F est un isomorphisme de .7 (RY) d’inverse F~': f v F(f).

Preuve. 11 suffit de montrer que .7 (R?) est stable par .. En effet puisque .#(R?) C L'(R%),
pour f € S;(R?) f e LY(RY et on sait qu'alors Z2(f) = f. Soit f € & (R%). Vérifions que pour
tous multi-entiers a, 3, || X*D? f|o < 0.

D’aprés les propositions 3.1.5 et 3.1.6,

XODPf = (—2im)XOXOf = (—1)18(2i)ll-lel pa x5 f

d’ol
XD flla = (2) 1 DAXP e < (20811

7 (RY) étant stable par dérivation et produit par un polynéme, D*X”f € .7 (R%) C L*(R?) ce
qui donne la conclusion. O
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4. Espace de Schwartz et distributions tempérées

A ce stade, nous n’avons pas muni I'espace de Schwartz d'une topologie. Chaque N, définit une
norme sur .#(R%), mais pour aucune de ces normes, ’espace n’est complet. Comme on aime
bien les espaces complets, on va munir .#(R?) d’une distance donnée par la famille de normes
N,. La topologie ainsi obtenue n’est pas une topologie d’espace normé.

4.1.1 Topologie sur .7 (R%).
Notons d la distance sur .#(R?) définie par

L.

d(6,9) =) 55 min(L N, (¢ = ¥)).
peEN

Il s’agit bien d’une distance, la symétrie, la séparation et 'inégalité triangulaire découlant de

celles des normes N,,. Les facteurs 2%, assurent par ailleurs la convergence de la série.

Théoréme 4.1
L'espace . (R?) est complet pour la distance d.

Théoréme 4.2
Lespace 2(R?) est dense dans . (R?).

Nous n’utiliserons pas ces résultats dans la (courte) suite du cours, aussi nous les admettons.

Proposition 4.1.3

Une suite (¢,)n une suite de . (R?) converge vers ¢ € Sj(RY) si et seulement si, pour
tout p € N, (¢, — @) — 0.

Preuve. Le sens = est clair, montrons la réciproque. Soit € > 0. Il existe pg tel que Zp>p0 2ip <
et il existe N tel que pour tout n > N N, (¢, — ¢) < e, donc pour p < py et n > N,
Ny(pn — @) < e. Alors pour n > N, d(¢p, ¢) < 2e(1 — 2p0+1) 1e < 3 =

Corollaire 4.1.3
1) Pour tout « € N4, D*: #(R?) — ./ (R?) est continu.
2) Pour tout g € €52 (RY), Uapplication p, : S (RY) — (R : f + gf est continue.

Preuve. 1). Pour f € Z(R%) et p € N, Npy(D*f) < Npypo(f)-
2). Soit g € €57 (RY) et p € N. Soit ¢, > 0 et N, € N tels que pour tout =

sup [D%g(w)] < cp(1+[|z|)™

1BI<p
D’ott pour o € N? et z € R?
D*fg(x) < Y (51D g(x)[|D* f(2)] < 7 max(2, 1+ |[2][*) | D7 f (2)]
B=<a
ou v = max{ (g) | 8 < a}. Il existe donc C), > 0 telle que N,(fg) < CoNppan, (f)- O

Remarque 4.1.4. La constante C,, et 'entier N, dans la preuve ci-dessous dépendent bien entendu
de g. On devrait les noter C,(g) et Ny(g).
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4.1. Espace de Schwartz

Théoréme 4.3
La transformée de Fourier F : /(R%) — . (R?) est un homéomorphisme.

La preuve repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.1

Soit s la fonction d valeurs positive définie par s(z) = 14 0 |2;|*'. Pour p € N et
f e s (R,
N dz
SR < () [
af<p e 5(2)
1BI<p
Preuve. Pour 8, a multi-entiers
s(x
XDl = [ XD ) S e
R? s(z)
d
< XDl [
re 5(7)
d dz
< (11XPD° f|| XPU D | / —
< (Ix7 Dol 3l A=) |5

avec |B(j)| = |B| +d+ 1. D’ou

d
. dx
S0 < 3 (XDl + SN D) [

laf<p lo|<p j=1 s(x)
1B1<p 1B1<p
<( X 10l [ < Nan) [
=\ *) Jua's(e) =7 f (@)
|8|<p+d+1
ce qui était attendu. O

Preuve du théoréme. On a déja vu que .# est un isomorphisme d’inverse f — .Z(f). 11 suffit
donc de montrer la continuité de .%. Pour p € N

No(f) = Y 1IXPD* flloe < Y (2m) P DA (X )]

la|<p la|<p
18|<p 1BI<p
< (2m)P Y IDP(Xf)]h.
lo|<p
1Bl<p
Puisque D" X“ = H;l:l @ _O‘_j;_)!XO‘*V, la formule de Leibniz donne I'existence de ¢ > 0 tel que
No(f) < e@mP Y (|1 X D7 f)|h
|| <p v=B
181<p
<c(2n)? 3 (IXY D7 Pl
lo’|<p
181<p
et le lemme permet alors de conclure. O
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