LICENCE 3¢™¢ ANNEE, MATHEMATIQUES GEOMETRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

TD n°l: ACTION DE GROUPES, ESPACES ET SOUS-ESPACES AFFINES

Exercice 1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X.
1. Montrer que le stabilisateur G, d’un élément = € X est un sous-groupe de G.

2. Montrer que les orbites de 'action de G sur X forment une partition de X.

Exercice 2. Soit G = {(3 2) ‘ (a,b) € R? ab # 0}.

1. Vérifier que G est un sous-groupe de My(R) et que I'application

A: GxR2 —» R?2
(M,X) — MX

est une action de groupe.

2. Décrire les orbites de G pour son action naturelle sur R2.

Exercice 3. Notons G I’ensemble des applications C — C de la forme z + az + b o1 (a,b) € RY x R.
1. Décrire les orbites de 'action de GG sur C. L’action est-elle transitive ?

2. Décrire le stabilisateur de tout point. L’action est-elle libre, fidele ?

Exercice 4. 1. Montrer que deux droites affines de R? sont sécantes ou paralleles (éventuellement con-
fondues).

2. Montrer que deux plans affines de R3 sont ou bien sécants le long d’'une droite, ou bien paralléles
(éventuellement confondus).

3. Soit P un plan affine de R? et D une droite affine de R3. Montrer que ou bien D est faiblement
parallele a P ou bien D N P est un singleton.

Exercice 5. Soit D = D(a, u) et D' = D(B, v) deux droites de R™.
- - =
U, V.

1. Montrer que D et D’ sont coplanaires si et seulement si et seulement si AB € Vect u,

2. Montrer que si D et D’ non coplanaires, leur intersection est vide.

Exercice 6. Soit F un ensemble et F I’ensemble des fonctions de E dans R.
1. Vérifier que F est un espace vectoriel.
2. Montrer que si F est fini, F est de dimension finie égale au cardinal de E.

3. Soit a € E fixé. On note F, 1 := {f € F| f(a) = 1}. Montrer que c’est un sous-espace affine de F.



4. Soit E = R. Soit H l'ensemble des fonctions de F telles que, pour tout z € R, f(x + 1) = f(x) + 1.
Montrer que c’est un sous-espace affine de F, déterminer un point de H et sa direction.

Exercice 7. On note C*°(R) I'ensemble des fonctions de R dans R qui sont infiniment dérivables. Soient
a,b dans R, avec a # 0 et soit f € €°°(R). On considere les équations différentielles suivantes :

ay —by=f (G) ay—by=0 (H)

1. Montrer que I'ensemble . des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de C*°(R). Quelle est sa
dimension 7

2. Montrer que I’ensemble des solutions . de G est un sous-espace affine de C*°(R) de direction ..

3. Déterminer .%g pour f : x + x2 et pour f : x > e®.



