Préparation a ’agrégation

EXERCICES : EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2

Exercice 1. Soit f :]a,b[ xR™ — R™ continue et bornée. Montrer que toute solution maximale de I’équation
y' = f(t,y) est globale.

Exercice 2. Pour chacun des problémes de Cauchy suivant, vérifier I’existence et 'unicité d’une solution et
dire si cette solution est globale.

1.{ y = siny
y(1) = 1

y/ — y4
2. { y1) = 1.

Exercice 3. 1. La fonction z — /x est-elle localement lipschitzienne ?
2. Résoudre le probléme de Cauchy { y&y(]) i \é@

Exercice 4. Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I x R™ — R"” continue et localement lipschitzienne
par rapport a la variable d’état telle qu’il existe g, h : I — R™ telles que pour tout (t,y) € I x R™,

&I < 9@yl + ().

Montrer que les solutions maximales de ' = f(t,y) sont globales.

Exercice 5. Soit I intervalle de R et g, h : I — R de classe C' telle que g ne s’annule pas. Soit f: 1 x I —
R : (t,y) — g(y)h(t). Donner les solutions de ’équation différentielle ' = f(¢,y).

Exercice 6. Résoudre I'équation différentielle y'tInt —y = 1.

Exercice 7 (Equation de Bernoulli). Soit [ intervalle de R, a,b: I — R deux fonctions continues et m > 2
un entier. On considére 'équation différentielle ' + a(t)y = b(t)y™.

1. Soit yo # 0. Montrer qu'’il existe une unique solution y telle que y(0) = yo et que cette solution n’est
jamais nulle.

1-m

2. Montrer que la fonction z = y est solution d’une équation linéaire du premier ordre que l'on

déterminera.
3. En déduire y.

Exercice 8. Soit a,b deux réels strictement positifs. Soit I > t — (z(t),y(t)) la solution maximale du
probléme de Cauchy
x = xy—22°
y = —ay—y°
(2(0),4(0)) = (a,b)
1. Montrer que pour tout t € I, z(t) > 0 et y(¢) > 0.
2. Montrer que [0, +o00[C I.



3. Montrer que limy_,o (z(t),y(t)) = (0,0).

Exercice 9. Soit [ intervalle ouvert non vide de R et f : I x R — R continue. Soit o, 8 : I — R de classe
C' continue telles que pour tout t € I,

o (t) < f(t,a(t) et f(tB(1) < B().

A
Soit (tg,y0) € I x R et soit (J,y) une solution maximale du probléme de Cauchy { y(%f ) = flty) .
0

1. Supposons que a(ty) < yo. Notons A :={t € J|t >ty et a(t) > y(t)} et t; = Inf A.
(a) Montrer que y(t1) = «(t1) puis que o/(t1) > v/ (1)
(b) En déduire que A est vide.

2. Supposons que yy < S(tp). Montrer que pour tout t € J, si t > tg, alors 5(t) > y(t).

3. Supposons que f est localement lipschitzienne par rapport a la variable d’état et que les hypothéses des
question 1. et 2. soient satisfaites. Montrer que J N [tg, +00] = I N [to, +00] (autrement dit, la solution
est “globale” a droite)

Exercice 10. Soit O ouvert de R" et f : O — R™ une fonction localement lipschitzienne. Soit (I,y) une
solution maximale de I’équation autonome y' = f(y). Montrer que si 'image de y est compacte, y est
périodique.

Exercice 11. Considérons le systéme
7 = z+4+ay
y = x4+ 2.

A quelles conditions sur «, le point (0,0) est-il attractif ?



