1. Fonctions, caractéres et distributions

1.3 Distributions

Pour K compact de R, on note Zx := {9 € 2(R?)|suppy C K}. Lorsque nous avons
introduit 'espace Z2(R?), nous n’avons pas précisé sa topologie. Il se trouve que la topologie
naturellement mise sur cet espace est trés grosse et compliquée : elle n’est en particulier pas
métrisable et nulle part a base dénombrable d’ouvert. Il est néanmoins aisé définir une notion de
convergence et cette notion suffit pour ce dont nous avons besoin dans la suite du cours. Notons
que quel que soit a € N, I'opérateur 0% : f + 0%f est bien défini sur C*(R?) et a fortiori sur
2(RY). Dans la suite on note Z au lieu de 2(R?).

Définition 1.6
On dit qu’une suite (¢,), de 2(R?) converge vers p € Z(R?) si

— Il existe K compact tel que pour tout n ¢, € Yk et p € Yk,

— pour tout a € N¢, 9%p,, converge uniformément vers 9%p.

Définition 1.7
Une distribution est une forme linéaire u sur 2(R?) qui satisfait la propriété suivante :
pour tout compact K de R, il existe un entier Nx et un réel positif Cx tels que pour
tout p € Yk

u, < Ox max ||0%|| s
()] < Cic max 0%l

L’ensemble des distributions est noté 2'(R?) ou tout simplement 2’ s’il n’y a pas ambi-
guité.

Proposition 1.3.1
Soit (¢n)n € DV qui converge vers o € 9. Pour tout u € 2', la suite ((u, v,)), converge
vers (u, ).

Preuve. Soit K tel que p € Yy et ¢, € Pk pour tout n. Soit C'x et N comme dans la définition.
Alors
(s n) — (U, ©)] = [{u, o0 — )| < Cx max [[0%(¢n — )|

|| <INy,

le membre de gauche tendant vers 0 par définition de la convergence d'une suite de . O

La topologie sur 'espace 2’ n’est guére plus simple que celle sur . Néanmoins, on peut la
encore donner facilement une notion de convergence qui est suffisante pour la suite.

Définition 1.8
1)On dit qu’une suite (u,), de 2’ converge vers u € &' si pour tout ¢ € ¥, la suite

((tn, ©))n converge vers (u, ).
2) Une application A : 2" — &' est dite séquentiellement continue si pour toute suite

(un)n de 2’ qui converge vers u, la suite (A(uy,)), converge vers A(u).

Ezemple 1.3.1. u: ¢ — [ p(x)de avec Cx = M(K) et Ng =0
Exemple 1.3.2. Distribution de Dirac : soit zy € R% On pose d,, : ¢ + p(xg). Ici Nx = 0 et

0, SiZL‘Q¢K
Ck = .
1, si zg € K
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Ezemple 1.3.3. Prenons d = 1. Pour m € N*, et zy € R, notons 65" : ¢ - (=)™ (z4). Ici

0, si K
Nix =met Cx = ’S?%%
1, sixge K

loc

Ezemple 1.3.4. Soit f € L;, (R?). Notons Ty : ¢ — [pa f(2)@(x)dz. Ici Ng =0 et Cx = || fix|i-

Le dernier exemple est important. Nous admettrons le résultat suivant.

Proposition 1.3.2

1
loc

L application L} (RY) — 2'(R?) : f s T} est une application linéaire injective.

Nous admettrons aussi le résultat suivant, qui n’est pas sans rappeler le théoréme de Banach-
Steinhaus (mais attention, 'espace 2’ n’est pas un espace de Banach).

Théoréme de la borne uniforme
Soit K un compact de R? et (u,), une suite de D' telle que pour tout p € Dy, la suite
((tn, ©))n converge. Alors il existe un entier p et un réel C > 0 tels que pour tout n € N
et tout ¢ € Dk
[(un, )| < Cmax[|07¢||o.
lee|<p

Corollaire 1.3.1
Soit (up), une suite de 2’ telle que pour tout ¢ € P, la suite ({(un, ), converge. Alors
il existe u € 9" telle que (uy,), converge vers u.

Preuve. Posons u : ¢ +— lim,,_,o (u,, ¢). L’application u est linéaire. Soit K un compact. D’aprés
le théoréme, il existe C'x > 0 et N € N tels que pour tout ¢ € Pk et tout n

Up, < O max |[0%||ls  (*
[, 2)] < Coc mive (0%l ()
Par passage a la limite, Iapplication u satisfait encore I'inégalité (x). O

Opérations élémentaires sur les distributions.

Les sept propositions qui suivent ne demandent que de trés simples vérifications laissées aux
lecteurs.
a) Conjugaison. Pour u € &', on note @ : ¢ — (u, Q).

Proposition 1.3.3
Si f e L, Ty ="Tr.

loc’

Proposition 1.3.4
L’application 9" — D' : u— u est séquentiellement continue.

b) Symétrie. Pour u € &', on note @ : ¢ — (u, Q).

Proposition 1.3.5
St f € Llloc, Tf = Tf
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Proposition 1.3.6
L’application 9" — P’ : u— 0 est séquentiellement continue.

c) Dérivation. Pour 1 < j < d, et f différentiable, on note 0;f = aa_ai' Pour u € &', on note
alors Oju : o — —(u, 0, f).

Rappelons que toute fonction continue est dans L}

loc*

Proposition 1.3.7
’ Si f est CF, 0Ty = Tp,;.

Proposition 1.3.8 (Lemme de Schwarz pour les distributions)
’ Soit u € P'(RY) et j,k < d. Alors 9;0,u = O0;u.

Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 1.9
’ Soit a € N Pour u € 2', on note 9%u la distribution 0%u : ¢ — (1)l (u, 92p).

FEzemple 1.3.5. Prenons d = 1. Soit xy € R. Alors 0"d,, = a:(p?).

Proposition 1.3.9

’ Pour tout o € N¢, 'application 0% : 9’ — D' : u — 0% est séquentiellement continue.

Convolution par un élément de 7.

Pour u € ' et ¢p € &, on note ux1) : x — (u, T\xi/ﬂ) Il est important de noter ici que la convolée
d’une fonction de 2 et d’une distribution est une fonction.

Ezemple 1.3.6. Soit f € L},.. Alors Ty x ¢ = f x 1. En effet pour ¢t € R?, 7;1//1(15) =t —2) =
Y(x —t), don
Tr*)(x) = ) f@&)f(x —t)dt = f xp(x)
R
D’aprés ce qu'on a vu de la convolée d’un élément de L'(R?) avec un élément de Z(RY), il s’agit
ici d'une fonction de classe C*.

Le fait ci-dessus est en fait général :

Proposition 1.3.10
Soitu e P' ety € P. Alors ux 1) est de classe C*.

Preuve. ® u x 1 est continue : 'appplication R? — D(R?) : x + 7,1 est séquentiellement
continue. En effet soit (x,), une suite convergeant vers x. On peut supposer que pour tout n,
x, € B(x,1) de sorte que si K := supp® — B(x, 1), pour tout n supp 7,1 C K. Soit a € N%,
et k = |a|. Le théoréme des accroissements finis donne

1097 — 0°7e, ¥l < NID@ VI - [l2n — 2l| < max ||07]|c| |20 — 2|

|B|=k+1
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ce qui assure les convergences uniformes des dérivées partielles. Alors

lim w* (z,) = llm (u 7;”7/0 = (u,ﬁ?&) =ux ().

n—o0

e u* 1) est de classe C'. Montrons que ses dérivées partielles existent et sont continues. Soit
(tn)n une suite de réels convergeant vers 0. Notons ey, . .., e; désignent ici les vecteurs de la base
canonique de R%.

O;j(u=)(z) = lim i(u*z/)(xjtt e;) —ux1(z))

n—oo n

1 - —_
lim t_ (<U, Tx+tnej¢> - <U, wa>

n—oo t,,
lim (<’LL, i(Tm—&—t"ejw - Tiqub»
n—00

Posons ¢,, = 1 ( Tattne; ¥ — T\x?/z) Pour y € R%:

oY) = £ (Tartne, 0 (y) — 7200 (y))
= Wy =z —tae;) — Py — x))
= L(W(x+tue; —y) — 0

L’application g : s = ¢(x —y — se;) est C™ et ¢'(s) = 0;¢(z — y + se;). D’apreés le théoréme
des accroissements fini, pour tout y et tout n il existe s(n,y) € R tel que |s(n,y)| < |t,] et

wn(y) = 1 (9(tn) — 9(0)) = Oy1b(x — y + s(n,y)e;).

L’application h : s — 0;i(z — y + se;) est C™ et I/(s) = %(m — y + se;). L'inégalité des
J

accroissements finis donne alors
on(y) — 00z — y)| = |h(s(n,y)) — h(0)] < |s(n,y)| - |22 ||oo < [tal - 155 w||oo

La majoration ne dépendant pas de y, on obtient ||, — 9;72t|se < |fn] - ||%HOO ce qui montre
J

la convergence uniforme de ¢,, vers 0; 7'\9&@/0
Une récurrence permet alors de montrer de mani¢re analogue pour tout a € N?, 9%, converge
uniformément vers 90%0; m/; Ainsi, puisque supp ¢,, C K pour tout n, la suite ((u, ©n))n converge

vers (u, 8]7'$@/)>. Autrement dit

aj(“ * iﬁ)(l’) = lim <U, (pn> = <u7 aﬂ?m@>

n—o0

L’application = — (u, 83-7;1/#) est continue donc u * ¢ est de classe C'. Une récurrence et des
calculs fastidieux permettent alors de montrer que u % ¢ est C'°. O
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