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Exercice 1

1) Question de cours.
Dans une population donnée, on considère un caractère qualitatif à deux modalités A et B, représenté par

une variable aléatoireX de loi de Bernoulli de paramètrep, où p est la proportion d’individus ayant la modalité A
dans la population, avecp � �0;1�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taille n de X, où n est un entier

naturel tel quenp � 10 etn�1 � p� � 10. On désigne parF �

�
i�1

n

Xi

n la fréquence d’échantillon. Soit� � �0;1�.
a) On suppose dans cette question quep est connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

fluctuation deF (autour dep) au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question quep est inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

confiance dep au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

Souhaitant anticiper le fait que certaines personnes réserventune place mais ne se présentent pas à
l’embarquement le jour du vol, une compagnie aérienne souhaitevendre un nombre de billets supérieur à la capacité
d’embarquement de ses appareils ; autrement dit, elle souhaite pratiquer le surbooking.

2) La compagnie aérienne a mené une étude statistique sur un vol régulier pendant plusieurs semaines. Sur
5000 personnes ayant réservé une place, seules 4890 se sont présentées à l’embarquement.

a) Donner un intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion de personnes ayant réservé une place
qui se présentent à l’embarquement.

b) Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre à la question suivante : la compagnie peut-elle
considérer que cette proportion est égale à 0,98 ?

c) Le résultat du test était-il prévisible à partir de la réponse à la question 2) a) ? Justifier la réponse.

3) La compagnie assure ce vol régulier avec un appareil comportant N � 500 places. On suppose qu’une
proportionp � 0,98 des personnes ayant réservé une place se présente à l’embarquement, et que les personnes se
présentent à l’embarquement indépendamment les unes des autres.

On suppose que pour un vol donné,n personnes ont réservé une place,n désignant un entier naturel tel que
np � 10 etn�1 � p� � 10. On désigne parX la variable aléatoire qui représente le nombre de passagers se présentant
à l’embarquement.

Afin de limiter le risque que trop de personnes se présentent à l’embarquement le jour du vol (problème lié
au surbooking), la compagnie propose de déterminer le nombre maximum de réservations assurant que toutes les
personnes puissent embarquer avec une probabilité au moins égale à 0,95.

a) Quelle est la loi de probabilité deX ? Justifier la réponse.
b) CalculerP�X � 500� dans le casn � 501 ; arrondir à 10�5 près. Interpréter ce résultat.
c) Donner, en fonction den, un intervalle de fluctuation asymptotique à 95% de la fréquenceF de personnes

ayant réservé une place se présentant à l’embarquement. En déduireune première condition surn pour que toutes les
personnes puissent embarquer avec une probabilité au moins égale à 0,95.

d) A l’aide de la loi approchée deF, déterminer une deuxième condition surn pour queP�X � 500� � 0,95.
e) On donne ci-après la représentation graphique des deux fonctions définies par

f�x� � 0,98x � 0,2744 x � 500 et g�x� � 0,98x � 0,2303 x � 500, d’abord pour x � �0;600�, puis pour
x � �500;510�.
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Utiliser ces graphiques et les résultats des questions 3) c) etd) pour déterminer le nombre maximum des
réservations assurant que toutes les personnes puissent embarquer avec une probabilité au moins égale à 0,95.

f) Après quelques semaines de mise en pratique de sa politique de surbooking avecn � 504, la compagnie
fait un premier bilan : sur 200 vols effectués, un seul a dû géré l’arrivée d’un passager de trop. Cette observation
est-elle en accord avec les choix effectués ci-dessus ?

4) La compagnie a demandé des statistiques afin d’améliorer lasûreté au décollage et définir un poids limite
pour les bagages.

Pour l’estimation du poids des voyageurs et du poids des bagages, un échantillon de 30 passagers a été
constitué. S’agissant du poids des passagers, on a obtenu une moyenne de 67 kg et un écart-type corrigé de 7 kg.

a) Peut-on considérer, au risque 5%, que le poids moyen d’un passager est inférieur à 70 kg ? Justifier la
réponse.

b) Peut-on considérer, au risque 5%, que l’écart-type du poids d’un passager est égal à 8 kg ? Justifier la
réponse.

Pour la suite, on considère que le poids d’un passager est une variable aléatoireY de loi normale de
moyenne 70 kg et d’écart-type 8 kg.

Une étude analogue a été menée sur le poids des bagages. Avec un poids maximum autorisé est de 20 kg, on
suppose que le poids d’un bagage est une variable aléatoireZ de loi normale de moyenne 15 kg et d’écart-type 5 kg.

La capacité d’un avion est de 300 passagers. On considère donc unéchantillon den � 300 passagers ayant
chacun un bagage ; ce qui donne un échantillon�Y1, . . . ,Yn� deY et un échantillon�Z1, . . . ,Zn�. On suppose que les
variables aléatoiresYi et Zi sont indépendantes.

Le poids total des passagers et bagages est ainsi donné parT � �
i�1

n

�Yi � Zi �.

c) Calculer l’espérance mathématique et la variance deT. En déduire, en justifiant, queT suit
approximativement la loi normale de moyenne 25500 et d�écart-type 26700.

d) L’avion pèse à vide 250 tonnes. Le décollage est interdit si le poids total (avion� passagers� bagages)
dépasse 275,98 tonnes. Calculer la probabilité que le décollage soit interdit.
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Exercice 2
On a mesuré les ventes de 13 variétés de fromage et obtenu les résultats suivants :

Fromage Série 1 Série 2

Mimolette 34 24

Comté 56 55

Saint-Marcelin 78 76

Gruyère 90 82

Roquefort 121 100

Brie 165 154

Sainte-Maure 188 170

Camembert 213 199

Gouda 200 180

Bleu d’Auvergne 160 155

Emmental 113 113

Saint Nectaire 50 45

Coulommiers 2 0

Moyenne 113,08 104,08

Variance corrigée 4642,08 4060,08

1) On considère d’abord que ces données correspondent aux ventes dans deux hypermarchés différents
d’Amiens : série 1 correspondant aux ventes d’une journée chez AUCLERC, série 2 correspondant aux ventes d’une
journée chez LECHAN.

Peut-on considérer, au risque 5%, que les ventes de fromage chez AUCLERC sont plus élevées que celles
chez LECHAN ? Pour répondre à cette question, on effectuera un (des) test(s) statistique(s) en précisant les
éventuelles hypothèses à faire sur la(es) variable(s) étudiée(s).

2) On considère maintenant que ces données correspondent aux ventes dans l’hypermarché AUCLERC sur
deux jours différents : série 1 pour un lundi, série 2 pour un mardi.

Quelle différence y a-t-il avec la situation du 1) ? Peut-on considérer, au risque 5%, que les ventes de
fromage chez AUCLERC sont plus élevées le lundi que le mardi ?

3) Comparer les deux résultats.

Exercice 3
Un chercheur en psychologie pense que les personnes ayant une faible estime d’eux-mêmes auront tendance à

éviter les situations qui attireront l’attention sur elles.
Un échantillon aléatoire de 72 personnes est sélectionné. Chaque personne est soumise à un test standardisé qui

mesure l’estime de soi en la définissant comme haute, moyenne ou faible. Les sujets sont ensuite placés dans une
situation dans laquelle ils doivent choisir entre une tâche qui devra être effectuée devant les autres et une tâche qui
devra être effectuée par la personne seule. Le chercheur note le choix de chacun des sujets. Il a obtenu les résultats
suivants :

Estime \ Tâche En public Sans public

Faible 4 16

Moyenne 14 14

Haute 18 6

Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre à la question suivante : peut-on considérer qu’il y a un
lien entre l’estime de soi et le choix de la tâche ?
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel que

P�F � f�� � �
2

en travaillant

avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�
HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi .
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�
HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants.
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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