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Exercice 1

1) Dans une population donnée, on considère un caractère qualitatif à deux modalités A et B, représenté par
une variable aléatoireX de loi de Bernoulli de paramètrep, où p est la proportion d’individus ayant la modalité A
dans la population, avecp � �0;1�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taille n de X, où n est un entier

naturel tel quenp � 10 etn�1 � p� � 10. On désigne parF �

�
i�1

n

Xi

n la fréquence d’échantillon. Soit� � �0;1�.
a) On suppose dans cette question quep est connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

fluctuation deF (autour dep) au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question quep est inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

confiance dep au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

2) On sait que 39% de la population française est du groupe sanguin A�. On cherche à savoir si cette
proportion est la même parmi les donneurs de sang. On interroge 200 donneurs de sang et parmi eux, 70 sont du
groupe sanguin A�.

a) Utiliser un intervalle de fluctuation deF au niveau 95% pour savoir si on doit rejeter l’hypothèse selon
laquelle la proportion de personnes du groupe sanguin A� parmi les donneurs de sang est la même que dans
l’ensemble de la population française.

b) Répondre à la même question en effectuant un test statistique au risque 5%.
3) Pour répondre à la même question, on interroge 20 autres donneursde sang et parmi eux, 7 sont du groupe

sanguin A�.

a) Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser l’intervalle de fluctuation du 1)a).

b) Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoireS � �
i�1

n

Xi ? Justifier.

c) A l’aide du tableau ci-contre, déterminer le plus petit entiera tel que

P�S � a� � 0,025 et le plus petit entierb tel queP�S � b� � 0,975.

d) Donner une majoration deP�S � a� et deP�S � b�, et en déduire que

P�a � S � b� � 0.95.

En déduire un intervalle de fluctuation deF à un niveau au moins 95%.

e) Que peut-on alors déduire de l’observation effectuée sur les 20donneurs ?
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Exercice 2

La fabrication des bouteilles en PET (polytéréphtalate d’éthylène) destinées au conditionnement des eaux
minérales plates comporte trois étapes principales :

- Étape 1 : l’injection. Les granulés de PET sont ramollis par la chaleur. Le plastique est injecté dans un moule,
ce qui donne une préforme ressemblant à un tube à essais.

- Étape 2 : Les préformes sont chauffées dans un four infrarouge.
- Étape 3 : Le soufflage. Une tige étire la préforme et un jet d’air la comprime contre les parois.

Processus d’étirage-soufflage d’une préforme.

La société A est spécialisée dans la fabrication de bouteilles d’eau plate. On effectue différents types de tests de
contrôle de qualité afin de vérifier que les bouteilles sont conformes aux normes en vigueur.

1) Un premier type de test est effectué sur les préformes à l’issuede l’étape 1 de fabrication décrite ci-dessus.
On estime que dans la production, il y a 0,5% des préformes non conformes aux normes établies.

Soit Y la variable aléatoire qui, à tout lot de 80 préformes prélevées au hasard dans la production, associe le
nombre de préformes non conformes. La production de la société estsuffisamment importante pour que ce
prélèvement soit assimilé à un tirage avec remise.

a) Justifier queY suit une loi binomiale dont on donnera les paramètres.
b) Calculer la probabilité qu’il y ait une seule préforme non conforme dans un lot de 80.
c) Calculer la probabilité qu’il y ait plus d’une préforme non conforme dans un lot de 80.

2) Une série de tests, concernant (entre autres) la résistance des bouteilles et l’épaisseur de matériau à utiliser,
est effectuée à l’issue de l’étape de soufflage sur des échantillons de 100 bouteilles prélevées au hasard.

Chaque bouteille prélevée est placée sous un plateau de compression. Une force verticale est appliquée avec
une vitesse constante provoquant la déformation de la bouteille. Un dynamomètre permet de mesurer la charge de
compression verticale, c’est-à-dire l’intensité maximale de la force exercée pendant le test jusqu’à ce que la
bouteille se déforme visiblement . Elle est exprimée en newtons (N).

On désigne parX la variable aléatoire qui, a toute bouteille prélevée dans la production, associe la charge de
compression verticale infligée lors du test.

a) Dans cette question, on suppose queX suit la loi normale de moyenne 30 N et d’écart-type 1 N. Une
bouteille est déclarée conforme lorsque la charge de compressionverticale infligée lors du test est comprise entre 28
et 32 N. Calculer la probabilité qu’une bouteille prélevée au hasard dans la production soit conforme.

b) Pour des raisons écologiques, la société A vient de mettre aupoint un nouveau modèle de bouteille en
plastique de plus faible épaisseur. On souhaite tester si les bouteilles sont toujours aussi résistantes. On prélève au
hasard un échantillon de 100 bouteilles dans la production. Lacharge moyenne de compression verticale sur cet
échantillon est de 29,4 N et l’écart-type corrigé est de 1,2 N.

Peut-on conclure, au risque 5%, que la charge moyenne de compression verticale sur l’ensemble de la
production de bouteilles est égale à 30 N ? inférieure à 30 N ?

c) Une societé concurrente B propose un modèle écologique de bouteille en plastique de même épaisseur et
affirme que ses bouteilles sont plus résistantes que celles dela société A. Sur un échantillon de 80 bouteilles de la
société B, on a obtenu une moyenne de 29,8 N et un écart-type corrigé de 1,6 N. Tester, au risque 5%, l’affirmation
de la société B.
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Exercice 3

En France, pendant l’année scolaire 2009-2010, sur 81135 étudiants inscrits en classe préparatoire aux grandes
écoles (CPGE), on pouvait trouver 34632 filles. (Source : Repères et références statistiques sur les enseignements,la
formation et la recherche Edition 2010)

Selon l’INSEE, la proportion de filles parmi les jeunes entre 15 et24 ans est de 49,2%.
Peut-on considérer, au risque 5%, que les filles sont sous-représentées en CPGE ?

Exercice 4

Une étude a été menée pour comparer la teneur en vitamine C de deux variétés de pommes notées V1 et V2.
Pour chaque variété, la teneur en vitamine C, exprimée en mg/(100g) a été mesurée dans 11 pommes prises au
hasard dans la production de chaque variété. Les résultats obtenus sont présentés ci-dessous.

On peut modéliser cette situation de la façon suivante. On a 2populationsP1 et P2, où Pi est l’ensemble des
pommes de la variété Vi. On désigne parX1 et X2 les variables aléatoires représentant la teneur en vitamine C d’une
pomme dans chaque population. On suppose queX1 suit la loi normaleN��1;�1� et queX2 suit la loiN��2;�2�.

1) On suppose que les séries 1 et 2 proviennent de pommes de Picardie, la série 1 correspondant à des pommes
de variété V1, la série 2 à des pommes de variété V2.

a) Tester, au risque 5%, l’égalité des variances dans les deux populationsP1 et P2.
b) Effectuer un test statistique, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : les deux variétés V1 et

V2 ont-elles la même teneur moyenne en vitamine C ?

2) On suppose que les séries 3 et 4 proviennent de pommes du sud dela France, la série 3 correspondant à des
pommes de variété V1, la série 4 à des pommes de variété V2.

a) Expliquer pourquoi, pour ces deux séries 3 et 4, on ne peut passuivre la même démarche qu’au 1).
b) Lorsque l’on ne peut pas considérer que�1 � �2, le test d’Aspin-Welch permet quand même de tester

l’égalité des deux moyennes. Ce test s’appuie sur la statistiqueT �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

. Sous l’hypothèseH0 : �1 � �2,

T suit la loi de Student àmdegrés de liberté, oùmest l’entier (le plus proche) obtenu par les formules

1
m � c2

n1 � 1
�

�1 � c�2

n2 � 1
, avecc �

sc,1
2

n1

sc,1
2

n1
�

sc,2
2

n2

.

Calculerc, puism, et effectuer le test d’Aspin-Welch, au risque 5%, pour répondre àla question suivante :
les deux variétés V1 et V2 ont-elles la même teneur moyenne en vitamine C ?
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel queP�F � f�� � �
2

en travaillant avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�

HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi .
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�

HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants.

HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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