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Exercice 1

1) Dans une population donnée, on considére un caractereagifi@itieux modalités A et B, représenté par
une variable aléatoir¥ de loi de Bernoulli de paramétgg ou p est la proportion d’'individus ayant la modalité A
dans la population, aveg € ]0;1[. On considére un échantillofXy,...,X,) de taillen de X, ou n est un entier

n

2 X
naturel tel quenp > 10 etn(1 - p) > 10. On désigne pdf = % la frequence d’échantillon. Saite ]0; 1].
a) On suppose dans cette question guest connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intergg
fluctuation deF (autour dep) au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question guest inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un iaiérde
confiance de au niveau I a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

2)  On sait que 39% de la population francaise est du groupe sadgu On cherche a savoir si cette
proportion est la méme parmi les donneurs de sang. On interroged®@uls de sang et parmi eux, 70 sont du
groupe sanguin A

a) Utiliser un intervalle de fluctuation deé au niveau 95% pour savoir si on doit rejeter I'hypothese selon
laguelle la proportion de personnes du groupe sanguinpArmi les donneurs de sang est la méme que dans
'ensemble de la population francaise.

b) Répondre a la méme question en effectuant un test stagsdig risque 5%.

3) Pour répondre a la méme question, on interroge 20 autres dortdeesasng et parmi eux, 7 sont du groupe
sanguin A.

a) Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser l'intervalle decfuation du 1)a). K P(S2k)
n
b) Quelle est la loi de probabilité de la variable aléat&ire > X; ? Justifier. 0 {0,00005085
i—1 1 |0,00070156
c) A l'aide du tableau ci-contre, déterminer le plus petit erdigzl que 2 | 0,004685358
P(S< a) > 0,025 et le plus petit entidrtel queP(S < b) > 0,975. 2 UL a6
. . . 4 | 0,08100740
d) Donner une majoration d&S < a) et deP(S > b), et en déduire que T P ——
P(a<S<b)>0.95. & | 0,27999209
En déduire un intervalle de fluctuation e un niveau au moins 95%. 7 | 0,45223996
e) Que peut-on alors déduire de I'observation effectuée sur lds2@eurs ? IR
9 | 0,78374537
10 | 0,89103135
11 | 0,95338832
12 | 0,98328901
132 | 0,99505321
14 | 0,99881390
15 | 0,99977565
16 | 0,99996720
17 | 0,99999671
18 | 0,99999979
19 |'0,99999999
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Exercice 2

La fabrication des bouteilles en PET (polytéréphtalate d’éting) destinées au conditionnement des eaux
minérales plates comporte trois étapes principales :

- Etape 1 : l'injection. Les granulés de PET sont ramollis pahiaeur. Le plastique est injecté dans un moule,
ce qui donne une préforme ressemblant a un tube a essais.

- Etape 2 : Les préformes sont chauffées dans un four infrarouge.

- Etape 3 : Le soufflage. Une tige étire la préforme et un jet diagdmprime contre les parois.

LY

Processus d’étirage-soufflage d’'une préforme.

La société A est spécialisée dans la fabrication de bowailleau plate. On effectue différents types de tests de
contrdle de qualité afin de veérifier que les bouteilles somfaones aux normes en vigueur.

1) Un premier type de test est effectué sur les préformes a I'bsliétape 1 de fabrication décrite ci-dessus.
On estime que dans la production, il y a 0,5% des préformes ndoroo@s aux normes établies.

SoitY la variable aléatoire qui, a tout lot de 80 préformes prélevéessarti dans la production, associe le
nombre de préformes non conformes. La production de la sociétéuffssamment importante pour que ce
prélévement soit assimilé a un tirage avec remise.

a) Justifier que suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.

b) Calculer la probabilité qu'il y ait une seule préforme non comfe dans un lot de 80.

c) Calculer la probabilité qu’il y ait plus d’'une préforme non camifie dans un lot de 80.

2) Une série de tests, concernant (entre autres) la résistanceudeslés et 'épaisseur de matériau a utiliser,
est effectuée a I'issue de I'étape de soufflage sur des éttbastile 100 bouteilles prélevées au hasard.

Chaque bouteille prélevée est placée sous un plateau de asigoreUne force verticale est appliquée avec
une vitesse constante provoquant la déformation de la bleutgih dynamometre permet de mesurer la charge de
compression verticale, c’est-a-dire l'intensité maximale de laefoexercée pendant le test jusqu’'a ce que la
bouteille se déforme visiblement . Elle est exprimée en nesvtii

On désigne paX la variable aléatoire qui, a toute bouteille prélevée dans ldymtion, associe la charge de
compression verticale infligée lors du test.

a) Dans cette question, on suppose ¢gusuit la loi normale de moyenne 30 N et d’écart-type 1 N. Une
bouteille est déclarée conforme lorsque la charge de compressiticale infligée lors du test est comprise entre 28
et 32 N. Calculer la probabilité qu’une bouteille prélevée azahddans la production soit conforme.

b) Pour des raisons écologiques, la société A vient de mettpoiat un nouveau modéle de bouteille en
plastique de plus faible épaisseur. On souhaite testes $idateilles sont toujours aussi résistantes. On préleve at
hasard un échantillon de 100 bouteilles dans la productiorchzeige moyenne de compression verticale sur cet
échantillon est de 29,4 N et I'écart-type corrigé est de 1,2 N.

Peut-on conclure, au risque 5%, que la charge moyenne de comopressiicale sur 'ensemble de la
production de bouteilles est égale a 30 N ? inférieure a 30 N ?

¢) Une societé concurrente B propose un modele écologique deilbmen plastique de méme épaisseur et
affirme que ses bouteilles sont plus résistantes que cellés steciété A. Sur un échantillon de 80 bouteilles de la
société B, on a obtenu une moyenne de 29,8 N et un écart-typeé&deif,6 N. Tester, au risque 5%, I'affirmation
de la société B.
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Exercice 3

En France, pendant 'année scolaire 2009-2010, sur 81135igttslinscrits en classe préparatoire aux grandes
écoles (CPGE), on pouvait trouver 34632 filles. (Source : Repet références statistiques sur les enseignements, |
formation et la recherche Edition 2010)

Selon 'INSEE, la proportion de filles parmi les jeunes entre 134eans est de 49,2%.

Peut-on considérer, au risque 5%, que les filles sont sous-repééseen CPGE ?

Exercice 4

Une étude a été menée pour comparer la teneur en vitamine Cudevdeétés de pommes notées V1 et V2.
Pour chaque variété, la teneur en vitamine C, exprimée en nig)1®d été mesurée dans 11 pommes prises al
hasard dans la production de chaque variété. Les résultatustgent présentés ci-dessous.

| A B 5 B E
1 série 1 série 2 série 3 serie 4
2 93 05 91 g5
i 95 o7 o7 o7
4 95 o8 o5 o8

| Gt | 05 o7 o2 o7
B o2 04 o2 04
e 95 95 95 95
i 95 o5 a5 a5

| &8 | 95 o5 95 a5
10 95 o5 o7 o5
A1 o5 o7 o7 o7
12 95 95 g5 g5
13 |nombre d'obsemvations 11 A 11 11
14 Moy enne 95 0909 OR 2727 95 0909 OR 2727
15 ecart-type corrigé 15783 1,274 2.3856 1,272
16

On peut modeéliser cette situation de la fagon suivante. Orpap2lationsP; et P,, ou P; est 'ensemble des
pommes de la variétéiVOn désigne paX; et X les variables aléatoires représentant la teneur en vitaminer@ d’u
pomme dans chaque population. On supposeXxquaelit la loi normaleN(u1;o01) et queX; suit la l0i N (uz;02).

1) On suppose que les séries 1 et 2 proviennent de pommes dei@®itasgrie 1 correspondant a des pommes
de variété V1, la série 2 a des pommes de variété V2.
a) Tester, au risque 5%, I'égalité des variances dans les dgukghionsP1 et Pa.
b) Effectuer un test statistique, au risque 5%, pour répondaegaéstion suivante : les deux variétés V1 et
V2 ont-elles la méme teneur moyenne en vitamine C ?

2) On suppose que les séries 3 et 4 proviennent de pommes du kuBrdace, la série 3 correspondant a des
pommes de variété V1, la série 4 a des pommes de variété V2.
a) Expliquer pourquoi, pour ces deux séries 3 et 4, on ne pewypas la méme démarche qu’au 1).
b) Lorsque I'on ne peut pas considérer gue= o2, le test d’Aspin-Welch permet quand méme de tester

I'égalité des deux moyennes. Ce test s’appuie sur la statéstig- % Sous I'hypothéseélo : u1 = uo,
£, %
[ No
T suit la loi de Student éndegrés de liberté, om est I'entier (le plus proche) obtenu par les formules
Si1
2 —¢)? :
%z 2, (=0 ,avece = —— 12—
ny — 1 Ny — 1 50’1 SC,2
ny Ny

Calculerc, puism, et effectuer le test d’Aspin-Welch, au risque 5%, pour répondizegaestion suivante :
les deux variétés V1 et V2 ont-elles la méme teneur moyenne@mivie C ?



1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
2 A& B B f, tel queP(F > f,) = &
o1=02| G100 F 5;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. | 2
Stz sjéchantillons indépendants gaussiens en travaillant ave€ > 1
M1 #F H2 _ Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 : NormaleN(0; 1) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1 F U2 _ o . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
M1 = H2 | p1 > U2 = o, ) . ty
S (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
p1 < p2 L2y\ny TNz 5 2 to
2 (N1-1)sg 1 +(N2-1)s¢ 5
aveCSC’]_’z = nitn,—2
Ui # 2 - Ue
wi=p2| m>ps | U= S? 00D = Xg - X5 NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
Hi < H2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons ta
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 E_F, simify = 5,ni(1-f) = 5, /
P1=P2| p1>pP2 = ; u,
,/(% + A )f1a(1-f12) nofz > 5,n(1-12) > 5, ,
P1 < P2 o f Ug
£ nitq + n2f2
aveclyp = i n,

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheéseHy : le caractére suit la loi théorique définie par les probabiliés
HypothéseH; : Ho.

S (Ni — npi)?
Statistique de testD = Z %

i=1
Loi de D sous I'hypothéseély : khi deux ar — 1 — kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test d indépendance entre deux caracteres et s modalités au risquea

HypotheseHy : les deux caractéres sont indépendants.

HypothéseH; : Ho.

r S o - 2 ) ) S r
Statistique de testD = ZZ M avecnp;j = n.,.nn.,, N = Zni,j etn.j = Z Nij.
j=1 i=1

npi
i=1 j=1

Loi de D sous I'hypothésély : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.
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