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Exercice 1

0) Dans une population donnée, on considéere un caractéreagi@diieux modalités A et B, représenté par
une variable aléatoir¥ de loi de Bernoulli de paramétgg ou p est la proportion d’'individus ayant la modalité A
dans la population, aveg € ]0;1[. On considere un échantillogXi, ..., Xn) de taillen de X, ou n est un entier

n

2 Xi
naturel tel quenp > 10 etn(1 - p) > 10. On désigne pdf = % la frequence d’échantillon. Saite ]0; 1].
a) On suppose dans cette question guest connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intkrde
fluctuation deF (autour dep) au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question guest inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un ialéde
confiance de au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

1) Le barometre du risk management 2011 Protiviti - TNS Sofres eeétisé aupres d’'un échantillon aléatoire
de 100 directeurs financiers d’entreprises cotées et de 100 diredir@anciers d’entreprises non cotées. Cette étude
indique que 34 des directeurs financiers d’entreprises cotégsag2directeurs financiers d’entreprises non cotées
consideéerent que I'environnement juridique représente un risqisuma

a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de laoptiop des directeurs financiers
d’entreprises cotées qui ont cette opinion.

b) De facon analogue, donner (sans détailler les calculshtenvialle de confiance au niveau 95% de la
proportion des directeurs financiers d’entreprises non cotéestjaette opinion.

c) Peut-on déduire de ces deux intervalles qu’il y a une différefmginion entre les directeurs financiers
des deux types d’entreprises ? Justifier la réponse.

d) Effectuer un test statistique au risque 5%, puis 10%, pavois si I'on peut considérer qu’'il y a une
différence d’opinion entre les directeurs financiers des deuastypentreprises. En cas de décisions contradictoires
avec les deux risques 5% et 10%, préciser et justifier la dgcasretenir.

2) Le barométre Carrefour Property - TNS Sofres de mai 2011 a mesuwaéideses des populations urbaines
en France concernant leur centre-ville sur un échantillon @téatde 556 personnes. Parmi les personnes
interrogées, 284 ont répondu que leur centre-ville s’était begudpnamisé au cours des dernieres années.

Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si lemt gonsidérer que cette opinion est majoritaire
dans la population.

Exercice 2

On s’intéresse au poids des bébés de neuf mois.

1) On désigne paX la variable aléatoire qui, a chaque bébé de neuf mois, assatipads, et on suppose
dans cette question quéesuit la loi normale de moyenne 8 kg et d’écart type 1 kg.
a) Calculer la probabilité qu’un bébé de neuf mois choisi aattbau hasard pese entre 6,5 et 9,5 kg.
b) Quel est l'intervalle de la form8 — h; 8 + h] dans lequel on trouve le poids de 95 % des bébés ?



2) Onamesure le poids de dix bébés de neufs mois. Voici lessdswbtenues (en kg) :
8,0,8,7,9,3;89;85;6,3;9,1;7,3;7,4;8,0.

a) Préciser la population et la variable étudiées, la taillettiétillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur
loi. Préciser I'hypothése a faire sur la variable étudiée pouwpin répondre aux questions c) a e) suivantes.

b) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de I'égaetdu poids des bébés de 9 mois.

c¢) En déduire un intervalle de confiance au niveau 95% du po@&mdes bébés de 9 mois.

d) Effectuer un test statistique pour savoir si on peut a#rsir, au risque 5%, que le poids moyen d’'un bébé
de neuf mois est supérieur a 7,5 kg ?

e) Que dire au risque 5% de I'hypothése faite par les médecinkeqaeds moyen d’'un bébé de neuf mois
estégal & 8,5kg ?

3) Enutilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

e s o [ O 4 oo B - PR [ = O PR N, oot = L P e e S~ i e Sl o e Tt i
> mean(poids)

= e e

> srar (poids)

[1] O.8&85

» ‘shapiro.tcest(poids)

Shapiro-Wilk normality test

data: poids
M =:10.9431, p-wvalue = 0.5884

> RoRest ipoids; mu="  SoAltEEatIVe="grEater™)
One Sample t-test

data: poids
t = 2.185, df = 9, p—wvalue = 0.02Z836
alternative hypothesi=: true mean is greater than
95 percent confidence interwval:
T7.604665 Int
Sample estimates:
mean of =
.15

a) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies efirttice que représentent les valeurs calculées.

b) Pour chacun des deux tests statistiques mis en oeuvresgrées hypothesdd, etH; puis donner, en
justifiant, le résultat au risque 5%.

c) Le résultat du premier test remet-il en cause I'hypothéese fhites la question 2) a) ? Justifier la
réponse.

d) Le résultat du deuxiéme test est-il conforme a celui de latoure®) d) ? Justifier la réponse.

Exercice 3

On a donné a 6 volontaires un médicament A contre la migraine sred le temps nécessaire pour avoir
disparition de la douleur :

Sujet 11 2 3 4 5 6
Temps (enmin) 15 27 38 19 45 @8

A ces mémes individus, lors de nouvelles migraines, on a adtréniin autre médicament B contre la migraine
et observé le temps nécessaire pour avoir disparition de lawaioul

Sujet 11 2 3 4 5 6
Temps (enmin) 10 21 30 12 45 10

On suppose que les temps nécessaires pour avoir disparitlarddaleur suivent des lois normales.

1) Peut-on considérer, au risque 5%, que le médicament B a upa phis rapide que le médicament A ?

2) Lerésultat est-il le méme au risque 10 % ? En cas de décisioti®datoires avec les risques 5 % et 10 %,
préciser et justifier la décision a retenir.




3) Enutilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan
> medh=c (15,27,38,19,45,8)
> medB=c (10,21,30, 12,45, 10}
> Shapirco.test (medk)

Shapiro-Wilk normality test

data: medld
W = 0.9606, p-wvalue = 0.353244

> Shapice. tesc (maedE)
Shapiro-Wilk normality test

data: medE
W= 0.8536, p-valus = 0.1682

> e testimeEdl medE pRicsH=T slberngtiras"greater™)
Paired t-test

data: medlk and medE

L = 2.4194, df = 5, p-walue = 0.03005

alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0O
9L percent confidence interval:

0.6685617 Inf

Sample estimates:
mean of the differences

4

Les résultats obtenus sont-ils conformes a ceux obtenus dagadstions 1) et 2) ? Justifier la réponse.

4) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

=war teacimedd medB}
F test to compare LwWwo variahces

data: medk and medE
F =1.0184, num df =5, denom df = 5, p-value = 0.9845
alternative hypothesis: true ratio of variances iz not equal to 1
95 percent confidence interwval:
0.1425029 7.2777313
sample estimates:
ratio of variances
1.01538

= tobegtimeal medE srar emual=T  alterngtive="greater™)
Two Zample t-test

data: medk and medE
Lt = 0.49258, df = 10, p-valus = 0.3164d
alternative hypothesis: true difference in means is greater than O
95 percent confidence interwval:
-10.7121 Inf
sample estimates:
mean of X mean of ¥
2533338 2435333

a) Dans quelle situation aurait-il été utile de réaliser cex dests ?
b) Le résultat du deuxieéme test est-il le méme que celui du tabsé&dans la question 1) ? Justifier.



Exercice 4

Pour étudier le comportement alimentaire de deux especesiduify Lasius niger et Lasius flavus, Saad (1976)
a concu le dispositif expérimental suivant.

Six chambres, pourvues d’'un tampon qui assure 90% d’humiditéuveslaont disposées en rayon autour d’un
promenoir central circulaire. Un gramme d’aliment a tester éfaitépau centre de chaque chambre et le méme
aliment se retrouvait dans deux chambres diamétralement aggpoBeis sucres ont été testés : le glucose, le
galactose et le lévulose.

Le premier jour de I'expérience, a 8 heures du matin, 20 ouvrierasedies deux especes étaient introduites
dans le promenoir et pendant 5 jours consécutifs, le nombre miplEEement des fourmis dans les diverses
chambres ont été notés a 8 heures et a 16 heures. L’expérience p&dée e fois pour chaque espece et a la fin de
chaque expérience, le poids du sucre non emporte a été vérifié.

La répartition de Lasius durant les 5 expériences de 5 jours a stéviante :

Glucose : 255 fourmis observeées.
Galactose : 325 fourmis observées.
Lévulose : 200 fourmis observeées.

On sait que la répartition des fourmis dans les chambres estungifsi le méme sucre est déposé dans chacune
des 6 chambres.

1) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir gieart considérer gu’elle I'est encore si trois sucres
différents sont utilisés ?

2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

> ohs=c(255,325,200)
» theo=c(1/3,1/3,1/3)
* ohifgitegt {oba;p=ches)

Chi-=zquared test for given probabilities

data: oh=
¥-zquared = 30,1923, 4df = 2, p-wvalue = Z2.77%9e-07

Les résultats obtenus sont-ils conformes a ceux obtenus dgnestion 1) ? Justifier la réponse.

Exercice 5

La distance d’arrét d’'un véhicule est égale a la distance de o@éafcistance parcourue entre le moment ou le
conducteur percoit un obstacle et celui ou il appuie sur laalgéde frein) augmentée du chemin de freinage
(distance parcourue entre le début du freinage et l'arrét total). hieaa suivant fournit, pour 12 vitesses
exprimées en km/h, le chemin de freinggmesuré en metres.

x40 50 60 70 80 90 100 110 120 180 140 150
y 911 20 27 39 45 58 78 79 93 108 124

1) Vérifier graphiguement que I'on peut admettre I'existence d'talation affine entre la vitesse et le chemin
de freinage.
2) En supposant que les hypothéses du cours sont satisésteser les parametres de la droite de régression
deYenX:
a) ponctuellement ;
b) par des intervalles de confiance au niveau 0,95.
3) Déterminer un intervalle de prévision au niveau 0,95 pouhésrin de freinage a une vitesse de 170 km/h.
4) La corrélation observeée est-elle significativement diffézate 0 ?




1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
2 A& B B f, tel queP(F > f,) = &
o1=02| G100 F 5;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. | 2
Stz sjéchantillons indépendants gaussiens en travaillant ave€ > 1
M1 #F H2 _ Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 : NormaleN(0; 1) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1 F U2 _ o . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
M1 = H2 | p1 > U2 = o, ) . ty
S (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
p1 < p2 L2y\ny TNz 5 2 to
2 (N1-1)sg 1 +(N2-1)s¢ 5
aveCSC’]_’z = nitn,—2
Ui # 2 - Ue
wi=p2| m>ps | U= S? 00D = Xg - X5 NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
Hi < H2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons ta
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 E_F, simify = 5,ni(1-f) = 5, /
P1=P2| p1>pP2 = ; u,
,/(% + A )f1a(1-f12) nofz > 5,n(1-12) > 5, ,
P1 < P2 o f Ug
£ nitq + n2f2
aveclyp = i n,

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheéseHy : le caractére suit la loi théorique définie par les probabiliés
HypothéseH; : Ho.

S (Ni — npi)?
Statistique de testD = Z %

i=1
Loi de D sous I'hypothéseély : khi deux ar — 1 — kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test d indépendance entre deux caracteres et s modalités au risquea

HypotheseHy : les deux caractéres sont indépendants.

HypothéseH; : Ho.

r S o - 2 ) ) S r
Statistique de testD = ZZ M avecnp;j = n.,.nn.,, N = Zni,j etn.j = Z Nij.
j=1 i=1

npi
i=1 j=1

Loi de D sous I'hypothésély : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.




7) Régression linéaire simple
On considere deux variables quantitati¥eet Y et le modéle de régression= aX+ + ¢, ou ¢ suit la loi
normaleN(0;c). On désigne pap = %x(r()) le coefficient de corrélation linéaire entxeet .
Droite des moindres carrés dey enx.
s . CcoM(X,Y)
Droite d’équatiorny = ax+ b, aveca = e b=y-ax,

et coefficient de corrélation linéaireentrex ety avec et = %;(;y)

1y 1y 1y 1y 1y
oux = FTx,5- F Ty - (F20) x5 - (F57) -5 ercowxy - (F T ) -
i=1 i=1 i=1 i—1 i—1
Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs édluamages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléato#eB etR.
p(1-p?)

On a alorsE(A) = a, B(B) = f etE(R) = p+ 27—

(1-r?)si etr (ou plus précisémenmt+

. Des estimations ponctuelles dep, 2 et p sont

r(l-r?)
2(n-3) )

alors respectivement b, s3 = - T 5

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régregm linéaire «
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.
, . L2 R .y 2 . s _ , .
La variance de&\ est egale agg, et peut étre estimée pst = ns—;. La variable aléatoir@ = ASAO‘ suit la loi
de Student & — 2 degrés de liberté. On détermine alors le tgetel queP(-t,, < T < t,,) = 1— a3 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance @d@u niveau - a; :

io = [@—Sats, , @+ Sata, |-

Test (bilatéral)deHo : @ = ap contre Hy : a = ao.
a—ao A .
On calculet = == et on décide que :
-Sit e ]—tal,tal[, alors on ne peut rejetéty ;
-Sit ¢ |-t4,,t,, [, alors on rejettédy avec une probabilité; de se tromper.
Cas de 8. On peut mener une étude analogue pguen ut|I|sant le fait que la variance d& est égale a
21, x? _e(l, _ _B-p
=+ @> et peut étre estimée psg = SR( = n§) = n2 5 Zx et que la variable aléatoife= —
suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté.
Prévision. L'ajustement affine peut servir a prévoir la valeur attendoerpy quand I'expérimentateur fixe

X = Xo. L'estimation ponctuelle de cette valeur ést— axo + b, et un intervalle de confiance de cette valeur au
(Xo — X)? (Xo — X)?
niveau 1- a1 |:y0 ‘/ (1+ T , y0+ta1 SR 1++ n + W .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélgon
Soit¢ le nombre défini paf = 1 In( 1J_r g ) = argthp.

o

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnagel paevaleurz = % In %) = argthr.

Lorsquen est assez grana & 20 en pratique), un intervalle de confiance/dau niveau t o :

- Ug Uy

ir=1|2z- , Z+ = [z1,22].

: [ /n-3 J/n-3 J 222)

D’ou un intervalle de confiance deau niveau *a :i, = [r1,r2] = [thz;,thz].
TestdeHo: p = Ocontre Hy : p qt 0.

Sous I'hypothésély, T = R/n-2 suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté. On calcule- n-2 :
J1-R? Ji-r2

-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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