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Exercice 1
La vertéporfine est un médicament utilisé pour soigner unaicerforme de dégénérescence maculaire liée a

I'age (DMLA). Pour étudier son efficacité, une étude a été réalsur des patients atteints de DMLA et agés de plus
de 50 ans. Lors de cette étude, certains patients ont recu et & base de vertéporfine, d'autres ont regcu un
placébo.

Aprés un an de traitement, les patients ont été examinés ptrmdger s’ils avaient perdu moins de trois lignes
d’acuité visuelle sur I'échelle ETDRS par rapport a leur visierdépart. Un tel patient est appelé "répondeur".

1) On choisit au hasard et avec remise 5 patients dans une poputie patients contenant 60% de
répondeurs. On considére la variable aléato{reui, a tout échantillon de 5 patients, associe le nombre de
répondeurs.

a) Justifier queX suit une loi Binomiale dont on précisera les parameétres.
b) Calculer la probabilité qu’au moins un patient soit un réamd
c) Calculer I'espérance mathématiqueXdet interpréter le résultat obtenu.

2) On se demande s'il existe une différence significative desg@roportions de répondeurs parmi les patients
traités par vertéporfine et parmi ceux ayant recu un placébo.

Sur un échantillon de 160 patients ayant recu le traitemensa tha vertéporfine, 108 sont répondeurs. Sur
un autre échantillon de 80 patients ayant recu un placébo,r@@é&mondeurs.

a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau de cordiaec95% de la proportion de répondeurs chez
les patients recevant le traitement a base de vertéporfine,dguia proportion de répondeurs chez les patients
recevant un placebo.

b) Peut-on déduire de ces deux intervalles de confiance qu’ilneadifférence de proportion de répondeurs
suivant que I'on ait recu le traitement ou un placébo ? Justdieéponse.

c) Effectuer un test statistique pour répondre a la questivasie : peut-on considérer, au risque 5 %, que
la proportion de répondeurs chez les patients recevant le traitetnbase de vertéporfine est supérieure a la
proportion de répondeurs chez les patients ayant recu un placgb@fésentera les hypotheses du test et les calculs
effectués.

3) Enutilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

¥ pEhenHdeur =Rt IR o108, 50,95 %33) sacedte )
> HEGR . LEstirERenHeEuF g Al CErhat ives"greater™)

Z=zample test for equality of proportions with continuity correction

data: repondeurs
¥-=squared = 10,332, df = 1, p-—wvalue = 0.0006537
alternative hypothesis: greater
95 percent confidence interwval:
0.10571s7 1.0000000
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.675 0.450

Expliquer ce que réalise la premiere instruction. Préciser Ipsthgseddo et H1 du test statistique mis en
oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du test au ei&§a. Ce résultat est-il cohérent avec celui du 2) c) ?



Exercice 2
1) Dans une population donnée, on considére un caractere tqti§nteprésenté par une variable aléatofre

d’espérance mathématiqueet d’écart-types. On considere un échantillogXi,...,X,) de taillen de X, et les
estimateurX et (de i eto) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint.  Baitéela € ]0;1[.

a) On suppose quX suit la loi normaleN(u;c). Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de: au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose que > 30. Quelle hypothese suf peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de au niveau 1- a.

L’entreprise agroalimentaire Flavornuts fabrique des arbmes tagge/ant a I'amélioration des préparations
culinaires pour la patisserie ou la cuisine. Elle les conditeodans des flacons de 58 ml qu’elle achéte a I'entreprise
Verremballage, qui concoit, développe et commercialise detiaos d’emballages primaires composées de flacons
standards.

Le cahier des charges indique qu’un flacon est déclaré confoarsgue son volume utile appartient a
l'intervalle [57,90 ; 58,10].

On définit la variable aléatoir® associant a chaque flacon son volume utile exprimé en mL. Ppose queX
suit une loi normale de moyennpeet d’écart types.

2) Dans cette question, on suppose gue 58 et = 0,04. On choisit un flacon au hasard dans la production.
a) Déterminer la probabilité pour qu’il ne soit pas conforme.
b) Donner une valeur arrondie au centieme du ndel queP(58—-h < X < 58+ h) = 0, 95.

3) AToccasion d'une commande envoyée par Verremballage, lécgecontrdle du laboratoire de Flavornuts
recoit un lot de flacons. Il effectue un prélevement aléatoeeB@ flacons. Les résultats sont consignés dans le
tableau suivant :

Volume| [57,89 ; 57,93] 157,93 :57,97] ]57,97 ;58,01] 158,01 :(8, 158,05 ; 58,09] 158,09 : 58,13]
Effectif 10 16 32 12 6 4

a) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et dart‘éype du volume utile d’'un flacon.

b) Au vu de ces résultats, le service de contrble pense que leneolaoyen est inférieur aux 58 mL
annonces par Verremballage. Effectuer un test statistiquésque 5% pour savoir si on peut considérer que le
service de contrble a raison. Présenter les hypotheses de eeleedétail des calculs mis en oeuvre pour I'effectuer.

Exercice 3

On administre des somniferes a deux groupes de malades A et Baxmemprespectivement 50 et 100 individus.
Le groupe A regoit un nouveau somniféere, le groupe B regoit I'ancien

Les patients du groupe A ont dormi 7,82 heures en moyenne avetauntgpe corrigé de 0,24 heures ; ceux du
groupe B ont dormi 6,75 heures en moyenne avec un écart-type coer@8@heures.

Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si ile’@au somnifere est plus efficace que I'ancien ?

Exercice 4

Blancheur
D1 | D2 D3| D4
16| 18| 19| 20
17| 20| 27| 23
17| 20| 28| 24
19| 21| 29| 25
21| 22| 32| 26
24 | 23| 34| 29

Les données ci-contre correspondent & une expérience ou 4 destifri
(D1, D2, D3 et D4) ont été chacun testés sur 6 personnes afiroijue s

mesuré leur impact sur la blancheur des dents.
Cet impact est mesuré par un indice de blancheur.
Tous les patients utilisaient auparavant le méme dentifrice.




En utilisant le logiciel R, on a entré les instructions suieant

gl i St o 1 o R e I LG B
gl o+ B ) - e R v i B SRR
gl <t o 1 = [l e R
e B o ] Bl i B e
» dentifrice =dpep i {mpilrr mha atna e gy cren e, 3
> hlancheur = cl{x%l.¥2.,.%3,x43)
 gentifrige s rabo T et I Irioe)
> dohness” = data Trametblanohelr deftifrices)
> head|donnees)

blancheur dentifrice
1 1A D1
2 17 D1
3 17 D1
4 19 Il
5 21 Il
B 24 Il
¥ Eailldormesg)

blancheur dentifrice

19 20 04
20 23 04
21 Z4 Did
22 25 L4
23 26 L4
24 29 L4

1) On poursuit alors en entrant les instructions ci-dessous dbtigndles résultats suivants :

> shapiro.tesat(xl)
Shapiro-Wilk normality test

data: =1
W= 0.9025, p-valus = 0.3558

» shapiro.test (x2) » shapiro.test (x4}

Shapiro-Wilk normality test

data: =2
W= 0.974, p-walue ='0.9151
> shapiro.test(x3)

Shapiro-Wilk normality test

Shapiro-Wilk normality test

data: =4
W = 0.9916, p-wvalus = 0.9928
> bhartlett.test{list (x1,x2,=x3,x4)])

Bartlett test of homogensity of wariances

data: =3
W= 0.91953, p-wvalue = 0.5039

data: listi=x1l, =x2, =3, =x4)

Bartlett's K-scuared = 5.1906, df = 3, p-wvalue = 0.15584

Expliquer la démarche suivie et donner, en justifiant, leltésau risque 5 % de chacun des tests effectues.

2) On poursuit avec les instructions suivantes :

> wodele = lm(blancheur~dentifrice,data=donnees)
> anowva (mode le)
Analwysizs of Variance Tabhle

Fesponse: blancheur
DEf 3w 3g Mean 3g F walue Fr (=F)
dentifrice 3 302.17 100.722 §.3356 0.0003574 #+#%
Fesiduals 20 241.687 12.083
b5 B g B R o =S B At i 8 Py e b e e i O 0 8 e L P R A e

Donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % du test effeetlinterpréter le résultat obtenu.



3) On complete I'étude avec l'instruction suivante :

FoRruskel et [ Tiet (el w8 s i)
Fruskal-Tallis rank sum test
data: Iistiwl, 32, 33, x4]
Kruskal-UWallis chi-sgquared = 11.8967, df = 3, p—wvalus = 0.007745

Donner, en justifiant, le résultat de ce test au risque 5%t-Htatile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non,
dans quel cas aurait-il été utile ?

4)  Peut-on considérer, au risque 5%, que la blancheur est nmopmtante avec le dentifrice 1 qu'avec le
dentifrice 3 ? On détaillera le(s) test(s) effectués pour répcadedte question.

Exercice 5

Dans une étude sur I'absentéisme scolaire, une des causesrtalest d’ordre non volontaire : déces, maladie,
fatigue excessive, traitement meédical. Parmi les 642 répas@ann questionnaire sur les motifs d’absence, 200 se
classent dans cette catégorie. On a classifié ces 200 réfsrsadon le sexe et la cause.

Décés Maladie Fatigue Traitement
Gargons 3 41 25 11
Filles 7 59 35 19

1) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir Sebee a une influence sur le type de cause
d’absence. On présentera les hypotheses du test et les cdfiectaés.

2) Avec le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

e TN s T 1T e ) M S R o IR R L R e TR . 1 G 1
> colnames (absenteisme) =c ["hécés", "Maladie™, "Fatigue", "Traitement™)
= ronnamEs ahEente ismE ) = MiEaraens T T T lesr)
> absenteisne
Dépézs Maladie Fatigus Traitement
FAargons a3 41 25 11
Filles 7 55 35 19
> chizg.test (absenteisme) jexpected
Dépézs Maladie Fatigus Traitement
FAargons 4 40 24 12
Filles & (1n] 36 15
Message d'swis
In chizsg.test (shsenteisme)
l'approximation du Chi-Z est peut—£&tre incorrecte
> chisg.test (abaenteisme)

FPearson's Chi-squared test

data: absenteisme
—zgquared = 0.666%7, df = 3, p—wvalue = 0.881

Meszsage d'awvis
In chi=sg.test (absenteisme)
l'approximation du Chi-2 est peut—-étre incorrecte

a) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies, pnser, en justifiant, le résultat du test effectué au

risque 5%. Conclure et comparer avec le résultats du 1).
b) Expliquer pourquoi il y a un message d’avis.



1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
f, tel que
? 5dé PF=>f)=%&
o1=02| 1% 0 Eo 3;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. ~ 2
Stz siéchantillons indépendants gaussiens en travaillant
avecf > 1
M1 #F H2 . Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 . Normale./\/(Oil) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1+ Uz o L, . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
H1i= U2 | H1 > U2 = . , . . t,
Seio (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
Hi < U2 " N1 nz 2 2 ty
2 (nl—l)scyl+(n2—1)scy2
aveCSC’]_’z = nitn,—2
H1 # H2 Uq
wi=pg2| m>ps | U= 2 oUD = X;— X NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
H1 < p2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons to
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ta
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 i simify = 5,ni(1-f) = 5, /
Pr=P2| p1>p2 : Uy
J(T +A)fa(1—fip)  Naf2>5,n(1-fp) > 5, )
P1 < P2 o Ug
nlfl + n2f2
aveCflyz = W

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheseHy : le caractere suit la loi théorique définie par les probabifités HypothéseH; : Ho.
o \2
Statistique de testD = Z (Ni —np)”

np;

LoideD sous I’ hypotheseio khi deux ar —1—-kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test dindépendance entre deux caractéres aet s modalités au risquea

HypothéseHy : les deux caractéres sont indépendants. HypotHesé,.

< (Nij — npij)? ni. N
StatistiquedetestD=ZZ"J—..p"’,avecnpi,j— =i, = anjetn-J_anl

npi,

1 j=1

Loi de D sous I'hypothésélp : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6




7) Régression linéaire simple
On considere deux variables quantitati¥eet Y et le modéle de régression= aX+ + ¢, ou ¢ suit la loi
normaleN(0;c). On désigne pap = %x(r()) le coefficient de corrélation linéaire entxeet .
Droite des moindres carrés dey enx.
s . CcoM(X,Y)
Droite d’équatiorny = ax+ b, aveca = e b=y-ax,

et coefficient de corrélation linéaireentrex ety avec et = %;(;y)

1y 1y 1y 1y 1y
oux = FTx,5- F Ty - (F20) x5 - (F57) -5 ercowxy - (F T ) -
i=1 i=1 i=1 i—1 i—1
Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs édluamages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléato#eB etR.
p(1-p?)

On a alorsE(A) = a, B(B) = f etE(R) = p+ 27—

(1-r?)si etr (ou plus précisémenmt+

. Des estimations ponctuelles dep, 2 et p sont

r(l-r?)
2(n-3) )

alors respectivement b, s3 = - T 5

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régregm linéaire «
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.
, . L2 R .y 2 . s _ , .
La variance de&\ est egale agg, et peut étre estimée pst = ns—;. La variable aléatoir@ = ASAO‘ suit la loi
de Student & — 2 degrés de liberté. On détermine alors le tgetel queP(-t,, < T < t,,) = 1— a3 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance @d@u niveau - a; :

io = [@—Sats, , @+ Sata, |-

Test (bilatéral)deHo : @ = ap contre Hy : a = ao.
a—ao A .
On calculet = == et on décide que :
-Sit e ]—tal,tal[, alors on ne peut rejetéty ;
-Sit ¢ |-t4,,t,, [, alors on rejettédy avec une probabilité; de se tromper.
Cas de 8. On peut mener une étude analogue pguen ut|I|sant le fait que la variance d& est égale a
21, x? _e(l, _ _B-p
=+ @> et peut étre estimée psg = SR( = n§) = n2 5 Zx et que la variable aléatoife= —
suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté.
Prévision. L'ajustement affine peut servir a prévoir la valeur attendoerpy quand I'expérimentateur fixe

X = Xo. L'estimation ponctuelle de cette valeur ést— axo + b, et un intervalle de confiance de cette valeur au
(Xo — X)? (Xo — X)?
niveau 1- a1 |:y0 ‘/ (1+ T , y0+ta1 SR 1++ n + W .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélgon
Soit¢ le nombre défini paf = 1 In( 1J_r g ) = argthp.

o

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnagel paevaleurz = % In %) = argthr.

Lorsquen est assez grana & 20 en pratique), un intervalle de confiance/dau niveau t o :

- Ug Uy

ir=1|2z- , Z+ = [z1,22].

: [ /n-3 J/n-3 J 222)

D’ou un intervalle de confiance deau niveau *a :i, = [r1,r2] = [thz;,thz].
TestdeHo: p = Ocontre Hy : p qt 0.

Sous I'hypothésély, T = R/n-2 suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté. On calcule- n-2 :
J1-R? Ji-r2

-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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