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Exercice 1
La vertéporfine est un médicament utilisé pour soigner une certaine forme de dégénérescence maculaire liée à

l’âge (DMLA). Pour étudier son efficacité, une étude a été réalisée sur des patients atteints de DMLA et âgés de plus
de 50 ans. Lors de cette étude, certains patients ont reçu un traitement à base de vertéporfine, d’autres ont reçu un
placébo.

Après un an de traitement, les patients ont été examinés pour déterminer s’ils avaient perdu moins de trois lignes
d’acuité visuelle sur l’échelle ETDRS par rapport à leur vision de départ. Un tel patient est appelé "répondeur".

1) On choisit au hasard et avec remise 5 patients dans une population de patients contenant 60% de
répondeurs. On considère la variable aléatoireX qui, à tout échantillon de 5 patients, associe le nombre de
répondeurs.

a) Justifier queX suit une loi Binomiale dont on précisera les paramètres.
b) Calculer la probabilité qu’au moins un patient soit un répondeur.
c) Calculer l’espérance mathématique deX et interpréter le résultat obtenu.

2) On se demande s’il existe une différence significative entreles proportions de répondeurs parmi les patients
traités par vertéporfine et parmi ceux ayant reçu un placébo.

Sur un échantillon de 160 patients ayant reçu le traitement à base de vertéporfine, 108 sont répondeurs. Sur
un autre échantillon de 80 patients ayant reçu un placébo, 36 sont répondeurs.

a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95% de la proportion de répondeurs chez
les patients recevant le traitement à base de vertéporfine, puisde la proportion de répondeurs chez les patients
recevant un placebo.

b) Peut-on déduire de ces deux intervalles de confiance qu’il y a une différence de proportion de répondeurs
suivant que l’on ait reçu le traitement ou un placébo ? Justifierla réponse.

c) Effectuer un test statistique pour répondre à la question suivante : peut-on considérer, au risque 5 %, que
la proportion de répondeurs chez les patients recevant le traitement à base de vertéporfine est supérieure à la
proportion de répondeurs chez les patients ayant reçu un placébo ?On présentera les hypothèses du test et les calculs
effectués.

3) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

Expliquer ce que réalise la première instruction. Préciser les hypothèsesH0 et H1 du test statistique mis en
oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du test au risque 5%. Ce résultat est-il cohérent avec celui du 2) c) ?
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Exercice 2
1) Dans une population donnée, on considère un caractère quantitatif, représenté par une variable aléatoireX

d’espérance mathématique� et d’écart-type�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taille n de X, et les
estimateursX et Sc (de� et�) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint. Soitun réel� � �0;1�.

a) On suppose queX suit la loi normaleN��;��. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de� au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose quen � 30. Quelle hypothèse surX peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de� au niveau 1� �.

L’entreprise agroalimentaire Flavornuts fabrique des arômes naturels servant à l’amélioration des préparations
culinaires pour la pâtisserie ou la cuisine. Elle les conditionne dans des flacons de 58 ml qu’elle achète à l’entreprise
Verremballage, qui conçoit, développe et commercialise des solutions d’emballages primaires composées de flacons
standards.

Le cahier des charges indique qu’un flacon est déclaré conforme lorsque son volume utile appartient à
l’intervalle [57,90 ; 58,10].

On définit la variable aléatoireX associant à chaque flacon son volume utile exprimé en mL. On suppose queX
suit une loi normale de moyenne� et d’écart type�.

2) Dans cette question, on suppose que� � 58 etσ � 0,04. On choisit un flacon au hasard dans la production.
a) Déterminer la probabilité pour qu’il ne soit pas conforme.
b) Donner une valeur arrondie au centième du réelh tel queP�58� h � X � 58� h� � 0,95.

3) À l’occasion d’une commande envoyée par Verremballage, le service contrôle du laboratoire de Flavornuts
reçoit un lot de flacons. Il effectue un prélèvement aléatoire de 80 flacons. Les résultats sont consignés dans le
tableau suivant :

Volume [57,89 ; 57,93] ]57,93 ; 57,97] ]57,97 ; 58,01] ]58,01 ; 58,05] ]58,05 ; 58,09] ]58,09 ; 58,13]

Effectif 10 16 32 12 6 4

a) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type du volume utile d’un flacon.
b) Au vu de ces résultats, le service de contrôle pense que le volume moyen est inférieur aux 58 mL

annoncés par Verremballage. Effectuer un test statistique aurisque 5% pour savoir si on peut considérer que le
service de contrôle a raison. Présenter les hypothèses de ce testet le détail des calculs mis en oeuvre pour l’effectuer.

Exercice 3
On administre des somnifères à deux groupes de malades A et B comprenant respectivement 50 et 100 individus.

Le groupe A reçoit un nouveau somnifère, le groupe B reçoit l’ancien.
Les patients du groupe A ont dormi 7,82 heures en moyenne avec un écart-type corrigé de 0,24 heures ; ceux du

groupe B ont dormi 6,75 heures en moyenne avec un écart-type corrigé de 0,30 heures.
Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si le nouveau somnifère est plus efficace que l’ancien ?

Exercice 4

Les données ci-contre correspondent à une expérience où 4 dentifrices

(D1, D2, D3 et D4) ont été chacun testés sur 6 personnes afin que soit

mesuré leur impact sur la blancheur des dents.

Cet impact est mesuré par un indice de blancheur.

Tous les patients utilisaient auparavant le même dentifrice.

Blancheur

D1 D2 D3 D4

16 18 19 20

17 20 27 23

17 20 28 24

19 21 29 25

21 22 32 26

24 23 34 29
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En utilisant le logiciel R, on a entré les instructions suivantes :

1) On poursuit alors en entrant les instructions ci-dessous et on obtient les résultats suivants :

Expliquer la démarche suivie et donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % de chacun des tests effectués.

2) On poursuit avec les instructions suivantes :

Donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % du test effectué et interpréter le résultat obtenu.
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3) On complète l’étude avec l’instruction suivante :

Donner, en justifiant, le résultat de ce test au risque 5%. Etait-il utile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non,
dans quel cas aurait-il été utile ?

4) Peut-on considérer, au risque 5%, que la blancheur est moins importante avec le dentifrice 1 qu’avec le
dentifrice 3 ? On détaillera le(s) test(s) effectués pour répondreà cette question.

Exercice 5
Dans une étude sur l’absentéisme scolaire, une des causes d’absence est d’ordre non volontaire : décès, maladie,

fatigue excessive, traitement médical. Parmi les 642 répondants à un questionnaire sur les motifs d’absence, 200 se
classent dans cette catégorie. On a classifié ces 200 répondants selon le sexe et la cause.

Décès Maladie Fatigue Traitement

Garçons 3 41 25 11

Filles 7 59 35 19

1) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si lesexe a une influence sur le type de cause
d’absence. On présentera les hypothèses du test et les calculs effectués.

2) Avec le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

a) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies, puis donner, en justifiant, le résultat du test effectué au
risque 5%. Conclure et comparer avec le résultats du 1).

b) Expliquer pourquoi il y a un message d’avis.
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel que

P�F � f�� � �
2

en travaillant

avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�

HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi . HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�

HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants. HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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7) Régression linéaire simple
On considère deux variables quantitativeX et Y et le modèle de régressionY � �X � � � �, où � suit la loi

normaleN�0;��. On désigne par� �
cov�X,Y�
��X���Y�

le coefficient de corrélation linéaire entreX et Y.

Droite des moindres carrés dey enx.

Droite d’équationy � ax� b, aveca �
cov�x,y�

sx
2 , b � y � ax ,

et coefficient de corrélation linéairer entrex et y avec :etr �
cov�x,y�

sxsy

oùx � 1
n �

i�1

n

xi , y � 1
n �

i�1

n

yi , sx
2 � 1

n �
i�1

n

xi
2 � x2, sy

2 � 1
n �

i�1

n

yi
2 � y2 et cov�x,y� � 1

n �
i�1

n

xiyi � xy.

Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs échantillonnages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléatoiresA, B et R.

On a alorsE�A� � �, E�B� � � et E�R� � � �
��1 � �2�
2�n � 1�

. Des estimations ponctuelles de�, �, �2 et � sont

alors respectivementa, b, sR
2 � n

n � 2
�1 � r2�sy

2 et r (ou plus précisémentr �
r�1 � r2�
2�n � 3�

).

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régression linéaire �
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.

La variance deA est égale à�
2

nsx
2 , et peut être estimée parsA

2 �
sR

2

nsx
2 . La variable aléatoireT � A � �

sA
suit la loi

de Student àn � 2 degrés de liberté. On détermine alors le réelt�1 tel queP��t�1 � T � t�1 � � 1 � �1 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance de� au niveau 1� �1 :

i� � a � sAt�1 , a � sAt�1 .

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On calculet � a � �0

sA
et on décide que :

- si t � ��t�1, t�1 �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t 	 ��t�1, t�1 �, alors on rejetteH0 avec une probabilité�1 de se tromper.

Cas de�. On peut mener une étude analogue pour� en utilisant le fait que la variance deB est égale à

�2 1
n � x2

nsx
2 , et peut être estimée parsB

2 � sR
2 1

n � x2

nsx
2 �

sR
2

n2sx
2 �

i�1

n

xi
2, et que la variable aléatoireT �

B � �
sB

suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté.
Prévision. L’ajustement affine peut servir à prévoir la valeur attendue pour Y quand l’expérimentateur fixe

X � x0. L’estimation ponctuelle de cette valeur esty0 � ax0 � b, et un intervalle de confiance de cette valeur au

niveau 1� �1 : i y0 � y0 � t�1 sR
2 1 � 1

n �
�x0 � x�2

nsx
2 , y0 � t�1 sR

2 1 � 1
n �

�x0 � x�2

nsx
2 .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélation

Soit� le nombre défini par� � 1
2

ln
1 � �
1 � �

� argth�.

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnage prend la valeurz � 1
2

ln 1 � r
1 � r

� argthr.

Lorsquen est assez grand (n � 20 en pratique), un intervalle de confiance de� au niveau 1� � :

i � � z� u�

n � 3
, z� u�

n � 3
� �z1,z2�.

D’où un intervalle de confiance de� au niveau 1� � : i� � �r1,r2� � �thz1, thz2�.
Test deH0 : � � 0 contre H1 : � � 0.

Sous l’hypothèseH0, T �
R n� 2

1 � R2
suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté. On calculet �

r n � 2

1 � r2
:

- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t 	 ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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