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Exercice 1

1) Dans une population donnée, on considère un caractère quantitatif, représenté par une variable aléatoireX
d’espérance mathématique� et d’écart-type�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taille n de X, et les
estimateursX et Sc (de� et�) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint. Soitun réel� � �0;1�.

a) On suppose queX suit la loi normaleN��;��. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de� au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose quen � 30. Quelle hypothèse surX peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de� au niveau 1� �.

2) On a observé les teneurs en nitrates suivantes (en milligrammesde NO3 par litre) des eaux de 30 sources
d’une région donnée. Ces données proviennent de Demarets, 1992.Les données sont présentées dans le tableau
suivant :

37 21 0 19 1 5 0 13 1 20 34 19 17 74 28

34 61 15 35 55 28 10 69 48 63 8 18 34 18 90

a) Préciser population et caractère étudiés, taille d’échantillon, estimateur(s) mis en jeu et leur loi.
b) A l’aide du logiciel R, on a obtenu le résultat suivant :

Préciser les hypothèsesH0 et H1 du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du
test et conclure au risque 5%.

c) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type de la teneur en nitrates.
d) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de la teneur moyenne en nitrates d’une source.
e) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si, en moyenne, la teneur en nitrates des eaux de

source de la région considérée dépasse la norme de 25 mg/l.
f) Le résultat du e) pouvait-il être obtenu directement à partir durésultat du d) ? Justifier la réponse.

Exercice 2

Une étude statistique a été menée pour savoir si la marque de dentifrice LARO D se vendait autant dans la
Picardie que dans le reste de la France.

Sur 2000 personnes interrogées dans la Picardie, 1040 disent acheter la marque LARO D. Sur 1500 personnes
interrogées dans le reste de la France, 615 disent acheter la marque LARO D.

1) a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion d’acheteurs de la marque LARO D
dans la Picardie, puis un intervalle de confiance au niveau 95%de la proportion d’acheteurs de la marque LARO D
dans le reste de la France.

b) Ces intervalles de confiance permettent-ils de conclure ? Justifier la réponse.
c) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si onpeut considérer que les parts de marché de la

marque LARO D sont les mêmes dans la Picardie que dans le reste de la France.
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2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

a) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies.
b) Préciser les hypothèsesH0 et H1 du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du

test et conclure au risque 5%.
c) Ce résultat est-il cohérent avec celui du 1) c) ? Jusitifer la réponse.

Exercice 3

Les données ci-contre correspondent à une expérience où 4 dentifrices

(D1, D2, D3 et D4) ont été chacun testés sur 6 personnes afin que soit

mesuré leur impact sur la blancheur des dents.

Cet impact est mesuré par un indice de blancheur.

Tous les patients utilisaient auparavant le même dentifrice.

Blancheur

D1 D2 D3 D4

16 18 19 20

17 20 27 23

17 20 28 24

19 21 29 25

21 22 32 26

24 23 34 29

En utilisant le logiciel R, on a entré les instructions suivantes :
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1) On poursuit alors en entrant les instructions ci-dessous et on obtient les résultats suivants :

Expliquer la démarche suivie et donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % de chacun des tests effectués.

2) On poursuit avec les instructions suivantes :

Donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % du test effectué et interpréter le résultat obtenu.

3) On complète l’étude avec l’instruction suivante :

Donner, en justifiant, le résultat de ce test au risque 5%. Etait-il utile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non,
dans quel cas aurait-il été utile ?

4) Peut-on considérer, au risque 5%, que la blancheur est moins importante avec le dentifrice 1 qu’avec le
dentifrice 3 ? On détaillera le(s) test(s) effectués pour répondreà cette question.
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Exercice 4

La distance d’arrêt d’un véhicule est égale à la distance de réaction (distance parcourue entre le moment où le
conducteur perçoit un obstacle et celui où il appuie sur la pédale de frein) augmentée du chemin de freinage
(distance parcourue entre le début du freinage et l’arrêt total). Le tableau suivant fournit, pour 12 vitessesx
exprimées en km/h, le chemin de freinagey mesuré en mètres.

x 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

y 9 11 20 27 39 45 58 78 79 93 108 124

1) Vérifier graphiquement que l’on peut admettre l’existence d’une relation affine entre la vitesse et le chemin
de freinage.

2) En supposant que les hypothèses du cours sont satisfaites,estimer les paramètres de la droite de régression
deY enX :

a) ponctuellement ;
b) par des intervalles de confiance au niveau 0,95.

3) Déterminer un intervalle de prévision au niveau 0,95 pour le chemin de freinage à une vitesse de 170 km/h.
4) La corrélation observée est-elle significativement différente de 0 ?
5) En effectuant une transformation adaptée (que l’on précisera) des variablesX et Y, déterminer une

estimation ponctuelle des paramètres du modèleY � cXd.
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel queP�F � f�� � �
2

en travaillant avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�

HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi .
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�

HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants.

HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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7) Régression linéaire simple
On considère deux variables quantitativeX et Y et le modèle de régressionY � �X � � � �, où � suit la loi

normaleN�0;��. On désigne par� �
cov�X,Y�
��X���Y�

le coefficient de corrélation linéaire entreX et Y.

Droite des moindres carrés dey enx.

Droite d’équationy � ax� b, aveca �
cov�x,y�

sx
2 , b � y � ax ,

et coefficient de corrélation linéairer entrex et y avec :etr �
cov�x,y�

sxsy

oùx � 1
n �

i�1

n

xi , y � 1
n �

i�1

n

yi , sx
2 � 1

n �
i�1

n

xi
2 � x2, sy

2 � 1
n �

i�1

n

yi
2 � y2 et cov�x,y� � 1

n �
i�1

n

xiyi � xy.

Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs échantillonnages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléatoiresA, B et R.

On a alorsE�A� � �, E�B� � � et E�R� � � �
��1 � �2�
2�n � 1�

. Des estimations ponctuelles de�, �, �2 et � sont

alors respectivementa, b, sR
2 � n

n � 2
�1 � r2�sy

2 et r (ou plus précisémentr �
r�1 � r2�
2�n � 3�

).

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régression linéaire �
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.

La variance deA est égale à�
2

nsx
2 , et peut être estimée parsA

2 �
sR

2

nsx
2 . La variable aléatoireT � A � �

sA
suit la loi

de Student àn � 2 degrés de liberté. On détermine alors le réelt�1 tel queP��t�1 � T � t�1 � � 1 � �1 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance de� au niveau 1� �1 :

i� � a � sAt�1 , a � sAt�1 .

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On calculet � a � �0

sA
et on décide que :

- si t � ��t�1, t�1 �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�1, t�1 �, alors on rejetteH0 avec une probabilité�1 de se tromper.

Cas de�. On peut mener une étude analogue pour� en utilisant le fait que la variance deB est égale à

�2 1
n � x2

nsx
2 , et peut être estimée parsB

2 � sR
2 1

n � x2

nsx
2 �

sR
2

n2sx
2 �

i�1

n

xi
2, et que la variable aléatoireT �

B � �
sB

suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté.
Prévision. L’ajustement affine peut servir à prévoir la valeur attendue pour Y quand l’expérimentateur fixe

X � x0. L’estimation ponctuelle de cette valeur esty0 � ax0 � b, et un intervalle de confiance de cette valeur au

niveau 1� �1 : i y0 � y0 � t�1 sR
2 1 � 1

n �
�x0 � x�2

nsx
2 , y0 � t�1 sR

2 1 � 1
n �

�x0 � x�2

nsx
2 .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélation

Soit� le nombre défini par� � 1
2

ln
1 � �
1 � �

� argth�.

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnage prend la valeurz � 1
2

ln 1 � r
1 � r

� argthr.

Lorsquen est assez grand (n � 20 en pratique), un intervalle de confiance de� au niveau 1� � :

i � � z� u�

n � 3
, z� u�

n � 3
� �z1,z2�.

D’où un intervalle de confiance de� au niveau 1� � : i� � �r1,r2� � �thz1, thz2�.
Test deH0 : � � 0 contre H1 : � � 0.

Sous l’hypothèseH0, T �
R n� 2

1 � R2
suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté. On calculet �

r n � 2

1 � r2
:

- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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