Université de Picardie Jules Verne 20142015
UFR des Sciences

Licence mention Mathématiques- Semestre 3
Statistique
Examen de lundi 2 mars 2015
Durée 2h00
Tout document interdit - Calculatrices autorisées

Exercice 1

1) Dans une population donnée, on considére un caractére tgti§nteprésenté par une variable aléatofre
d’espérance mathématiqueet d’écart-types. On considere un échantillogXi,...,X,) de taillen de X, et les
estimateurX et S (de i eto) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint.  Baitéela € ]0;1[.

a) On suppose quX suit la loi normaleN(u;c). Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de: au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose que > 30. Quelle hypothese su peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de au niveau 1- a.

2) On a observé les teneurs en nitrates suivantes (en milligrardenB; par litre) des eaux de 30 sources
d’'une région donnée. Ces données proviennent de Demarets, I&92lonnées sont présentées dans le tableat
suivant :

37121 0/ 19 1] 5 O 13 1 20 34 19 17 74 28

34/ 61 15 35 55 28 10 69 48 63 8 18 34 |18 |90

a) Préciser population et caractére étudies, taille d’écthamtiéstimateur(s) mis en jeu et leur loi.
b) A I'aide du logiciel R, on a obtenu le résultat suivant :

> pitrates<-c(37,21,0,19,1,5,0,13,1,20,34,19,17, 74,28,

+ 34,61,15,35,55,28,10,69,48, 63,5, 18,34, 18, 90)

> EhapiTo. tESt [HITESTES]

Shapiro-Wilk normality test

data: nitratces
W=0.9137, p-valus = 0.01347

Préciser les hypothések et H; du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justjfiamésultat du
test et conclure au risque 5%.
c) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et dartd¢ype de la teneur en nitrates.
d) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de kutemoyenne en nitrates d’'une source.
e) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoimsimeyenne, la teneur en nitrates des eaux de
source de la région considérée dépasse la norme de 25 mg/l.
f) Le résultat du e) pouvait-il étre obtenu directement a partirddultat du d) ? Justifier la réponse.

Exercice 2

Une étude statistique a été menée pour savoir si la marquerndidride LARO D se vendait autant dans la
Picardie que dans le reste de la France.

Sur 2000 personnes interrogées dans la Picardie, 1040 diserteatzhmarque LARO D. Sur 1500 personnes
interrogées dans le reste de la France, 615 disent acheter laga&RO D.

1) a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% dedpgption d’acheteurs de la marque LARO D
dans la Picardie, puis un intervalle de confiance au niveau @% proportion d’acheteurs de la marque LARO D
dans le reste de la France.

b) Ces intervalles de confiance permettent-ils de concluretfiduta réponse.
c) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir et considérer que les parts de marché de la
marque LARO D sont les mémes dans la Picardie que dans le resté-chnce.
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2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suisan

> LARO D = matrix(c(1040,960,615,885) ,nrov=2,byrov=T)
> rownsgnes (LARO D) = e ("Picardie™, "France™)
> colnames (LARO D) = g("Achat', "Pag d'achat'm)
> LARO D
Aehat Paz d'achat
Pipardie 1040 Q50
France 615 8585

> chisg.test (LARD D) fexpected

Achat Pas d'achat
Picardie 945.7143 1054 .2857
France T09.28587 790, 7143
> chisg.teat (LARO D)

Fearson's Chi-sdquared test with Yates' continuity correction

data: LARD D
X—zgquared = 41,1682, df = 1, p-walues = 1.39%7=-10

a) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies.

b) Préciser les hypotheskls et H; du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justifiamésultat du
test et conclure au risque 5%.

c¢) Ce résultat est-il cohérent avec celui du 1) ¢) ? Jusitiferdanée.

Exercice 3

Blancheur
D1 | D2 D3| D4
16| 18| 19| 20
17| 20| 27| 23
17| 20| 28| 24
19| 21| 29| 25
21| 22| 32| 26
24 | 23| 34| 29

Les données ci-contre correspondent & une expérience ou 4 destifri
(D1, D2, D3 et D4) ont été chacun testés sur 6 personnes afiroijue s
mesuré leur impact sur la blancheur des dents.

Cet impact est mesuré par un indice de blancheur.

Tous les patients utilisaient auparavant le méme dentifrice.

En utilisant le logiciel R, on a entré les instructions suieant

gl i St o 1 o R e I LG B
gl o+ B ) - e R v i B SRR
gl <t o 1 = [l e R
e B o ] Bl i B e
» dentifrice =dpep i {mpilrr mha atna e gy cren e, 3
> hlancheur = cl{x%l.¥2.,.%3,x43)
 gentifrige s rabo T et I Irioe)
> dohness” = data Trametblanohelr deftifrices)
> head|donnees)

blancheur dentifrice
1 1A D1
2 17 D1
3 17 D1
4 19 Il
5 21 Il
B 24 Il
¥ Eailldormesg)

blancheur dentifrice

19 20 04
20 23 04
21 Z4 Did
22 25 L4
23 26 L4
24 29 L4



1) On poursuit alors en entrant les instructions ci-dessous dbtignbles résultats suivants :

> shapiro.tesatixl)
Shapiro-Wilk normality test

data: =1
W= 0.9025, p-wvalue = 0.3858

> shapiro.test (x2) > shapiro.test{x4d)
Shapiro-TWilk normality test Shapiro-Wilk normality test
data: X2 data: x4
W= 0.974, p-walue = 0.9181 W= 0.9216, p-wvalue = 0.99:Z8
> shapiro.test (®3) > Bartlect. . cest{list iRl wa w3, %4
Shapiro-Wilk normality test Bartlett test of homogeneity of wvariances
data: X3 dats: listixl, =2, x3, =4)

W= 0.3135, p-wvalue = 0.5033 Bartlett's E-sguared = 5.1906, df = 3, p-wvaluse = 0.1554

Expliquer la démarche suivie et donner, en justifiant, leltésau risque 5 % de chacun des tests effectues.

2) On poursuit avec les instructions suivantes :

> modele = lm(blancheur~dentifrice,data=donhees)
> anowva (modele)
Analysiz of Variance Table

Fesponse: blancheur

DEf Sum 2g Mean 2g F wvalue Pri(=F)
dentifrice 3 302.17 100.722 '8.3356 0,.0008574 w++w
Residuals 20 241.67 1Z.083

pa e o ot P wo T {=t P-C R e B B e 1 0% 6 I i ot B A Al e

Donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % du test effeetlinterpréter le résultat obtenu.

3) Oncompléete I'étude avec l'instruction suivante :

FoRruskel et [ Tiet (el w8 s i)
Kruskal-Wallis rank sum tLest

data: Iistiwl, 32, 33, x4]
Kruskal-UWallis chi-sgquared = 11.8967, df = 3, p—wvalus = 0.007745

Donner, en justifiant, le résultat de ce test au risque 5%t-Htatile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non,
dans quel cas aurait-il été utile ?

4)  Peut-on considérer, au risque 5%, que la blancheur est nmopmtante avec le dentifrice 1 qu'avec le
dentifrice 3 ? On détaillera le(s) test(s) effectués pour répcadedte question.



Exercice 4

La distance d’arrét d’'un véhicule est égale a la distance de o@éafctistance parcourue entre le moment ou le
conducteur percoit un obstacle et celui ou il appuie sur laalgéde frein) augmentée du chemin de freinage
(distance parcourue entre le début du freinage et l'arrét total). hieaa suivant fournit, pour 12 vitesses
exprimées en km/h, le chemin de freinggmesuré en metres.

x40 50 60, 70 80 90 100 110 120 180 140 150

y 9111 20 27 39 45 58 78 79 93 108 124

1) Vérifier graphiguement que I'on peut admettre I'existence d'talation affine entre la vitesse et le chemin
de freinage.
2) En supposant que les hypothéses du cours sont satisésteser les parametres de la droite de régression
deYenX:
a) ponctuellement ;
b) par des intervalles de confiance au niveau 0,95.
3) Déterminer un intervalle de prévision au niveau 0,95 pouhésrin de freinage a une vitesse de 170 km/h.
4) La corrélation observée est-elle significativement diffégate 0 ?
5) En effectuant une transformation adaptée (que I'on préciserg)vdriablesX et Y, déterminer une
estimation ponctuelle des paramétres du modetecXd.




1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
2 A& B B f, tel queP(F > f,) = &
o1=02| G100 F 5;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. | 2
Stz sjéchantillons indépendants gaussiens en travaillant ave€ > 1
M1 #F H2 _ Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 : NormaleN(0; 1) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1 F U2 _ o . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
M1 = H2 | p1 > U2 = o, ) . ty
S (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
p1 < p2 L2y\ny TNz 5 2 to
2 (N1-1)sg 1 +(N2-1)s¢ 5
aveCSC’]_’z = nitn,—2
Ui # 2 - Ue
wi=p2| m>ps | U= S? 00D = Xg - X5 NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
Hi < H2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons ta
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 E_F, simify = 5,ni(1-f) = 5, /
P1=P2| p1>pP2 = ; u,
,/(% + A )f1a(1-f12) nofz > 5,n(1-12) > 5, ,
P1 < P2 o f Ug
£ nitq + n2f2
aveclyp = i n,

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheéseHy : le caractére suit la loi théorique définie par les probabiliés
HypothéseH; : Ho.

S (Ni — npi)?
Statistique de testD = Z %

i=1
Loi de D sous I'hypothéseély : khi deux ar — 1 — kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test d indépendance entre deux caracteres et s modalités au risquea

HypotheseHy : les deux caractéres sont indépendants.

HypothéseH; : Ho.

r S o - 2 ) ) S r
Statistique de testD = ZZ M avecnp;j = n.,.nn.,, N = Zni,j etn.j = Z Nij.
j=1 i=1

npi
i=1 j=1

Loi de D sous I'hypothésély : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.




7) Régression linéaire simple
On considere deux variables quantitati¥eet Y et le modéle de régression= aX+ + ¢, ou ¢ suit la loi
normaleN(0;c). On désigne pap = %x(r()) le coefficient de corrélation linéaire entxeet .
Droite des moindres carrés dey enx.
s . CcoM(X,Y)
Droite d’équatiorny = ax+ b, aveca = e b=y-ax,

et coefficient de corrélation linéaireentrex ety avec et = %;(;y)

1y 1y 1y 1y 1y
oux = FTx,5- F Ty - (F20) x5 - (F57) -5 ercowxy - (F T ) -
i=1 i=1 i=1 i—1 i—1
Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs édluamages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléato#eB etR.
p(1-p?)

On a alorsE(A) = a, B(B) = f etE(R) = p+ 27—

(1-r?)si etr (ou plus précisémenmt+

. Des estimations ponctuelles dep, 2 et p sont

r(l-r?)
2(n-3) )

alors respectivement b, s3 = - T 5

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régregm linéaire «
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.
, . L2 R .y 2 . s _ , .
La variance de&\ est egale agg, et peut étre estimée pst = ns—;. La variable aléatoir@ = ASAO‘ suit la loi
de Student & — 2 degrés de liberté. On détermine alors le tgetel queP(-t,, < T < t,,) = 1— a3 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance @d@u niveau - a; :

io = [@—Sats, , @+ Sata, |-

Test (bilatéral)deHo : @ = ap contre Hy : a = ao.
a—ao A .
On calculet = == et on décide que :
-Sit e ]—tal,tal[, alors on ne peut rejetéty ;
-Sit ¢ |-t4,,t,, [, alors on rejettédy avec une probabilité; de se tromper.
Cas de 8. On peut mener une étude analogue pguen ut|I|sant le fait que la variance d& est égale a
21, x? _e(l, _ _B-p
=+ @> et peut étre estimée psg = SR( = n§) = n2 5 Zx et que la variable aléatoife= —
suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté.
Prévision. L'ajustement affine peut servir a prévoir la valeur attendoerpy quand I'expérimentateur fixe

X = Xo. L'estimation ponctuelle de cette valeur ést— axo + b, et un intervalle de confiance de cette valeur au
(Xo — X)? (Xo — X)?
niveau 1- a1 |:y0 ‘/ (1+ T , y0+ta1 SR 1++ n + W .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélgon
Soit¢ le nombre défini paf = 1 In( 1J_r g ) = argthp.

o

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnagel paevaleurz = % In %) = argthr.

Lorsquen est assez grana & 20 en pratique), un intervalle de confiance/dau niveau t o :

- Ug Uy

ir=1|2z- , Z+ = [z1,22].

: [ /n-3 J/n-3 J 222)

D’ou un intervalle de confiance deau niveau *a :i, = [r1,r2] = [thz;,thz].
TestdeHo: p = Ocontre Hy : p qt 0.

Sous I'hypothésély, T = R/n-2 suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté. On calcule- n-2 :
J1-R? Ji-r2

-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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