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Exercice 1
1) Dans une population donnée, on considère un caractère qualitatif à deux modalités A et B, représenté par

une variable aléatoireX de loi de Bernoulli de paramètrep, oùp est la proportion d’individus ayant la modalité A
dans la population, avecp � �0;1�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taillen deX, oùn est un entier

naturel tel quenp � 10 etn�1 � p� � 10. On désigne parF �

�
i�1

n

Xi

n la fréquence d’échantillon.
Soit� un réel tel que� � �0;1�.
a) On suppose dans cette question quep est connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

fluctuation deF (autour dep) au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question quep est inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de

confiance dep au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
2) Dans un pays donné, un journal s’est spécialisé dans les sondages électoraux. A l’approche des élections

présidentielles (à un tour), le journal étudie la popularité du président du pays qui a décidé de se représenter aux
élections. Rappelons que lors des élections précédentes, il avait obtenu 58% des votes des 30 000 000 d’électeurs
(représentant l’ensemble du corps électoral du pays).

Un sondage a été réalisé en mai 2009. Sur les 1000 électeurs choisis au hasard, 560 déclarent qu’ils vont
voter pour le président.

a) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractère(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon.
Indiquer le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.

b) Donner un intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion d’électeurs qui vont voter pour le
président.

c) Effectuer un test statistique, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : peut-on considérer que,
par rapport aux élections précédentes, il y aura moins d’électeursqui vont voter pour le président ?

d) Le résultat du 2)c) pouvait-il être obtenu directement à partir du résultat du 1)a) ? à partir du 2)b) ?

Exercice 2
On souhaite comparer l’efficacité de deux antiviraux A1 et A2 utilisés chez des sujets atteints de conjonctivite

virale. L’objectif est de savoir si l’un des deux antiviraux est plus efficace que l’autre, c’est-à-dire qu’il permet
d’avoir, en moyenne, moins de jours avec symptômes cliniques.

Sur un échantillon de 100 sujets atteints d’une conjonctivite confirmée virologiquement, l’antiviral A1 a donné
un nombre moyen de jours avec symptômes égal à 4,75 et un écart-type corrigé égal à 1. Sur un autre échantillon de
100 sujets atteints, l’antiviral A2 a donné un nombre moyen de jours avec symptômes égal à 4,65 et un écart-type
corrigé égal à 3.

1) Peut-on en conclure directement que l’antiviral A2 est plus efficace que l’antiviral A1 ? Justifier la réponse.
2) Expliquer brièvement la notion d’erreur de première et deuxièmeespèce d’un test statistique.
3) Effectuer un test statistique au risque 5 %, puis 10 %, pour savoir si on peut considérer que l’antiviral A2 est

plus efficace que l’antiviral A1 ? En cas de décisions contradictoires avec les deux risques 5 % et 10 %, préciser et
justifier la décision à retenir.

Exercice 3
Dans cet exercice,a désigne un réel strictement positif.

1) On notef la fonction définie sur� parf�x� �
0 si x � a

3a3

x4 si x � a

Montrer quef est une densité de probabilité sur�.

1



2) SoitX une variable aléatoire de densité de probabilitéfX � f.
a) Montrer queX admet une espéranceE�X� et une varianceV�X�, puis calculer ces valeurs.

Vérifier queE�X� � 3a
2

et queV�X� � 3a2

4
.

b) Montrer que la fonction de répartition deX est définie sur� parFX�x� �
0 si x � a

1 � a3

x3 si x � a

c) En déduire l’expression deP�X � x� suivant les valeurs dex.
3) On considère un moteur qui fonctionne sans interruption, en émettant du gaz carbonique dans

l’athmosphère. Un capteur mesure en permanence le taux de gaz carbonique émis par le moteur. On suppose que le
temps écoulé entre le démarrage du moteur et l’instant précis (en heures) où son taux de gaz carbonique devient non
réglementaire est une variable aléatoireX de densitéfX � f.

a) Calculer les probabilitésP�X � 2a�, P�X � 4a�, P�X � 6a�.
b) En déduire que la probabilité que le moteur ait encore un taux de gaz carbonique réglementaire au bout

du temps 2a estp � 1
8

.

c) Calculer la probabilité conditionnelleP�X � 6a / X � 2a�. Comparer avecP�X � 4a�. Commenter.
4) On démarren � 10 moteurs (identiques au précédent) au même instant. SoitY la variable aléatoire égale au

nombre de moteurs ayant encore un taux de gaz carbonique réglementaire au bout du temps 2a.
Justifier queY suit la loi BinomialeB�n,p�. En déduire l’espérance mathématique et la variance deY.

Exercice 4
Rappel. Une variable aléatoire X suit la loi de PoissonP��� si X est à valeurs dans� et si, pour tout k� �,

P�X � k� � e�� �k

k!
. On a alors E�X� � Var�X� � �.

Une compagnie d’assurance a mené une étude statistique sur le nombre de sinistres automobiles de ses assurés
en une année. Pour 30 000 assurés choisis au hasard dans l’ensemble des assurés, les résultats sont les suivants :

nombre de sinistres 0 1 2 3 4 et�

nombre d’assurés 26817 3023 154 4 2

1) a) Préciser la population et le caractère étudiés, la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu.
b) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de la variance du nombre de sinistres d’un assuré en

une année. Expliquer la méthode utilisée.
c) Expliquer pourquoi on peut penser que le caractère étudié pourrait suivre une loi de Poisson. Quel

paramètre pourrait-on prendre pour la loi de Poisson ?
Dans le but de tester l’hypothèse que le caractère étudié suit une loi de Poisson, on a utilisé le logiciel Excel pour

effectuer les calculs présentés ci-dessous :

2) a) Ecrire des formules Excel à entrer dans les cellules J5 et J6 pour obtenir les valeurs indiquées.
b) Ces valeurs correspondent-elles à celles que vous avez trouvé au 1)b).

3) a) Peut-on effectuer directement le test statistique à partir des calculs tels qu’ils sont présentés dans le
tableau ci-dessus ? Si non, quelle(s) modification(s) faut-il faire ?

b) Effectuer le test de khi-deux, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : peut-on considérer que
le caractère étudié suit une loi de Poisson ?
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel queP�F � f�� � �
2

en travaillant avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�

HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi .
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�

HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants.

HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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