
Université de Picardie Jules Verne 2009-2010
UFR des Sciences

Licence mention Mathématiques et mention Informatique parcours MIAGE - Semestre 3
Statistique et Probabilités

Examen du lundi 31 mai 2010
Durée 2h00

Tout document interdit - Calculatrices autorisées

Exercice 1
Des relevés effectués pendant de nombreuses années ont permis d’établir que la hauteur annuelle des pluies dans

la Beauce (France) [en mm] suit une loi normale N(600, 100).
Des entrepreneurs, surnommés faiseurs de pluie, prétendaient pouvoir augmenter le niveau moyen de pluie, ceci

par l’insémination des nuages au moyen d’iodure d’argent et au-delà augmenter le taux de production. Leur procédé
fut mis à l’essai entre 1951 et 1959 et on releva les hauteurs de pluies suivantes :

Année 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959
Hauteur de pluie en mm 550 630 780 580 630 540 660 800 650

1) a) Préciser la population et le caractère étudiés.
b) Préciser la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur loi.

2) a) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type de la hauteur annuelle des pluies.
b) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de la hauteur annuelle moyenne des pluies.
c) Peut-on en déduire que la hauteur annuelle moyenne de pluie a augmenté grâce aux faiseurs de pluies ?

Justifier la réponse.
3) a) Expliquer brièvement ce que représentent les erreurs de première et deuxième espèce d’un test statistique.

b) Effectuer un test statistique au risque 5%, puis 10%, pour savoir si la hauteur annuelle moyenne des
pluies a augmenté grâce aux faiseurs de pluies. En cas de décisions contradictoires avec les deux risques 5% et 10%,
préciser et justifier la décision à retenir.

Exercice 2
Dans cet exercice, les proportions (ou leur valeurs approchées) seront données avec 4 décimales.
Avant une élection, un candidat affirme qu’il est sûr de dépasser le score des 30 %. Lors d’un sondage réalisé

avant l’élection auprès d’un échantillon de 500 électeurs, 160 électeurs ont déclaré vouloir voter pour ce candidat.
1) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractère(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon. Indiquer

le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.
2) a) Déterminer un intervalle de confiance de la proportion d’électeurs qui vont voter pour le candidat.

b) Peut-on conclure que le candidat va dépasser le score des 30 % ? Justifier votre réponse.
3) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si le candidat va dépasser le score des 30 %.
4) Le candidat a-t-il raison d’être sûr de lui ?

Exercice 3.
Des dosages de l’acide aspartique total de l’urine, en mg/24h, ont été effectués sur deux groupes d’adultes à

régime alimentaire normal. Les dosages ont donné les résultats suivants :

Hommes Femmes
Effectif du groupe 53 48
Moyenne 91,13 112,9
Ecart-type corrigé 30,49 48,99

1) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractère(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon. Indiquer
le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.

2) Effectuer le(s) tests statistique(s) adéquats, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : peut-on
considérer que les hommes et les femmes ont le même dosage d’acide aspartique ?

3) Si les effectifs des deux groupes avait été 21 et 21, auriez-vous pu suivre la même démarche qu’au 2) ? Si oui,
justifier. Si non, quel(s) test(s) adéquat(s) pourriez-vous proposer ? Quelle que soit la réponse, on ne demande pas
d’effectuer le(s) test(s) mais seulement de les indiquer.
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Exercice 4.
Pour un nombre donné, on appelle "chiffre significatif" le premier chiffre non nul lu dans l’écriture de ce nombre

en base 10. Par exemple, le chiffre significatif de 2543,34 est 2, celui de 0,00678 est 6.
La loi dite de Benford prévoit que le chiffre significatif d’un nombre tiré de manière aléatoire suit une loi

logarithmique et non, comme on pourrait s’y attendre, une loi uniforme. Plus précisément, pour un nombre choisi au
hasard, la probabilité que son chiffre siginificatif soit égal à i est log10 1  1

i .
Ainsi, une variable aléatoire X suit une loi de Benford si elle est à valeurs dans 1,2, . . . , 9 et si

pour tout i ∈ 1,2, . . . , 9, PX  i  log10 1  1
i .

Les contrôleurs fiscaux américains s’appuient sur cette loi pour détecter des fraudes fiscales : en effet, des
données falsifiées suivent rarement une loi de Benford. Suivant cet exemple, nous avons contrôlé le livre de compte
d’une entreprise en choissisant au hasard 150 montants exprimés en euros, parmi lesquels nous avons observé, par
exemple, 20 montants de chiffre significatif " 1 ", 18 montants de chiffre significatif " 2 ", ...

Dans le but de tester l’hypothèse que le caractère étudié suit une loi de Benford, on a utilisé le logiciel Excel
pour effectuer les calculs présentés ci-dessous :

1) a) Préciser la population et le caractère étudiés. Expliquer pourquoi on peut considérer que ce caractère est
une variable aléatoire. Préciser en particulier l’expérience aléatoire et l’espace probabilisé permettant cette
modélisation.

b) Préciser la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur loi.
c) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de la variance du "chiffre significatif" d’un montant

issu du livre de compte de l’entreprise. Expliquer la méthode utilisée.
2) a) Ecrire des formules Excel à entrer dans les cellules M11 et M12 pour obtenir les valeurs indiquées.

b) Ces valeurs correspondent-elles à celles que vous avez trouvé au 1)c).
3) Les valeurs pi correspondent aux probabilités théoriques de la loi de Benford testée.

a) Ecrire une formule Excel à entrer dans la cellule B7 pour obtenir cette valeur, ainsi que les valeurs des
cellules C7 à J7 par simple recopie de cette formule.

b) Ecrire une formule Excel à entrer dans la cellule B8 pour obtenir la valeur indiquée, ainsi que les valeurs
des cellules C8 à J8 par simple recopie de cette formule.

c) Comment a-t-on obtenu la valeur 14,01 de la cellule B9 ?
d) Ecrire une formule Excel à entrer dans la cellule K9 pour obtenir la valeur indiquée.

4) a) Peut-on effectuer directement le test statistique à partir des calculs tels qu’ils sont présentés dans le
tableau ci-dessus ? Si oui, justifier. Si non, quelle(s) modification(s) faut-il faire ?

b) Effectuer le test de khi-deux, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : peut-on considérer que
le caractère étudié suit la loi de Benford ?

c) Quelle conclusion pouvez-vous en tirer ?

2



Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

 X  1
n ∑

i1

n
Xi T 

X − 
Sc

n

:
Student à n − 1 d.d.l.
si échantillon gaussien

2 Sc
2  n

n − 1 S2, avec S2  1
n ∑

i1

n
Xi

2 − X2 Y2  n − 1
2 Sc

2 :
Khi deux à n − 1 d.d.l.
si échantillon gaussien

p F 
∑
i1

n
Xi

n U  F − p
p1 − p

n

: Normale N0;1 (approx.)
si np ≥ 10 et n1 − p ≥ 10

2) Intervalles de confiance au niveau 1 − 

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

 i  x − sc

n
t , x  sc

n
t t tel que P−t  T  t  1 − 

2 i2  n − 1
b

sc
2 , n − 1

a sc
2 a et b tels que

PY2 ≥ a  1 − 
2

PY2 ≥ b  
2

p ip  f − f1 − f
n − 1 u , f  f1 − f

n − 1 u u tel que P−u  U  u  1 − 

3) Tests de conformité au risque 

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

  0

 ≠ 0

  0

  0

T 
X − 0

Sc

n

t tel que P−t  T  t  1 − 
t′ tel que PT  t′   1 − , i.e. t′  t2

t′′ tel que PT ≥ t′′   1 − , i.e. t′′  t2−2  −t2

2  0
2

2 ≠ 0
2

2  0
2

2  0
2

Y2  n − 1
0

2 Sc
2

a et b tels que Pa  Y2  b  1 − 
b′ tel que PY2 ≥ b′   , i.e. b′  b2

a′′ tel que PY2 ≥ a′′   1 − , i.e. a′′  a2

p  p0

p ≠ p0

p  p0

p  p0

U  F − p0

p01 − p0 
n

u tel que P−u  U  u  1 − 
u′ tel que PU  u′   1 − , i.e. u′  u2

u′′ tel que PU ≥ u′′   1 − , i.e. u′′  −u2

Pour un intervalle de confiance de  et/ou un test de conformité sur  avec un grand échantillon (quelconque), on
peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN0;1, et remplacer t, t′ et t′′ par u, u′ et u′′.
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4) Tests d’homogénéité au risque 

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

1  2 1 ≠ 2 F 
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à n1 − 1,n2 − 1 d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f tel quePF ≥ f  
2

en travaillant avec f ≥ 1

1  2

1 ≠ 2

1  2

1  2

U  X1 − X2

Sc,1
2

n1


Sc,2
2

n2

: Normale N0;1 (approx.)
si grands échantillons indépendants

u
u′

u′′

1  2

1 ≠ 2

1  2

1  2

T  X1 − X2

sc,1,2
1
n1

 1
n2

:

Student à n1  n2 − 2 d.d.l.
(approx.) si petits échantillons
indép. gaussiens et si 1  2

avec sc,1,2
2 

n1−1sc,1
2 n2−1sc,2

2

n1n2−2

t
t′

t′′

1  2

1 ≠ 2

1  2

1  2

U  D
Sc,d

n

, où D  X1 − X2 : Normale N0;1 (approx.)
si grands échantillons appariés

u
u′

u′′

1  2

1 ≠ 2

1  2

1  2

T  D
Sc,d

n

, où D  X1 − X2 :
Student à n − 1 d.d.l.
si petits échantillons
appariés gaussiens

t
t′

t′′

p1  p2

p1 ≠ p2

p1  p2

p1  p2

U  F1 − F2

 1
n1  1

n2 f1,21 − f1,2 
:

Normale N0;1 (approx.)
si n1f1 ≥ 5, n11 − f1  ≥ 5,

n2f2 ≥ 5, n21 − f2  ≥ 5,

avec f1,2 
n1f1  n2f2

n1  n2

u
u′

u′′

5) Test d’ajustement à une loi théorique à r modalités au risque 

Hypothèse H0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilités pi.
Hypothèse H1 : H0.

Statistique de test : D ∑
i1

r
Ni − npi 2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèse H0 : khi deux à r − 1 − k d.d.l.
Valeur test : b tel que PD ≥ b  .

6) Test d’indépendance entre deux caractères à r et s modalités au risque 

Hypothèse H0 : les deux caractères sont indépendants.

Hypothèse H1 : H0.

Statistique de test : D ∑
i1

r

∑
j1

s
Ni,j − npi,j 

2

npi,j
, avec npi,j 

ni,∙ n∙,j
n , ni,∙ ∑

j1

s

ni,j et n∙,j ∑
i1

r

ni,j.

Loi de D sous l’hypothèse H0 : khi deux à r − 1s − 1 d.d.l.
Valeur test : b tel que PD ≥ b  .
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