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Exercice 1
1) Les dentistes associés d’un cabinet dentaire ont constaté que 37% de leurs patients ont un problème de carie

dentaire. On considère un échantillon de 150 personnes prises auhasard parmi les patients de ces dentistes,
suffisamment nombreux pour assimiler le choix de cet échantillon à des tirages avec remise. On noteY la variable
aléatoire égale au nombre de personnes de cet échantillon ayantun problème de carie dentaire.

a) Justifier queY suit une loi binomiale et préciser ses paramètres.
b) Déterminer la probabilité qu’exactement 50 personnes parmi les 150 aient un problème de carie dentaire.

2) Une société qui fabrique du dentifrice souhaite augmenter sa part de marché. Elle envisage pour cela de
modifier le goût de son dentifrice.

a) Avant de modifier le goût, elle a demandé à ces dentistes d’interroger leurs patients. Parmi les patients de
ces dentistes qui utilisent ce dentifrice, 200 personnes ont été choisies au hasard et 45% d’entre elles ont déclaré
apprécier le goût du dentifrice. On désigne parp la proportion de personnes appréciant le goût du dentifrice parmi
les patients qui utilisent ce dentifrice avant la modification.

Déterminer un intervalle de confiance de la proportionp au niveau de confiance de 95%.
b) Le goût a été modifié et une nouvelle étude est menée auprès de 300 personnes choisies au hasard parmi

les patients des dentistes de l’association. Parmi ces personnes, 165 ont apprécié le nouveau goût du dentifrice.
Au vu des résultats, le chef de projet de la société lance la production de ce nouveau dentifrice. Que

penser de la décision du chef de projet ? Justifier la réponse :
- d’abord en exploitant un deuxième intervalle de confiance au niveau de confiance de 95% ;
- puis en effectuant un test statistique adapté au risque 5% ; présenter les hypothèses de ce test et le détail

des calculs mis en oeuvre pour l’effectuer.
3) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

Expliquer ce que réalise la première instruction. Préciser les hypothèsesH0 et H1 du test statistique mis en
oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du test au risque 5%. Ce résultat est-il cohérent avec celui du 2) b) ?

Exercice 2
1) Dans une population donnée, on considère un caractère quantitatif, représenté par une variable aléatoireX

d’espérance mathématique� et d’écart-type�. On considère un échantillon�X1, . . . ,Xn� de taille n de X, et les
estimateursX et Sc (de� et�) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint. Soitun réel� � �0;1�.

a) On suppose queX suit la loi normaleN��;��. Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de� au niveau 1� �. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose quen � 30. Quelle hypothèse surX peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de� au niveau 1� �.
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Une usine fabrique en série des pompes de surface destinées à l’irrigation agricole. Le cahier de charges
demande que ces pompes aient un débit de 6m3·h�1 (6 m3 par heure) avec une tolérance de� 0,25m3·h�1 prévue
dans le cahier des charges. En sortie de chaîne de fabrication, une pompe non conforme à ce cahier des charges pour
le débit présente un défaut de débit.

On désigne parX la variable aléatoire qui, à chaque pompe produite, associe sondébit exprimé enm3·h�1.
2) On suppose que la variable aléatoireX suit une loi normale de moyenne� � 6 et d’écart type� � 0,15.

Calculer la probabilité qu’une pompe, prélevée au hasard dans laproduction, présente un défaut de débit.
Arrondir le résultat au millième.

3) Une entreprise commande un nombre important de pompes. Lors de la livraison, le service qualité de
l’entreprise cherche à estimer la moyenne inconnue�, exprimée enm3·h�1, des débits des pompes qui lui sont
livrées à partir de mesures faites sur un échantillon de cinquante pompes prises dans la livraison. On considère que
cet échantillon peut être assimilé à un prélèvement au hasard etavec remise de cinquante pompes dans la livraison.
Les résultats des mesures effectuées sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Débit enm3·h�1 5,7 5,8 5,9 6,0 6,1 6,2 6,3

Nombre de pompes 9 8 10 9 10 3 1

a) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :

Expliquer ce que réalisent les instructions saisies et indiquer ce que représentent les valeurs calculées.
Préciser les hypothèsesH0 et H1 du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du

test au risque 5%. Ce résultat remet-il en cause l’hypothèse faitedans la question 2) ? Justifier la réponse.
b) Au vu de ces résultats, l’entreprise pense que le débit moyen est inférieur au 6m3·h�1 annoncés par le

fabricant. Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si on peut considérer que l’entreprise a raison.
Présenter les hypothèses de ce test et le détail des calculs mis en oeuvre pour l’effectuer.

Exercice 3
La quantité de bactéries par cm3 de lait provenant de 8 vaches différentes a été mesurée juste après la traite, puis

24 h plus tard. Les résultats sont les suivants :

Vache n° 1 2 3 4 5 6 7 8

Juste après la traite 12000 13000 21500 17000 15000 22000 1100021000

24h après la traite 14000 20000 31000 28000 26000 30000 16000 29000

1) Supposant les hypothèses adéquates vérifiées, effectuerun test statistique au risque 5% pour savoir si on
peut considérer qu’il y a un accroissement significatif du nombre de bactéries par cm3 de lait au cours du temps.

2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivants :
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Donner, en justifiant, le résultat des tests effectués au risque 5%. Les hypothèses mentionnées au 1)
sont-elles vérifiées ?

3) a) Donner, en justifiant et au risque 5%, le résultat du test suivant, réalisé avec le logiciel R :

b) Etait-il utile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non, dans quelcas aurait-il été utile ?
c) Le message d’avis est-il à prendre en compte ici ? Justifier la réponse.

Exercice 4
L’objectif de cet exercice est d’identifier l’espèce microbienne présente dans une population microbienne. Pour

ce faire, on réalise une préparation dont on détermine l’absorbanceà intervalles de temps réguliers. L’absorbance,
mesurant le trouble de la préparation, est proportionnelle à la densité de la population microbienne présente dans la
préparation. Voici les résultats obtenus :

Tempsxi en minutes 30 40 50 60 70 80 90 100

Absorbanceyi (sans unité) 0,072 0,100 0,134 0,199 0,295 0,398 0,599 0,791

On utilise le logiciel R pour traiter ces données.

1) a) Que réalisent les instructions suivantes ?
x � seq(30,100,by�10) y� c(0.072,0.100,0.134,0.199,0.295,0.398,0.599,0.791)

b) Quelle instruction permet d’obtenir le graphique ci-dessous ?Expliquer ce que réalisent les instructions
saisies et indiquer ce que représentent les valeurs calculées ci-dessous.
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c) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies et indiquer ce que représentent les valeurs calculées
ci-dessous.

d) Détailler les calculs menés pour obtenir les valeurs 0,006791921 et 0,01324617 de la 4ème ligne
ci-dessus. Quelle hypothèse devrait être vérifiée pour que ces résultats soient valides ?

2) On décide d’effectuer une transformation de la variabley afin d’améliorer l’ajustement au nuage de points.
On obtient les résultats suivants :

a) Exprimer la nouvelle variablez en fonction dey et donner (à partir des résultats ci-dessus) une équation
de la droite de régression dezenx, ainsi que le coefficient de corrélation linéaire dezenx. Justifier que l’ajustement
est meilleur que celui réalisé au 1).

b) En déduire une nouvelle expression dey en fonction dex.
c) Le coefficient directeur de la droite de régression dez en x représente ainsi la vitesse spécifique de

croissance exponentielle (exprimée par minute) de la population microbienne étudiée. A partir du tableau
ci-dessous, identifier l’espèce microbienne présente dans la préparation réalisée. Justifier la réponse.

Espèce microbienne Treponema pallidum S. cerevisae E. coli

Vitesse spécifique de croissance exponentielle (par heure) 0,02 0,35 2,10
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Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

Paramètre Estimateur Statistique et sa loi

� X � 1
n �

i�1

n

Xi T �
X � �

Sc

n

:
Student àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

�2 Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � �X�2 Y2 � n � 1

�2 Sc
2 :

Khi deux àn � 1 d.d.l.

si échantillon gaussien

p F �

�
i�1

n

Xi

n U �
F � p

p�1 � p�
n

: NormaleN�0;1� (approx.)

si np � 10 etn�1 � p� � 10

2) Intervalles de confiance au niveau1 � �

Paramètre Intervalle de confiance Valeurs tabulées

� i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

�2 i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 a� et b� tels que
P�Y2 � a�� � 1 � �

2
P�Y2 � b�� � �

2

p ip � f �
f�1 � f�
n � 1

u� , f �
f�1 � f�
n � 1

u� u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

3) Tests de conformité au risque�

H0 H1 Statistique de test Valeur(s) test(s)

� � �0

� � �0

� � �0

� � �0

T �
X � �0

Sc

n

t� tel queP��t� � T � t�� � 1 � �

t�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�

t��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

�2 � �0
2

Y2 � n � 1
�0

2 Sc
2

a� et b� tels queP�a� � Y2 � b�� � 1 � �

b�
� tel queP�Y2 � b�

� � � �, i.e.b�
� � b2�

a�
�� tel queP�Y2 � a�

��� � 1 � �, i.e.a�
�� � a2�

p � p0

p � p0

p � p0

p � p0

U �
F � p0

p0�1 � p0�
n

u� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �

u�
� tel queP�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � u2�

u�
�� tel queP�U � u�

��� � 1 � �, i.e.u�
�� � �u2�

Pour un intervalle de confiance de� et/ou un test de conformité sur� avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi NormaleN�0;1�, et remplacert�, t�� et t��� paru�, u�

� et u�
��.
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4) Tests d’homogénéité au risque�

H0 H1 Statistique de test et sa loi sous l’hypothèse H0 Valeur(s) test(s)

�1 � �2 �1 � �2 F �
Sc,1

2

Sc,2
2 : Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� d.d.l.

si échantillons indépendants gaussiens

f� tel queP�F � f�� � �
2

en travaillant avecf � 1

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U �
X1 � X2

Sc,1
2

n1
�

Sc,2
2

n2

: NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons indépendants

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T �
X1 � X2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

:

Student àn1 � n2 � 2 d.d.l.

(approx.) si petits échantillons

indép. gaussiens et si�1 � �2

avecsc,1,2
2 �

�n1�1�sc,1
2 ��n2�1�sc,2

2

n1�n2�2

t�

t��

t���

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

U � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 : NormaleN�0;1� (approx.)

si grands échantillons appariés

u�

u�
�

u�
��

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

�1 � �2

T � D
Sc,d

n

, oùD � X1 � X2 :
Student àn � 1 d.d.l.

si petits échantillons

appariés gaussiens

t�

t��

t���

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

p1 � p2

U �
F1 � F2

� 1
n1

� 1
n2
�f1,2�1 � f1,2�

:

NormaleN�0;1� (approx.)

si n1f1 � 5, n1�1 � f1� � 5,

n2f2 � 5, n2�1 � f2� � 5,

avecf1,2 �
n1f1 � n2f2

n1 � n2

u�

u�
�

u�
��

5) Test d’ajustement à une loi théorique àr modalités au risque�

HypothèseH0 : le caractère suit la loi théorique définie par les probabilitéspi .
HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r
�Ni � npi �2

npi
.

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux àr � 1 � k d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.

6) Test d’ indépendance entre deux caractères àr et smodalités au risque�

HypothèseH0 : les deux caractères sont indépendants.

HypothèseH1 : H0.

Statistique de test :D � �
i�1

r

�
j�1

s
�Ni,j � npi,j �

2

npi,j
, avecnpi,j �

ni,� n�,j
n , ni,� � �

j�1

s

ni,j et n�,j � �
i�1

r

ni,j .

Loi de D sous l’hypothèseH0 : khi deux à�r � 1��s� 1� d.d.l.
Valeur test :b� tel queP�D � b�� � �.
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7) Régression linéaire simple
On considère deux variables quantitativeX et Y et le modèle de régressionY � �X � � � �, où � suit la loi

normaleN�0;��. On désigne par� �
cov�X,Y�
��X���Y�

le coefficient de corrélation linéaire entreX et Y.

Droite des moindres carrés dey enx.

Droite d’équationy � ax� b, aveca �
cov�x,y�

sx
2 , b � y � ax ,

et coefficient de corrélation linéairer entrex et y avec :etr �
cov�x,y�

sxsy

oùx � 1
n �

i�1

n

xi , y � 1
n �

i�1

n

yi , sx
2 � 1

n �
i�1

n

xi
2 � x2, sy

2 � 1
n �

i�1

n

yi
2 � y2 et cov�x,y� � 1

n �
i�1

n

xiyi � xy.

Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs échantillonnages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléatoiresA, B et R.

On a alorsE�A� � �, E�B� � � et E�R� � � �
��1 � �2�
2�n � 1�

. Des estimations ponctuelles de�, �, �2 et � sont

alors respectivementa, b, sR
2 � n

n � 2
�1 � r2�sy

2 et r (ou plus précisémentr �
r�1 � r2�
2�n � 3�

).

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régression linéaire �
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.

La variance deA est égale à�
2

nsx
2 , et peut être estimée parsA

2 �
sR

2

nsx
2 . La variable aléatoireT � A � �

sA
suit la loi

de Student àn � 2 degrés de liberté. On détermine alors le réelt�1 tel queP��t�1 � T � t�1 � � 1 � �1 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance de� au niveau 1� �1 :

i� � a � sAt�1 , a � sAt�1 .

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On calculet � a � �0

sA
et on décide que :

- si t � ��t�1, t�1 �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�1, t�1 �, alors on rejetteH0 avec une probabilité�1 de se tromper.

Cas de�. On peut mener une étude analogue pour� en utilisant le fait que la variance deB est égale à

�2 1
n � x2

nsx
2 , et peut être estimée parsB

2 � sR
2 1

n � x2

nsx
2 �

sR
2

n2sx
2 �

i�1

n

xi
2, et que la variable aléatoireT �

B � �
sB

suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté.
Prévision. L’ajustement affine peut servir à prévoir la valeur attendue pour Y quand l’expérimentateur fixe

X � x0. L’estimation ponctuelle de cette valeur esty0 � ax0 � b, et un intervalle de confiance de cette valeur au

niveau 1� �1 : i y0 � y0 � t�1 sR
2 1 � 1

n �
�x0 � x�2

nsx
2 , y0 � t�1 sR

2 1 � 1
n �

�x0 � x�2

nsx
2 .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélation

Soit� le nombre défini par� � 1
2

ln
1 � �
1 � �

� argth�.

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnage prend la valeurz � 1
2

ln 1 � r
1 � r

� argthr.

Lorsquen est assez grand (n � 20 en pratique), un intervalle de confiance de� au niveau 1� � :

i � � z� u�

n � 3
, z� u�

n � 3
� �z1,z2�.

D’où un intervalle de confiance de� au niveau 1� � : i� � �r1,r2� � �thz1, thz2�.
Test deH0 : � � 0 contre H1 : � � 0.

Sous l’hypothèseH0, T �
R n� 2

1 � R2
suit la loi de Student àn � 2 degrés de liberté. On calculet �

r n � 2

1 � r2
:

- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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