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Exercice 1

1) Les dentistes associés d’'un cabinet dentaire ont constatd4)o de leurs patients ont un probleme de carie
dentaire. On considere un échantillon de 150 personnes prisémsard parmi les patients de ces dentistes,
suffisamment nombreux pour assimiler le choix de cet éclhamih des tirages avec remise. On n¥téa variable
aléatoire égale au nombre de personnes de cet échantillonumyprabléme de carie dentaire.

a) Justifier queY suit une loi binomiale et préciser ses paramétres.

b) Déterminer la probabilité qu’exactement 50 personnes pasnid8 aient un probléme de carie dentaire.

2) Une société qui fabrique du dentifrice souhaite augmertgrast de marché. Elle envisage pour cela de
modifier le go(t de son dentifrice.

a) Avant de modifier le goQt, elle a demandé a ces dentistated’oger leurs patients. Parmi les patients de
ces dentistes qui utilisent ce dentifrice, 200 personnes ténthisies au hasard et 45% d’entre elles ont déclaré
apprécier le golt du dentifrice. On désigne pda proportion de personnes appréciant le goQt du dentifrice parmi
les patients qui utilisent ce dentifrice avant la modifioati

Déterminer un intervalle de confiance de la proporfiau niveau de confiance de 95%.

b) Le godt a été modifié et une nouvelle étude est menée auprg8ldpersonnes choisies au hasard parmi

les patients des dentistes de I'association. Parmi ces p&solBb ont apprécié le nouveau godt du dentifrice.
Au vu des résultats, le chef de projet de la société lance la ptiotdude ce nouveau dentifrice. Que
penser de la décision du chef de projet ? Justifier la réponse :
- d’abord en exploitant un deuxiéme intervalle de confianceieean de confiance de 95% ;
- puis en effectuant un test statistique adapté au risque 5&septer les hypothéses de ce test et le détail
des calculs mis en oeuvre pour I'effectuer.
3) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan
> HEnEifricesmatrik e 80165, 110,135  acal=2)
> propsbesclidentifrice adbsrnativas"1esg™)

c—gample test for equality of proportionhs with continuity correction

data: dentifrice
X—=squared = 4.4101, df = 1, p-wvalue = 0.01756
alternative hypothesis: less
95 percent confidence interval:
-1.00000000 -0.02113271
Sample estimates:
prop 1 prop 2
0.45 0.55

Expliquer ce que réalise la premiere instruction. Préciser Ipsthgseddy et H1 du test statistique mis en
oeuvre, puis donner, en justifiant, le résultat du test au ei&§a. Ce résultat est-il cohérent avec celui du 2) b) ?

Exercice 2
1) Dans une population donnée, on considére un caractere tgti§nteprésenté par une variable aléatofre

d’espérance mathématiqueet d’écart-types. On considere un échantillogXi,...,X,) de taillen de X, et les
estimateurX et (de i eto) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint.  Baitéela € ]0;1[.

a) On suppose quX suit la loi normaleN(u;o). Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de
confiance de: au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

b) On suppose que > 30. Quelle hypothese suf peut-on supprimer ? Donner alors (sans calcul) un
intervalle de confiance de au niveau 1- a.



Une usine fabrique en série des pompes de surface destinées gatiomi agricole. Le cahier de charges
demande que ces pompes aient un débit d&-®* (6 m3 par heure) avec une tolérance 6,25 m3-h* prévue
dans le cahier des charges. En sortie de chaine de fabricat®pompe non conforme a ce cahier des charges pour
le débit présente un défaut de débit.

On désigne paX la variable aléatoire qui, a chaque pompe produite, associé&wmnexprimé ems-h,

2) On suppose que la variable aléatofrsuit une loi normale de moyenpe= 6 et d’écart types = 0, 15.

Calculer la probabilité qu’'une pompe, prélevée au hasard dapothuction, présente un défaut de débit.
Arrondir le résultat au millieme.

3) Une entreprise commande un nombre important de pompes. Lows ldedison, le service qualité de
I'entreprise cherche a estimer la moyenne inconpuexprimée erm3-h1, des débits des pompes qui lui sont
livrées a partir de mesures faites sur un échantillon de cirigu@mpes prises dans la livraison. On considéere que
cet échantillon peut étre assimilé a un prélevement au hasaxketremise de cinquante pompes dans la livraison.
Les résultats des mesures effectuées sont donnés dans &itabtkessous :

Débitenm3-h-* |57/ 58 5,9 6,0 6,1 6,2 6,3
Nombredepompes 9 8 10 9 10 3 |1
a) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

o ST P BT TR (PR T PR (R T e
e 3t B o e P R S
> cebh It C-—rap-ba, n)

> mean (delbit)

[1] 5.932

> wvar (debit)

[1] O.0267102

>ahaplro. test debit)

Shapiro-Wilk normality test

data: debhit
W= 0.9316, p—valus = 0.006335

Expliquer ce que réalisent les instructions saisies et irdiqe que représentent les valeurs calculées.
Préciser les hypothések et H; du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justjfiamésultat du
test au risque 5%. Ce résultat remet-il en cause I'hypothésedfaite la question 2) ? Justifier la réponse.
b) Au vu de ces résultats, I'entreprise pense que le débit moyenfégeur au 6m3-h~* annoncés par le
fabricant. Effectuer un test statistique au risque 5% pouoisaf on peut considérer que I'entreprise a raison.
Présenter les hypothéses de ce test et le détail des calausraeuvre pour I'effectuer.

Exercice 3
La guantité de bactéries par éme lait provenant de 8 vaches différentes a été mesurée justelapraite, puis
24 h plus tard. Les résultats sont les suivants :

Vache n° 1 2 3 4 5 6 7 8
Juste apres la traite 12000 13000 21500 17000 15000 22000 120000
24h aprés la traite 14000 20000 31000 28000 26000 30000 16000029

1) Supposant les hypotheses adéquates vérifiees, effagtuest statistique au risque 5% pour savoir si on
peut considérer qu'il y a un accroissement significatif du nante bactéries par chde lait au cours du temps.
2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suisan

IR e s M o | e T o Lo o b B | e ke B i - i e B 5 [ ey s [
» Shapiro.test(AT1)

Shapiro-Wilk normality test

data: AT1
W= 0.8874, p-wvalue = 0.2211



» ATZ=c(14000,20000,31000,28000,26000,30000, 16000,22000)
> oahanire . test T2

Shapiro-Wilk normality test

data: ATZ
W= 0.5684, p-wvalue = 0.1456

Donner, en justifiant, le résultat des tests effectués aweissfo. Les hypotheses mentionnées au 1)
sont-elles vérifiées ?
3) a) Donner, en justifiant et au risque 5%, le résultat du t@stast, réalisé avec le logiciel R :

> Wwilcox.test(AT1,ATZ,paired=TRUE)]
Mileoxon signed rank test with continuity correction

data: AT1 and ATZ
V=0, p-wvalus = 0.01403
alternative hypothesis: true location shift is not edqual to O

Message d'avis
In wilcox.test.default (AT1, ALTZ, paired = TRUOE)
;mpassihle de calculer la p-walue exacte avec des ex-aedquos

b) Etait-il utile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non, dans quas aurait-il été utile ?
c) Le message d’avis est-il a prendre en compte ici ? Justifieplanse.

Exercice 4

L’objectif de cet exercice est d’identifier 'espece microbierprésente dans une population microbienne. Pour
ce faire, on réalise une préparation dont on détermine I'absorlzaimtervalles de temps réguliers. L'absorbance,
mesurant le trouble de la préparation, est proportionnelle a Isitdeste la population microbienne présente dans la
préparation. Voici les résultats obtenus :

Tempsx; en minutes 30 40 50 60 70 8( 90 100
Absorbancey; (sans unité) 0,072 0,100 0,134 0,199 0,295 0,398 0,599 0,791
On utilise le logiciel R pour traiter ces données.

1) a) Que réalisent les instructions suivantes ?
X = seq(30,100,by10) y=¢(0.072,0.100,0.134,0.199,0.295,0.398,0.599,0.791)
b) Quelle instruction permet d’obtenir le graphique ci-dessolkg@iquer ce que réalisent les instructions
saisies et indiquer ce que représentent les valeurs calcidessous.

> summaryi(droitel)

Call:
lm(formila = ¥ ~ x)

Y

Fesiduals:
HMin 10 HMedian 30 HMax
-0.073595 -0.074750 -0.007025 0.045024 0.116833

02 03 04 05 06 07 08

01

——— Coefficients:
20 40 50 B0 70 80 90 100

Estimate Std. Error t wvalue Prix|t])
[Intercept) -0.327738 0.09059e -3.606 0.011290 *
e 0.010019 0.001319 7.597 D.000271 w&&

Jignif. codes: 0 ****7 Q.001 *++7 0,01 **7 QD.03 . 0.1 * 7 1

> deoitel=imiy=x]
> deoibel

Call:

Fesidual standard error: 0.05547 on 6 degrees of freedom
Imiformla = ¥ ~ X

Multiple R-scuared: 0.9055, Ldjusted RE-=scquared: 0.5201

P e F-statistic: 57.71 on 1 and & DF, p—wvalue: 0.0002708

[Intercept) bt
-0.32774 0.01002



c) Expliquer ce que réalisent les instructions saisies etjueti ce que représentent les valeurs calculées

ci-dessous.
¥ oEHETHE ] dEeited]
2.5 % 97.5 %
(Intercept] -0.550152475 -0.1053237%2
b4 0.006721921 0.01324617
F pEedioideoitel]
1 2 3 4

-0.027Y1aa67 0.07302381 0.173214=29 0.273404%76 0.37359524

7 g

0,57%397612 0.674l6667

> ipEgidualiad droiced ) [a]
5
-0.07859524

5

£

0, 47378571

d) Détailler les calculs menés pour obtenir les valeurs ;90821 et 0,01324617 de la 4éme ligne
ci-dessus. Quelle hypothese devrait étre verifiée pour que sekats soient valides ?

2) On décide d'effectuer une transformation de la varigtddin d’améliorer I'ajustement au nuage de points.

On obtient les résultats suivants :

z=log(v)

drojiteZ=1lm({z~x)
abbline (droitei)
summary (droited)

NN

Call:
Imiforwula = z ~ )

Fesiduals:
Min 10 Median 30
-0.054274 -0.018383 -0.002877 0.02692567

Coefficients:

Signif. ‘'codes: 0O YEEAC Q00 vEEC OL0L

30 40 50 60 70 80 90 100

Max
0.043796

Estimate S5td. Error t wvalues Prix|t])
[Intercept) —-3.7048309 0.03831068 -96.70 8.24e-11 *%%
x 0.0349538 0.0005559 62.94 1.08e-09 %%+

RAE A o

o.1 *

Fezidual standard error: 0.03602 on 6 degrees of freedom

Hultiple R-=dquared: 0.9955, Adjusted R-=s=dquared:
Feetatist Lo 3961 on 1 and & DF, p-wvalue:

0.9932
1.082e-082

1

a) Exprimer la nouvelle variableen fonction dey et donner (a partir des résultats ci-dessus) une équatior
de la droite de régression denx, ainsi que le coefficient de corrélation linéaireenx. Justifier que I'ajustement

est meilleur que celui réalisé au 1).
b) En déduire une nouvelle expressionyden fonction dex.

c) Le coefficient directeur de la droite de régressionzden x représente ainsi la vitesse spécifique de
croissance exponentielle (exprimée par minute) de la popualathicrobienne étudiée. A partir du tableau
ci-dessous, identifier 'espéce microbienne présente dangmmtion réalisée. Justifier la réponse.

Espece microbienne Treponema pallidum S. cerev

isae E

Vitesse spécifique de croissance exponentielle (par heure) 02 0,

0,35

2,10

. coli



1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
2 A& B B f, tel queP(F > f,) = &
o1=02| G100 F 5;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. | 2
Stz sjéchantillons indépendants gaussiens en travaillant ave€ > 1
M1 #F H2 _ Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 : NormaleN(0; 1) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1 F U2 _ o . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
M1 = H2 | p1 > U2 = o, ) . ty
S (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
p1 < p2 L2y\ny TNz 5 2 to
2 (N1-1)sg 1 +(N2-1)s¢ 5
aveCSC’]_’z = nitn,—2
Ui # 2 - Ue
wi=p2| m>ps | U= S? 00D = Xg - X5 NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
Hi < H2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons ta
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 E_F, simify = 5,ni(1-f) = 5, /
P1=P2| p1>pP2 = ; u,
,/(% + A )f1a(1-f12) nofz > 5,n(1-12) > 5, ,
P1 < P2 o f Ug
£ nitq + n2f2
aveclyp = i n,

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheéseHy : le caractére suit la loi théorique définie par les probabiliés
HypothéseH; : Ho.

S (Ni — npi)?
Statistique de testD = Z %

i=1
Loi de D sous I'hypothéseély : khi deux ar — 1 — kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test d indépendance entre deux caracteres et s modalités au risquea

HypotheseHy : les deux caractéres sont indépendants.

HypothéseH; : Ho.

r S o - 2 ) ) S r
Statistique de testD = ZZ M avecnp;j = n.,.nn.,, N = Zni,j etn.j = Z Nij.
j=1 i=1

npi
i=1 j=1

Loi de D sous I'hypothésély : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.




7) Régression linéaire simple
On considere deux variables quantitati¥eet Y et le modéle de régression= aX+ + ¢, ou ¢ suit la loi
normaleN(0;c). On désigne pap = %x(r()) le coefficient de corrélation linéaire entxeet .
Droite des moindres carrés dey enx.
s . CcoM(X,Y)
Droite d’équatiorny = ax+ b, aveca = e b=y-ax,

et coefficient de corrélation linéaireentrex ety avec et = %;(;y)

1y 1y 1y 1y 1y
oux = FTx,5- F Ty - (F20) x5 - (F57) -5 ercowxy - (F T ) -
i=1 i=1 i=1 i—1 i—1
Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs édluamages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléato#eB etR.
p(1-p?)

On a alorsE(A) = a, B(B) = f etE(R) = p+ 27—

(1-r?)si etr (ou plus précisémenmt+

. Des estimations ponctuelles dep, 2 et p sont

r(l-r?)
2(n-3) )

alors respectivement b, s3 = - T 5

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régregm linéaire «
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.
, . L2 R .y 2 . s _ , .
La variance de&\ est egale agg, et peut étre estimée pst = ns—;. La variable aléatoir@ = ASAO‘ suit la loi
de Student & — 2 degrés de liberté. On détermine alors le tgetel queP(-t,, < T < t,,) = 1— a3 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance @d@u niveau - a; :

io = [@—Sats, , @+ Sata, |-

Test (bilatéral)deHo : @ = ap contre Hy : a = ao.
a—ao A .
On calculet = == et on décide que :
-Sit e ]—tal,tal[, alors on ne peut rejetéty ;
-Sit ¢ |-t4,,t,, [, alors on rejettédy avec une probabilité; de se tromper.
Cas de 8. On peut mener une étude analogue pguen ut|I|sant le fait que la variance d& est égale a
21, x? _e(l, _ _B-p
=+ @> et peut étre estimée psg = SR( = n§) = n2 5 Zx et que la variable aléatoife= —
suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté.
Prévision. L'ajustement affine peut servir a prévoir la valeur attendoerpy quand I'expérimentateur fixe

X = Xo. L'estimation ponctuelle de cette valeur ést— axo + b, et un intervalle de confiance de cette valeur au
(Xo — X)? (Xo — X)?
niveau 1- a1 |:y0 ‘/ (1+ T , y0+ta1 SR 1++ n + W .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélgon
Soit¢ le nombre défini paf = 1 In( 1J_r g ) = argthp.

o

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnagel paevaleurz = % In %) = argthr.

Lorsquen est assez grana & 20 en pratique), un intervalle de confiance/dau niveau t o :

- Ug Uy

ir=1|2z- , Z+ = [z1,22].

: [ /n-3 J/n-3 J 222)

D’ou un intervalle de confiance deau niveau *a :i, = [r1,r2] = [thz;,thz].
TestdeHo: p = Ocontre Hy : p qt 0.

Sous I'hypothésély, T = R/n-2 suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté. On calcule- n-2 :
J1-R? Ji-r2

-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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