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Exercice 1

1) Dans une population donnée, on considére un caractereagifi@itieux modalités A et B, représenté par
une variable aléatoir¥ de loi de Bernoulli de paramétgg ou p est la proportion d’'individus ayant la modalité A
dans la population, aveg € ]0;1[. On considére un échantillofXy,...,X,) de taillen de X, ou n est un entier

n

2 X
naturel tel quenp > 10 etn(1 - p) > 10. On désigne pdf = % la frequence d’échantillon. Saite ]0; 1].
a) On suppose dans cette question guest connu. Déterminer, en détaillant les calculs, un intergg
fluctuation deF (autour dep) au niveau 1 a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.
b) On suppose dans cette question guest inconnu. Déterminer, en détaillant les calculs, un iaiérde
confiance de au niveau I a. Expliquer ce que signifie le résultat obtenu.

On a relevé, dans une rue fixée au hasard avant I'expérience et ldedess déterminées aléatoirement, le
nombre de fumeurs parmi les piétons, la semaine de la journéea@ndntre le tabac, qui eut lieu le mardi.

Jour Lundi| Mardii Mercredji Jeudi
Nombre de passants 250 250 260 240
Nombre de fumeurs 29 20 24 22

2) On se demande si la journée sans tabac a été suivie, c’estsi-dire proportion plus faible de personnes
fumaient ce jour-la.

a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de lagptiop de fumeurs le mardi, puis un
intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion de fumesrgutres jours (en regroupant les lundi, mercredi
et jeudi).

b) Ces intervalles de confiance permettent-ils de concluretfiduta réponse.

c) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir gieat considérer que la journée sans tabac a éte
suivie. Présenter le détail des calculs permettant d’effectiéest.

Exercice 2

Une chaine d’agences immobiliéres a fixé un objectif de vergesdagents de 1,5 biens en moyenne par mois.
Pour savoir si cet objectif est atteint, elle a étudié le nemae biens vendus par agent et par mois.
1) Elle a observé 50 agents pendant un mois dans la moitié ndedrdtance et obtenu la répartition suivante :

Nombre de biensvendus 0 [1 |2 |3/4|5

Nombre d’agents 14 18 10 5 2|1
a) Préciser la population et le caractére étudiés, la taillehdidtdlon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur

loi.

b) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et dartfdype du nombre de bien vendus par
agent et par mois.

c) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir et considérer que I'objectif fixé est atteint.
Présenter le détail des calculs permettant d’effectuer ce test

d) Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre adstipn suivante : peut-on considérer que le
nombre de biens vendus par agent par mois suit une loi de Raiesparameétréd = 1,5 ? Présenter le détail des
calculs permettant d’effectuer ce test.



2) Une étude analogue a été menée dans la moitié sud de la Fréotegervation de 50 agents a donné les

résultats suivants :

Nombre de biensvendus 0 |1 |2|3|6

Nombre d’agents 1y 22 55 1
a) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suivan

e £ a3 e PR e, B
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¥ Hormtssas-ren-ta )

> mean (donnees)

[1] 1.06

¥ e rdontieEss)

[1] 1.363673

> EorEstrdontiesEs U=l S Rl Eernatires" 1a5as™)

One Jample t-test

data: donhees
L = —-2.6643, df = 49, p-walue = 0.005207
alternative hypothesis: true mean i3 less than 1.5

Expliquer ce que réalisent les instructions saisies et irdiqe que représentent les valeurs calculées.
Préciser les hypothések et H; du test statistique mis en oeuvre, puis donner, en justjfiamésultat du

test et conclure au risque 5%.
b) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suisan
»itheos-dpoiziDsd, 1.5
> theo[5]<-1-sum'itheo)
> chizsg.testin,p=theo)

Chi-=squared test for given probabilities

data: n
X-squared = 11.1063, 4df = 4, p-valuse = 0.0254

Hessage d'avis @
In chisg.testin, p = theo)
l'approximation du Chi-2Z e3t peut-&tre incorrecte

Expliquer ce que réalisent les deux premiéres instructiongsajuis donner, en justifiant, le résultat au

risque 5% du test réalisé.
Expliquer pourquoi il y a un message d’avis.
c) Comparer ces résultats avec ceux obtenus dans le 1).

Exercice 3

Des psychologues ont voulu vérifier que l'intensité du tragem Visage
perceptif d’'un visage dépend du visage examiné (certains \@sage V1 V2|V3|V4 V5
retiennent plus I'attention que d’autres). Ils ont construit 58| 60| 63| 64 57
I'expérience suivante : 51| 61| 55/ 64 59
40 sujets sont choisis au hasard et répartis de facon aléatoire 57| 66| 57| 65 65
dans 5 groupes de 8 sujets chacun. Chaque groupe examine 59| 65| 60/ 61 63
un visage choisi par I'expérimentateur au hasard dans I'engembl 56| 59| 61| 66/ 62
des visages disponibles. On mesure l'intensité du traitenerneptif 54| 59| 62| 59 64
en observant la dilatation de la pupille lors de 'examen dugésa 53| 64| 58| 67| 60
On obtient les résultats ci-contre : 52| 63| 56| 60 63




En utilisant le logiciel R, on a entré les instructions suieant

®14~8458,51, 5%, 59,56, 54,50, 52)
x2<~-c{60,61,66,65,59,59,54,63)
R EeR, B8, T 6L, 62,58 . 58)
*4<~-c (64,64,65,61,66,59,67,60)
*5<-c({57,59,65,63,62,64,60,63)
FLSHER = EEn tof LY ST M i N e e s 1)
dilatation = c{xl,x2,x3,x4,x5)
wvisage = factor(visage)
donnees = data.frame(dilatation,visage)
headidonnees)
dilatationh vi=sage

58 Vi

5l Vi

57 Vi

59 Vi

56 Vi

54 Vi
tail (donnees)

dilatation visage

35 65 V5
36 63 V5
37 62 V5
38 64 V5
39 &0 V5
40 63 V5

1) On poursuit alors en entrant les instructions ci-dessous dbtigndles résultats suivants :

A W N N R W

Woomon e L

> shapiro.test(x1) ¥ ‘Bhapice. tesc (=4}
Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk normality test
data: x1 data: x4
W= 0.8505, p-wvalus = 0.716 W= 0.93, p-wvalus = 0.5161
> shapiro.test[x2) > shapiro.testix5)
Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk normality test
data: x2 data: =5
W= 0.91Z6, p-valus = 0.373 W= 0.9456, p—-wvalue = 0.667
> shapiro.test(x3) > bartlett.test{list{=x1,%2,=x3,%4,x5))
Shapiro-Wilk normality test Bartlett test of homogeneity of variances
data: =3 data: list(xl, x2, =3, x4, ®5)
W = 0.8505, p-wvalue = 0.716 Bartlett's E-squared = 0.0705, df = 4, p-wvalue = 0.99354

Expliquer la démarche suivie et donner, en justifiant, leltésau risque 5 % de chacun des tests effectues.

2) On poursuit avec les instructions suivantes :

> modele = lmi{dilatatioh~visage,data=donhnees)
> anova(modele)
Analysis of Variance Table

Response: dilatation

DEf Sum 2g Mean 2g F wvalue Fri(=F)
wvisage 4 °348.15 &7.037 10.717 8.894e—-0f *%W
Residuals 35 284.25 g.121

Signif. codes: 0 vVEER 00001 YRR 0201 VRS 0205 Ya 0L v

Donner, en justifiant, le résultat au risque 5 % du test effeetiinterpréter le résultat obtenu.



3) On complete I'étude avec l'instruction suivante :

FoRruskerl et liet iyl Re 03 o wsi
Eruskal-Wallis rank sum Lest

data: Listiasl, 32, H3, X4 5
Eruskal-Wallis chi-sgquared = 20.24658, df = 4, p-wvalus = 0.0004364

Donner, en justifiant, le résultat de ce test au risque 5%t-Htatile de le faire ? Si oui, pourquoi ? Si non,
dans quel cas aurait-il été utile ?

4)  Peut-on considérer, au risque 5%, que la dilatation de lalpwgst moins importante avec le visage 1
gu’avec le visage 4 ? On détaillera le(s) test(s) effectués pponde a cette question.

Exercice 4

On a mesureé, pour 8 coulées d’acier, la teneur en canofuaté : 0,01 %) et la résistance a la tractiofunité :
1 daN/mn?), et on a obtenu les résultats suivants :

X|26| 27 30 38 45 48 52 56
y |48 55 55 57 68 70 74 75

1) Vérifier graphiquement que I'on peut admettre I'existence d'telation affine entre la teneur en carbone et
la résistance a la traction.

2) En supposant que les hypothéses du cours sont satisésteser les parametres de la droite de régression
deYenX:

a) ponctuellement ;
b) par des intervalles de confiance au niveau 0,95.
3) La corrélation observée est-elle significativement diffezete 0 ?




1) Estimateurs

Formulaire de Statistique Inférentielle

Parameétre Estimateur Statistique et sa loi
- n X — Studentan—1d.d.l
u X=L3x T X g e e |
i—1 = si échantillon gaussien
Jn
n Khideux an-1d.d.l.
o2 2-_N_g gvecs?= (L X-2>—><2 y2-n-1lg.
= n-1 n E‘ ' ) o? = si échantillon gaussien
n
2 Xi
0 E_ i=1n ___F-p . NormaleM(0;1) (approx.)
/ p(ln— P)  sinp>10etn(1-p) > 10

2) Intervalles de confiance au niveaul — a

Parametre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
M iu:[x_%ta , X+%taJ to telqueP(-t, < T<t,) =1-a
P(Y2 >a,) = 1-&
o? i :[n—lsg, n_lsé} a, etb, tels que 2
be B P(Y2>b,) = &
- 2
P ip = [f— f(nl__P Ug , F+ ‘/% uaJ U, tel queP(-u, <U < u,) =1-a

3) Tests de conformité au risquex

Ho Hi Statistique de test Valeu(s) test(s)

W # Ho < to telqueP(-t, < T<t,) =1-a

H=Ho | p>po T=—35 t, tel queP(T < t,) = 1—a, i.e.t, = ta
M < po Jn t) tel queP(T > 1)) = 1—a,i.e.t) = tr o, = —to
0% # o a, etb, telsqueP(a, < Y2 <b,) =1-a

o?=o0f o®>0f | Y ”G_%l = by, tel queP(Y? > b;) = a, i.e.b), = by,
0% < o} a, telqueP(Y? > a)) = 1—-a,i.e.a, = ay
P # Po Fop u, telqueP(-u, < U<u,) =1-a

— MO
P = Po P> Po = u, tel queP(U < U,) = 1—a, i.e.u), = Uy,
poL—po) QueP(U < a) | :

P < Po n u, tel queP(U > u)) = 1—a, i.e.u) = —Uy,

Pour un intervalle de confiance dgeet/ou un test de conformité suravec un grand échantillon (quelconque),

on peut approcher la loi de Student par la loi Norm&l®; 1), et remplacet,, t,, ett, paru,, u, etu,.




4) Tests dhomogénéité au risquex

Ho Hi1 Statistique de test et sa loi soushypothése H Valeur(s) test(s)
2 A& B B f, tel queP(F > f,) = &
o1=02| G100 F 5;,1 . Snédécor & - 1,n, - 1) d.d.l. | 2
Stz sjéchantillons indépendants gaussiens en travaillant ave€ > 1
M1 #F H2 _ Ugy
wi=p2| m>us U= >2<1 —X22 : NormaleN(0; 1) (approx.) o
S, S si grands échantillons indépendants "
H1 < U2 N + Ty u,
Student &y + n, — 2 d.d.l.
U1 F U2 _ o . ty
X1 — X5 . (approx.) si petits échantillons ,
M1 = H2 | p1 > U2 = o, ) . ty
S (l " L) indép. gaussiens et&h = o2 )
p1 < p2 L2y\ny TNz 5 2 to
2 (N1-1)sg 1 +(N2-1)s¢ 5
aveCSC’]_’z = nitn,—2
Ui # 2 - Ue
wi=p2| m>ps | U= S? 00D = Xg - X5 NormaleN(0; 1) (approx.) o
~xd si grands échantillons appariés "
Hi < H2 Jn Ug
H1 # U2 s Student &n—1d.d.l. ta
Hi=H2| pa> p T= S oubD = X1 =Xz gj petits échantillons ta
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
NormaleA(0; 1) (approx.)
* . Uy
b1 P2 E_F, simify = 5,ni(1-f) = 5, /
P1=P2| p1>pP2 = ; u,
,/(% + A )f1a(1-f12) nofz > 5,n(1-12) > 5, ,
P1 < P2 o f Ug
£ nitq + n2f2
aveclyp = i n,

5) Test d ajustement a une loi théorique a modalités au risquea

HypotheéseHy : le caractére suit la loi théorique définie par les probabiliés
HypothéseH; : Ho.

S (Ni — npi)?
Statistique de testD = Z %

i=1
Loi de D sous I'hypothéseély : khi deux ar — 1 — kd.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.

6) Test d indépendance entre deux caracteres et s modalités au risquea

HypotheseHy : les deux caractéres sont indépendants.

HypothéseH; : Ho.

r S o - 2 ) ) S r
Statistique de testD = ZZ M avecnp;j = n.,.nn.,, N = Zni,j etn.j = Z Nij.
j=1 i=1

npi
i=1 j=1

Loi de D sous I'hypothésély : khi deux a(r — 1)(s— 1) d.d.l.
Valeur test b, tel queP(D > b,) = a.




7) Régression linéaire simple
On considere deux variables quantitati¥eet Y et le modéle de régression= aX+ + ¢, ou ¢ suit la loi
normaleN(0;c). On désigne pap = %x(r()) le coefficient de corrélation linéaire entxeet .
Droite des moindres carrés dey enx.
s . CcoM(X,Y)
Droite d’équatiorny = ax+ b, aveca = e b=y-ax,

et coefficient de corrélation linéaireentrex ety avec et = %;(;y)

1y 1y 1y 1y 1y
oux = FTx,5- F Ty - (F20) x5 - (F57) -5 ercowxy - (F T ) -
i=1 i=1 i=1 i—1 i—1
Effectuant plusieurs expériences, et ainsi plusieurs édluamages,a, b et r apparaissent comme les valeurs
observées des variables aléato#eB etR.
p(1-p?)

On a alorsE(A) = a, B(B) = f etE(R) = p+ 27—

(1-r?)si etr (ou plus précisémenmt+

. Des estimations ponctuelles dep, 2 et p sont

r(l-r?)
2(n-3) )

alors respectivement b, s3 = - T 5

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de régregm linéaire «
La situation est celle décrite dans le paragraphe 1.
, . L2 R .y 2 . s _ , .
La variance de&\ est egale agg, et peut étre estimée pst = ns—;. La variable aléatoir@ = ASAO‘ suit la loi
de Student & — 2 degrés de liberté. On détermine alors le tgetel queP(-t,, < T < t,,) = 1— a3 (table 3). On
en déduit un intervalle de confiance @d@u niveau - a; :

io = [@—Sats, , @+ Sata, |-

Test (bilatéral)deHo : @ = ap contre Hy : a = ao.
a—ao A .
On calculet = == et on décide que :
-Sit e ]—tal,tal[, alors on ne peut rejetéty ;
-Sit ¢ |-t4,,t,, [, alors on rejettédy avec une probabilité; de se tromper.
Cas de 8. On peut mener une étude analogue pguen ut|I|sant le fait que la variance d& est égale a
21, x? _e(l, _ _B-p
=+ @> et peut étre estimée psg = SR( = n§) = n2 5 Zx et que la variable aléatoife= —
suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté.
Prévision. L'ajustement affine peut servir a prévoir la valeur attendoerpy quand I'expérimentateur fixe

X = Xo. L'estimation ponctuelle de cette valeur ést— axo + b, et un intervalle de confiance de cette valeur au
(Xo — X)? (Xo — X)?
niveau 1- a1 |:y0 ‘/ (1+ T , y0+ta1 SR 1++ n + W .

Intervalle de confiance et tests pour un coefficient de corrélgon
Soit¢ le nombre défini paf = 1 In( 1J_r g ) = argthp.

o

Soit Z la variable aléatoire qui au cours de chaque échantillonnagel paevaleurz = % In %) = argthr.

Lorsquen est assez grana & 20 en pratique), un intervalle de confiance/dau niveau t o :

- Ug Uy

ir=1|2z- , Z+ = [z1,22].

: [ /n-3 J/n-3 J 222)

D’ou un intervalle de confiance deau niveau *a :i, = [r1,r2] = [thz;,thz].
TestdeHo: p = Ocontre Hy : p qt 0.

Sous I'hypothésély, T = R/n-2 suit la loi de Student a— 2 degrés de liberté. On calcule- n-2 :
J1-R? Ji-r2

-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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