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Exercice 1

Un ingénieur en Geénie Informatique et Statistique (GIS), recruté a la suite de sa formation par une entreprise de
gestion de capital, étudie le rendement de deux actifs financiers A; et A,, afin de savoir lequel sera le plus intéressant
pour y investir le capital de ses clients.

1) Sur le mois de mai 2008 (21 jours ouvres), les rendements journaliers de I’actif A; ont été les suivants :

1.0 1.1 1.3 1.2 0.8 1.1 1.4 1.1 0.8 1.1 1.0

1.0 1.2 0.8 0.9 1.2 1.0 1.1 0.9 0.8 1.2

a) Préciser la population et le caractere étudiés. Expliquer pourquoi on peut considérer que ce caractere est
une variable aléatoire. Préciser en particulier I’expérience aléatoire et I’espace probabilisé permettant cette
modélisation.
b) Préciser la taille d”échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur loi. Préciser les hypotheses
éventuelles a faire sur la variable étudiée.
c¢) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de I’écart-type du rendement journalier de I’actif A;.
Donner un intervalle de confiance au niveau 95% du rendement journalier moyen de I’actif A;.

d) On considére qu’un actif est rentable si son rendement journalier moyen est supérieur ou égal a 1.
Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si I’actif A; est rentable.
Le résultat de ce test pouvait-il étre obtenu directement grace au résultat du ¢) ? Justifier votre réponse.

e) On considére qu’un actif est a risque si la variance de son rendement journalier est supérieure ou égale a

Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si I’actif A; est a risque.
f) Est-il intéressant d’investir dans cet actif ?
2) Les rendements journaliers de I’actif A, ont également été enregistrés sur les 21 jours ouvrés du mois de juin

2008. On a obtenu une moyenne de 0.990 et un écart-type corrigé de 0.1546.

a) De facon analogue au 1), mais sans redétailler les méthodes et calculs, répondez aux questions suivantes :
I’actif A, est-il rentable ? a risque ?

b) Effectuer le(s) test(s) statistique(s) adéquat(s) au risque 5% pour répondre a la question suivante : peut-on
considérer qu’en moyenne, I’actif A, est au moins aussi rentable que I’actif A; ?

c) Lequel des deux actifs A; et A, vous semble le plus intéressant ?

Exercice 2

Dans cet exercice, les proportions (ou leur valeurs approchées) seront données avec 4 décimales.

Dans un pays donné, sur I’ensemble de I’année 2007, on a dénombré 2 700 accidents mortels sur 147 000
accidents automobiles avec dégats corporels. Le ler janvier 2008, ce pays a voté une loi rendant obligatoire
I’allumage des feux de circulation. Au cours des quatre premiers mois de I’année 2008, on a dénombré 750 accidents
mortels sur 37 500 accidents automobiles avec dégats corporels.

On se demande si la loi a permis de diminuer la proportion d’accidents mortels.

1) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractere(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon. Indiquer
le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.

2) Expliquer briévement ce que représentent les erreurs de premiere et deuxiéme espéce d’un test statistique.

3) Effectuer un test statistique au risque 1%, puis 5%, pour savoir si la loi est efficace. En cas de décisions
contradictoires avec les deux risques 1% et 5%, préciser et justifier la décision a retenir.

Exercice 3.
Sur 2000 personnes interrogées dans la Picardie, 1075 disent acheter régulierement des vétements sur le site
internet de vetiamiens.net. Sur 1500 personnes interrogées dans le reste de la France, 675 disent acheter sur ce site.
Tester, au risque 5%, I’indépendance entre les deux variables "région™ et "achat sur vetiamiens.net".
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Exercice 4.

Lors de I’étude statistique d’un caractére quantitatif continu représenté par une variablé aléatoire X, on est
souvent amené a faire une hypothese sur la loi de probabilité de X. Par exemple, lors d’un test statistique sur la
moyenne u de X a partir d’un petit échantillon, on suppose que X suit une loi Normale N(u; o). On fait donc une
hypotheése sur la loi de X, et donc implicitement sur sa fonction de répartition Fo définie par
Fo(x) = Fx(x) = P(X < x) pour tout reel x.

A partir d’une observation (X1,...,Xn) d’un échantillon (X1, ..., X,) de taille n de X, on peut tester cette
hypotheése a I’aide d’un test de khi-deux de conformité a une loi théorique. Mais le regroupement en classes des
valeurs observées induit une perte d’information ; de plus, ce test n’est pas adapté pour de petits échantillons.

Le test de Kolmogorov-Smirnov (non paramétrique) est une bonne alternative.

Il teste I’hypothese nulle Hy : X suit la loi théorique de fonction de répartition Fo contre I’hypothése alternative
H; = Ho : X ne suit pas la loi théorique de fonction de répartition Fo.

Ce test s’appuie sur la distance K = sup‘ Fo(x) — ﬁ(x) entre la fonction de répartition théorique Fo de la loi
xeR

- - 7 -, - Ve L4 - A '] Y - -
théorique que I’on veut tester et la fonction de répartition observee sur I’échantillon F (c’est-a-dire la fonction des
fréquences cumulées croissantes). En pratique :

- on classe dans I’ordre croissant les valeurs X1, ..., Xn, ce qui donne des valeurs notées Xy, ..., X ;

H 7 , Ay A
- on calcule alors facilement les fréquences cumulées F(x)) = Fi = ﬁ correspondant aux valeurs Xy ;
- on calcule les valeurs theoriques Fo(X()) a I’aide de la loi théorique ;

- on calcule les différences df = Fo(Xq)) — % etdi = Fo(Xq) — % puisk = max(rlgia<>n<|di+|, rlrlig)rgdﬂ).

Sous I’hypothese Ho, K suit une loi pour laquelle on a la table donnée ci-dessous. Cette table permet de
déterminer, pour o € ]0,1[ et n donnés, la valeur k,, telle que P(K > k) = a.

AlBlc[D] E [ F ] G [ Table desk, / P(K > k,) = a
L4 enl n\e | 0.10 | 0.05 | 0.01
3| 1| m | =g | i | Falg |Falga)-in| Fylge)-(0-1in 5 0.509 | 0.563 | 0.669
411 125(-0501]0,0122] -0,0272 0012z 10 0.369 | 0.409 | 0.486
s 2 la0l15(oz2]o.1058] 00944 | 10,0056
6| 3[55]25(030.2268] 00724 | 10,0266 15 10.304 1 0.338 | 0.404
7 ales]35(04o4013] noo13 | 01013 20 | 0.265|0.294 0.352
85 ]1,54.0]050,5000] 00000 0,1000 25 0.238 1 0.264 | 0.317
g | & |45]4506]0.5087] 00013 | 00987
10] 7 |6.0]55]07]07734] 0.0734 | 0.1734 30 10.2180.2420.290
1] 8 [75]60logo.8413] 00413 | 01413 40 |0.189|0.210 | 0.252
12| @ [-05] 65| 0.9|0.8044] 00056 | 10,0944 N>a40 12 | 13 | 1
13(10]35(7.5] 1 [0,9599%] -0,0401 | 0,0599 Jn Jn Jn

On suppose que lors de I’étude d’un caractére quantitatif continu X, un échantillon de n = 10 individus a donné
les valeurs observées xi,...,X1o présentées ci-dessus dans un tableau realisé avec le tableur Excel. On veut tester
I’hypothese que X suit la loi Normale N(4;2) a I’aide du test de Kolmogorov-Smirnov.

1) Expliquer pourguoi on a F = +.

2) a) Présenter sur votre copie le calcul permettant d’obtenir la valeur 0,0122 de la cellule E4.

b) Ecrire une formule Excel a entrer dans la cellule E4 pour obtenir cette valeur, ainsi que les valeurs des

cellules E5 a E13 par simple recopie de cette formule.
3) a) A l’aide des résultats présentés dans le tableau ci-dessus, donner les valeurs de Erl;ix|di+|, rlrlgx|di‘| et k.
=I=n <I<n

Ecrire des formules Excel permettant d’obtenir ces valeurs.
b) Peut-on considérer, au risque 5%, que X suit la loi Normale N(4;2) ?



Formulaire de Statistique Inférentielle

1) Estimateurs

Paramétre Estimateur Statistique et sa loi
- 1 d )_(—/1 . A
u X=52X T = —— :Studentan—1dd.l
i=1 _9c
Jn
n
o2 |82= —Dos? avecs? - (% iz;x%) - (X)? vz = D=bsKhideuxan - 1ddl.
n
2 Xi
D S 1n U - _F-p . Normale M(0;1) (approx.)
/ p(ln— P) sinp>10etn(1-p)>10

2) Intervalles de confiance au niveau 1 — «

Paramétre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
. S
I lu=[x—j’%ta,x+ J%ta:| t,telque P(-t, < T < ty) = 1—a

P(Y2>a,)=1-&
o igzz[”_lsé, ”a_lsg} a, et b, tels que 2
b, “ P(Y? 2 b,) = &

PR CE)) [f(1-T) B o
p |p—[f — Ug , T+ 1 Ue Ugstelque P(-uy, <U<uU,) =1-a

3) Tests de conformité au risque «

Ho H; Statistique de test Valeur(s) test(s)
M F Ho % - o tatelque P(—t, < T<ty) =1-a
— HO
H=Ho | p> o T= s, t telque P(T <t,) =1-a,iet, =ty
K< Ho Jn tptelque P(T > tg) = 1—a, ety = tagg = —ta,
0% # o} a, eth,telsqueP(a, < Y2 <by)=1-a
0’ =0§| o?>0f | Y?= ”G_%l 8¢ bl, tel que P(Y2 > b)) = a, i.e. b, = by,
0% < o} a,telque P(Y2>a)) =1-aqa,ie a, = ay
P # Po Ug telque P(-Uuy, <U < uy) =1-a
_ U= _ F-po | ' ; '
P = Po P> Po = 50— Do) u, telque P(U < uy,) = 1—aq,i.e.u, = Uy
0 — MO
P < Po n u,telque P(U>u)) =1-a,ie. u, =—Uy

Pour un intervalle de confiance de u et/ou un test de conformité sur p avec un grand echantillon, on peut
remplacer la loi de Student par la loi Normale A(0; 1), et remplacer t,, t;, et t;, par g, u;, et u,.

4) Tests d’homogénéité au risque a




Ho H; Statistique de test et sa loi Valeur(s) test(s)
82 3z N _ _
61=0y| 61+ 09 E— (2:,1 . Snédeécora(ni—1,n;-1)d.d.l f, tel que P(F > f,) = %
Stz siéchantillons indépendants gaussiens
H1 #+ U2 . Uy
Wr=po| pr>pe (U= S>2<1 —ngz . Normlale /\/(-0,1) (_apr{rox.) o
1 < o ‘/ ( nc,ll + nC;) si grands échantillons indépendants u’
Studentan; +n; —2d.d.l.
H1 + U2 _ . o, . ty
X1 - %X, ~ (approx.) si petits échantillons ,
H1 = U2 H1 > U2 T= L . . t,
S (L +L> indép. gaussiens etsioy = o2 .,
H1 < U2 ¢12 Ny na ta
2 (- 1)5 1+(N2— 1)552
avecsg , = T
H1 # H2 . Ug
W=to| m>ps U= SD oUD = Xy Xy Normale A(0;1) (approx.) a
cd si grands échantillons apparies "
H1 < {2 Jn Ug
H1 # [2 5 Studentan—1d.d.l. Ly
M1 =Ho | p1 > p2 T== ouD = X1 =Xz i petits échantillons to
H1 < H2 Jn appariés gaussiens ty
Normale N(0;1) (approx.)
* . Ug
P17 P2 F,—F, sinify >5,n;(1-f1) >5,
Pr=Pp2| p1>p2 | U= : U
\/(ni_g-ni)flz(l—flz) n2fz > 5,n2(1-f;) =5, )
P1 < P2 oo ' Uy
n1f1 + n2f2
avec fi, = R TEITE

5) Test d’ajustement a une loi théorique a r modalités au risque a

Hypothese Hy : le caractere suit la loi théorique. Hypothése H; : Ho.

"N — D)2
Statistique de test : D = Z w
i1

Loide D : khideuxar—1-kd.d.l.
Valeur test : b, tel que P(D > b,) = a.

6) Test d’indépendance entre deux caracteres a r et s modalités au risque o

Hypothese Hy : les deux caracteres sont indépendants. Hypothese H; : Ho.

Niw = Zn.,etn., —Zn.,

N \2
Statistique de test : D = ZZM Ni. n°j

i=1 j=1 'J
Loide D : khideuxa (r—1)(s—1) d.d.l.
Valeur test : b, tel que P(D > b,) = a.

,avec njj =
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