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Cas d’'une ou de deux proportions

1. Simulations

1.1. Loi de Bernoulli et simulation

Soit (Q,P) un espace probabilisé.
Une variable aléatoireX suit la loi de Bernoulli de parametrep € 10,1[, que I'on noteB(p), si et
seulement sK est a valeurs dan®; 1}, etP(X = 1) = petP(X=0) = 1-p.
Une telle variable aléatoire permet d’indiquer si un événenfersst réalisé X = 1) ou pas X = 0).
Comme exemples d’application on peut citer :
- lancer d’une piéce menant a Pile ou Fakes "obtenir Pile" ;
- tirer une boule dans une urne contenant des boules blanchesex,A = "obtenir une blanche" ;
- choisir d’un individu dans la populatioA = "I'individu est malade".
Ainsi, une telle variabl@ermet de représenter un caractere qualitatif & deux modalités

Simulation 1

p étant donné danf0, 1, on considére une urne contenant une proporgiate boules blanches. Plus
précisément, on considére I'entidr plus petit multiple de 10 tel quélp soit entier, et ainsi une urne
contenantN boules, dontNp boules blanches éti(1 — p) boules noires. Par exemple, pque 0,42, on a
N = 100,Np = 42 etN(1 - p) = 58.

On suppose que ld$ boules sont numérotées de Nade 1 aNp pour les boules blanches, tp+ 1 an
pour les noires.

A l'expérience aléatoire " tirer une boule au hasard dans l'urne ",pent associer l'univers
Q = {1,... N} etle munir de I'équiprobabilit®.

Dans ce contexte, 'événemeAt"obtenir une boule blanche" est= {1,... Np}, sa probabilité étant

alorsP(A) = —gglfg&'g‘ = % = p.

Considérant la variable aléatoiXequi a chaque tirage d’une boule associe 1 si elle est blanchsiet®,
ona(X=1)=Aet(X=0) =A etdoncP(X = 1) = P(A) = petP(X=0) = P(A) = 1-P(A) = 1-p.

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuille Beulli simulation 1)

Le tirage d’une boule de I'urne est simulé par I'instructiehLEA.ENTRE.BORNES(1N) a entrer dans
la cellule B8 (par exemple).

La valeur correspondante deest alors obtenue par l'instructiet8I(B8<=Np;1;0).

Simulation 2

A l'expérience aléatoire "choisir un nombre au hasard dans I'iater\y0;1]" on peut associer une
variable aléatoiré&’ suit la loi Uniforme sur l'intervallg0; 1] (loi & densité) jY indique le nombre obtenu. On
sait que pour towy € [0;1], P(Y <vy) =Y.

p étant donné dan$0, 1], on a alorsP(Y < p) = p. Considérant la variable aléatoid¢ définie par
X=1=(Y<p)et(X=0)=(Y=<p)=(Y>p),Xsuit la loi de BernoulliB(p).

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuille Beoulli simulation 2)

Une valeur de¥ est simulée par I'instructiorRALEA() a entrer dans la cellule B7 (par exemple).

La valeur correspondante deest alors obtenue par l'instructietSI(B7<=p;1;0).
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1.2. Loi binomiale et simulation

Reprenons I'exemple d’une urne contenant une propogtier0, 42 de boules blanches.

On tire une boule au hasard dans l'urne : le nombre de "boule blamditenu en un tirage est une
variable aléatoireX de loi de BernoulliB(p) : P(X=1) =p=0.42 etP(X=0)=1-p=0,58. On a
E(X) = p= 0,42 etVar(X) = p(1-p) = 0,2436.

Si on effectuen = 50 tirages avec remise d’'une boule, on observe la réalisatiofy deX; , ... , Xso ,
variables aléatoires indépendantes de méme lodquen dit que I'on a un échantillon aléatoire simple de
taille n = 50 de loi de Bernoulli de paramétpe= 0,42.

La proportion de "boules blanches" obtenue est une variakdéoaié :
n

X;
F.= X1+X2+~~~+X50_ ; I
no 50 L

n
ou Y_ X; représente le nombre de "boules blanches" obtenurs-eB0 tirages.
i=1

n
Ayant procédé par répétitions d’expériences indépendankgss > X; est une variable aléatoire de la

i—1
loi Binomiale B(50;0,42 = B(n,p).

On a doncnE(F,) = E(nFy) = np et n?Var(F,) = Var(nF,) = np(1-p), doll E(F,) = p = 0,42 et
var(Fy) = (1 p) _ 0, 2436

On constate donc que Iorsqu on augmente la tailte 'échantillon, I'espérance de, reste constante,
égale a 0,42, alors que la variance diminue.

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuille Beulli simulation 1 et 2)

On reprend les simulations 1 et 2 en répétant 50 les instructi@eggentes sur 50 lignes. Il suffit ensuite
de "sommer" les valeurs d¢obtenues pour avoir le nombre de boules blanches obtenusslgdiviser par
50 pour avoir la fréquence.

2. Echantillonnage : cas d’une proportion

2.0. Quel cadre mathématique?

Statistique et probabilités:

Description des observations et modele théorique.

La Statistique consiste a étudier un ensemble d’objets (oe plarbopulation, composée d’individus ou
unités statistiques) sur lesquels on observe des caracteeistiappelées variables statistiques.

Le calcul des Probabilités permet de proposer un modele th&odfne situation concrete afin de
quantifier la fiabilité des affirmations.

Population et échantillon:

Dans certains cas on peut obtenir les valeurs de ces variabid®issemble de la population ; en
appliquant les méthodes de la statistique descriptive ilpestible, au moyen de tableaux, graphiques,
parametres, d’analyser ces résultats. Exemples : Recenseenkenpdpulation francaise, notes obtenues par
tous les candidats & un examen, salaires de tous les emplapéseatreprise, etc...

Mais la population peut étre trop vaste pour étre étudiée datsta@ée, par manque de moyens, ou de
temps. (C’est le cas si on s'intéresse aux intentions de voterdegsadis pour une élection). Elle peut méme
étre considérée comme infinie. C’est le cas si I'on note la quédiéfectueuse ou non) des pieces produites
par un certain procédeé : le nombre de ces piéces est a priori @ligtibn ne peut toutes les tester.

De méme, si I'on s’intéresse aux fréquences d’obtentions de'"gil&face” avec une piece de monnaie,
le nombre de lancers de piece a étudier est a priori infini : onanieipopulation latente infinie.

Il arrive aussi que la mesure d’'une variable soit destructrice piogliidu : si on étudie la durée de vie
de certains appareils, il serait absurde de les faire tous fometiqusqu’a la panne, les rendant inutilisables.

Dans tous ces cas, on est amené a n’étudier qu'une partie de Udapop, un échantillon, obtenu par
sondage, dans le but d’extrapoler a la population entiére des\dtions faites sur I'échantillon.
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Fluctuation d’ échantillonnage

Lorsqu’on étudie un caractere sur plusieurs échantillons d’umeevgbpulation, on peut observer que les
résultats ne sont pas identiques selon les échantillonsI&taille de I'échantillon étudié est grande, plus les
résultats obtenus seront fiables. Cela s’explique par la ditioin de la variance, et aussi par la loi des grands
nombres.

La fluctuation d’échantillonnage représente la fluctuatiores les différents résultats obtenus d’une
méme enquéte sur différents échantillons d’'une méme popnlati

Ces différents résultats présentent une certaine régularit@jicedraduit par la notion d’intervalle de
fluctuation.

2.1. Caractere statistique et variable aléatoire

Considérons une populatidna sur laquelle on définit un caractere qualitatif a deux moéaft et B. On
convient de représenter la modaltgar 1 et la modalit® par O.

Le caractére est ainsi représenté par une applicatidaQ dansR qui, a tout individue, associe un réel
X = X(w) € X(Q) = Qx = {0,1} ensemble des "valeurs" du caractere.

Cette application modélise le caractere de facon déterministeon connait I'individuw, on connait
aussitot la valeux. Son étude reléve de la statistique descriptive qui condaitegemple, au tableau des
couples(x;,fi) oux; est une valeur observéefeta fréquence.

Supposons maintenant que I'on tire au hasard un indigidians cette populatiof2 pour consigner la
valeurx du caractére. Ne pouvant pas prévoir quel individu précis seratirge peut pas prévoir non plus la
valeur précise d& qui sera consigner. On aimerait donc disposer d’'un moyen d’aéribne probabilité aux
éléments de€Xx.

Ici, X est une variable aléatoire de loi de Bernowlip) ou p est la proportion d’individus ayant la
modalitéA dans la populationP(X = 1) = petP(X=0) = 1-p.

2.2. Echantillonnage

Lorsqu’on n'a pas acceés a I'ensemble de la population, la propoptiest inconnue. On procede a un
échantillonnage i.e. au choix den individus dans la population, sur lesquels on observe lauvaiedu
caractereX. Lorsque les tirages ont lieu avec (respectivement sans) reigsbantillonnage est dit
non-exhaustif (resp. exhaustif). Lorsque la tailede I'échantillon est faible par rapport a celede la
population N > 10n), alors tout échantillonnage est assimilable au cas non-sthau

Pour un premier échantillonnage, on observera des valgurs, ..., X, du caractére. Pour un deuxieme
échantillonnage de méme taille, on observera des vaiguxs, ..., x,, du caractére. Et ainsi de suite. On peut
alors considérer la suite, X}, ... comme les valeurs observées d’une méme variable aléXtgila suitex,,

X5, ... comme les valeurs observées d’une méme variable aléatgire. Ainsi, pour touti = 1,...,n, la
variable aléatoir&; correspond aux valeurs du caractéerd-gme individu obtenu par échantillonage, et aura
donc laméme loi de probabilité queX. De plus, I'échantillonnage étant non-exhaustif (tirages agetse),

les variables aléatoire§ sont indépendantes.

Plus précisément, les variables aléatoingés sont des applications d€" dans R, qui a tout
échantillonnagéw1, >, ...,wn) associei = Xi(w1,02,...,0n) = X(wi)

On dira que(X1, Xs,...,Xn) est unéchantillon (aléatoire simplejle taille n de X, et que(xa, Xz, ... ,Xn)
est une observation de I'échantillon.

Le terme d’échantillon désigne a la fois lesindividus choisis et len-uple de variables aléatoires
(X1, X2,...,Xn).

2.3. Estimateur et estimation d une proportion

Objectif : détermineip & I'aide d’'informations obtenues a partir d’'un échantillonnagéadlle n extrait de
la population. Impossible tant que< N, mais la théorie de I'échantillonnage conduit a deBmationsp de

p, d’autant meilleures que est grand.
n

in n
Estimateur du parametrg : proportion (ou fréquenceyl’ échantillon F, = % ou_z;xi représente
I=
le nombre d’individus de I'échantillonnage ayant la modahité
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n
Pour une observatiofxi, Xz, . ..,Xn) de I'échantillon (en pratique on observe souvent directeyemt),

n i=1
>x
uneestimation ponctuelledep estf, = '=1n =P.

2.4. Proportion d’échantillon

Un exemple sur la proportion
Un groupe de 4 enfants, Alexis, Benjamin, Cyril et David, d’agespectifs 12, 13, 14 et 15 ans.
On choisit un enfant au hasard dans le groupe, on peut considérer

- X, indicatrice du fait que I'enfant plus 14,5 ans,

variable aléatoire de loi de Bernouﬂ(%) :

P(X=1) = % — petP(X = 0) = % -1-p
Cherchons a retrouver ou a approcher ces résultats a partir d’dlomsmon-exhaustifsavec remisg de
taille n= 3. Il y en a # = 64, ils forment un univers)', ensemble des résultats possibles de I'expérience
aléatoire "choisir un échantillon".
On peut munirQ' de la tribu des événement$' = P(Q') et de I'équiprobabilitéP’ sur (Q', A"). A
chacun des résultats (échantillomg)on peut associer la proportidt(w) = fn d’enfants ayant plus de 14,5
ans. On obtient les résultats suivants :

1) f, 10) fn ® fn 10) fn
(AJAAA)| O (B,AAA)| 0 ||(CAA| O (D,AA) | 1/3
(ALAB)| O (BLAB)| 0 ||[(CAB)| O (D,A/B) | 1/3
(AJAC)| O (B,AC)| 0O || (CCAC) O (D,A,C) | 1/3
(AJAD)|1/3| | (B,AD)|1/3||(C,AD)|1/3] |(D,AD)|2/3
(AAB,A) | O (B,B,A)| 0 || (C,BA | O (D,B,A) | 1/3
(AB,B)| 0 (B,B,B)| 0 | (C,B,B)| O (D,B,B) | 1/3
(AB,C)| O (B,B,C)| 0 || (C,B,C)| O (D,B,C) | 1/3
(A,B,D) | 1/3| | (B,B,D) | 1/3|| (C,B,D) | 1/3| | (D,B,D) | 2/3
(AACA | O (B,CA | 0 ||(CCA| O (D,C,A) | 1/3
(A,C,B)| O (B,C,B)| 0 || (CCB)| O (D,C,B) | 1/3
(ALC,C)| O (B,C,C)| 0 | (C,CC O (D,C,C) | 1/3
(A,C,D) | 1/3| | (B,C,D) |1/3||(C,C,D)|1/3| |(D,C,D)|2/3
(A,D,A) | 1/3] | (B,D,A)  1/3| | (C,D,A) | 1/3] | (D,D,A) | 2/3
(A,D,B) | 1/3| | (B,D,B) | 1/3|| (C,D,B) | 1/3| | (D,D,B) | 2/3
(A,D,C) | 1/3| | (B,D,C) | 1/3| | (C,D,C) | 1/3| | (D,D,C) | 2/3
(A,D,D) | 2/3| | (B,D,D) | 2/3| (C,D,D)|2/3| |(D,D,D)| 1
On définit ainsi une variable aléatoiFg, dont on peut obtenir la loi de probabilité :
Xi 0 1/3 | 2/13] 1
P(Fn =X;) | 27/64| 27/64 9/64 1/64

On peut alors calculer :
-E(Fn) = % :on remarque quE(F,) = p = E(X).
pdL-p) _ Var(X)
n n_-

-Var(Fn) = %6 : on remarque qu¥ar(Fn) =
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n
X
Propriétés générales dé,, = =
n
nFh=>.Xi suit la loi Binomiale B(n,p). On a alors nE(F,) = E(nF,) =np et
i=1
n2Var(Fy) = Var(nFy) = np(1 - p), d'oll E(Fy) = petvar(Fy) = 2E—P)
On a ainsiE(Fn) = p et on dit que~,, est unestimateur sans biaigdep.
On ade plus limvVar(Fn) = 0 et on dit que-n est unestimateur convergentdep.

Théoréme Loi faible des grands nombres
Si lesX; sont indépendantes et admettent la méme espépegtda méme variance?,
alors pour tout > 0, lim P([Fn — p| > ¢) = 0 ; cette convergence étant uniformegen

Cela signifie qu&F,) converge en probabilité veps

Théoreme central limite
Si lesX; sont indépendantes, de méme espérance mathémataude méme écart-type
n

> Xi —
etsiX, = izln , alorsZ, = X”G_“ suit approximativement la loi normal€(0; 1) ;
Jn
autrement dit que,, suit approximativement la loi normakf(u; %)

De plus, sinp> 10 etn(1-p) > 10, on peut approcher la loi Binomial(n,p) par la loi normale
J\/(np ;J/np(l-p) ) On en déduit quaF, suit approximativement la loi normaJ/H’(np ;/np(l-p) ) et

donc F, suit approximativement la loi normaleV(p;,/M). Ainsi, U = _Fn-p suit

approximativement la loi normal&/(0; 1).

Commentaires de ces résultats

Fn a toujours pour espéranpe la proportion dans I'échantillon est, "en moyenne", celleadpdpulation.

La variance dé-, est d’autant plus faible queest grand : la proportion dans I'échantillon varie d’autant
moins d’un échantillon a I'autre que la taille de cet échantigt grande.

A la limite, sintend vers l'infini,Var(F,) tend vers O et donE, tend vers la constanfe

Dans la pratique, I'approximation de la loi d& par une loi normale est correcte des que> 10 et
n(1-p) > 10, ou dés quep(l - p) > 18, ou sous d’autres conditions proches, d’autant plusncest grand
etp proche de 0.5.

Lorsquep n’est pas connu, on Vvérifie ces conditions sur la fréquénobserveée.

3. Intervalle de fluctuation et intervalle de confiance pour u ne proportion

Considérons une variable aléatoiXede loi de BernoulliB(p), ou p est la proportion d’individus de la
population ayant une propriété donnée, un échantildn X, ...,Xn) de taillen de X et la proportion (ou
n

X n

=L ou X_X; représente le nombre d'individus de I'échantillonnage ayant

fréquence) d’échantillofrn = —{—,
i=1

la propriété.
On sait que shp > 10 etn(1-p) > 10, alorsU = Bl

p(1-p)

n
MN(0;1). On détermine comme le rée} tel queP(-u, < U < u,) = 1-a grace a la table 2. Pour = 5%,
onau, = 1.96.

Remarque. Lorsque est petit, on doit utiliser la loi exacte aé-,, & savoir la loi Binomiald3(n, p).

suit approximativement la loi normale
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3.1. Intervalle de fluctuation de la fréequenceF
On suppose que I'on connaat

On en déduit que P(pW/M Uo < Fn S p+ | = PA=p) —p) ) et donc

P(Fn € IFp) = 1-a, aveclFp, = [p— JM Ug; P+ p(l P) J intervalle de fluctuation IF,

deF, au niveaul — a = 0.95.

3.2. Intervalle de confiance de la proportionp
On suppose que I'on ne connait gasais que I'on a une observatiénde F, a partir d’'un échantillon.

On a P(Fn— 1/@ U <psFp+ 1/@ u,,) =1-a, et doncP(p e ICy) =1-a, avec
ICp = [Fn— ‘/M Uy ; Fn+ 1/@ u,,} intervalle de confiance IC, de p au niveau

1-a=0.95.
Comme @ est un estimateur sans biais (1n_ 2) , on en déduit, sinf,> 10 et
n(1-f,) > 10, un intervalle de confiance de la proportipau niveau - « :

icp = [fn— ‘/—f”(nl__I”) Ug , T+ /—f”(nl__I”) ua}

Exemple dintervalle de confiance

Dans un échantillon test de 400 consommateurs d’un certainiprodwa compté 206 satisfaits.

On peut considérer la situation suivante.

Population : les consommateurs du produit.

Variable : la satisfaction, a deux modalités (oui et non), repitéspar une variable aléatoire de loi de
Bernoulli B(p), ou p est la proportion de consommateurs satisfaits dans la population a ainsi
P(X=1) =petP(X=0)=1-p.

Echantillon(X1, X2, ...,X,) de taillen = 400 deX.

Observation de I’échantillon(xl,xz,..n. Xn) = (1,1,0,1,...,0.

3

Estimateur de la proportiop: Fn = =5

n
> Xi représente le nombre de satisfaits de I'échantillon.

i=1
n

2 Xi
Estimation ponctuelle de la proportign: f, = i=1n = % = 0.515, fréequence (ou proportion) de
satisfaits dans I'observation de I'’échantillon.
Intervalle de confiance de la proportipn
nf, = 206 > 10 etn(1-f,) = 194> 10
Poura = 0,05 (i.e. 5%, on au, = 1,96.
icp = [fn— [% Uy 5 fnt f% uaJ =[0,466 ; 0,564.

Exemple dapplication de I'intervalle de fluctuation
Reprenons I'exemple précédent et supposons savoir qu'il y gdpaibilité satisfait / non satisfait dans
la population, autrement dit quee= 0, 5.
Pour un échantillon den=400 consommateurs, lintervalle de fluctuation dE, est

|:p— [RA=P) gy JRUZD) uaJ - [0.5— |02 09 s 1.96;0.5¢ | XX 0D ><1.96:|

Ainsi, 95 % des échantillons de 400 consommateurs donnerenfréguence de satisfaits comprise entre
0.451 et 0.551.

L’échantillon étudié donne une fréquence obsefyée 0.515 qui appartient a I'intervalle de fluctuation :
il est donc représentatif d’'une population pour laquplie 0, 5.
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3.3. Intervalle de fluctuation de la fréquenceF, et loi binomiale

On considére une population dans laguelle on suppose quedarpom d’'un certain caractéere gstPour
juger de cette hypothese, on y préléve, au hasard et avec ramigghantillon de taillex sur lequel on
observe une fréquenéelu caractere.

On rejette I'’hypothese selon laquelle la proportion dans la lagipn estp lorsque la fréquenckobservée
est trop éloignée dp, dans un sens ou dans l'autre. On choisit de fixer le seuil disidécde sorte que la
probabilité de rejeter I'nypothese, alors qu’elle est vraie,inbdrieure a 5 %.

Lorsque la proportion dans la population vauta variable aléatoirX correspondant au nombre de fois
ou le caractére est observé dans un échantillon aléatoire entaslit la loi binomiale de parametreset p.
On cherche a partager lintervall®,n], ou X prend ses valeurs, en trois intervallgsa— 1], [a,b] et
[b+ 1,n] de sorte que&X prenne ses valeurs dans chacun des intervalles extrémes avembabilité proche
de 0,025, sans dépasser cette valeur.

En tabulant les probabilités cumulée&xX < k), pourk allant de 0 &n, il suffit de déterminer le plus petit
entier a tel que P(X < a) > 0,025 et le plus petit entieb tel que P(X < b) > 0,975, c’est-a-dire
P(X > b) < 0,025. Autrement dita est le plus grand entier tel qi&X < a) < 0.25. On observe aussi que
a<h.

OnaainsP(X<a)U(X>h)) =PX<a)+P(X>b)<0.05

etdoncP(a< X<b) = P((X <a)UX> b)) > 0.95, en étant "assez proche" de 0.95.

CommeF, = % ona ainsP(% <Fn< %) > 0.95, en étant "assez proche" de 0.95.

La regle de décision est la suivante : si la fréquence obsdépwegpartient a I'intervalle de fluctuation a
95 % [% %} on considere que I'hypothése selon laquelle la proportiop ésins la population n’est pas
remise en question et on I'accepte ; sinon, on rejette I'hypetkébon laquelle cette proportion vaut

Pourn>30, nxp>5 etnx(1-p) >5, on observe que lintervalle de quctuatio[n%,%} est

. A . 1 1
sensiblement le méme que | mterva[ e p+ Jn
Exemple d exercice

Monsieur Z, chef du gouvernement d’un pays lointain, affirme 8 % des électeurs lui font confiance.
On interroge 100 électeurs au hasard (la population est suffisatngnande pour considérer qu’il s’agit de
tirages avec remise) et on souhaite savoir a partir de quellggenges, au seuil de 5 %, on peut mettre en
doute le pourcentage annonceé par Monsieur Z, dans un senansialutre.

1. On fait I'nypothése que Monsieur Z dit vrai et que la proporties électeurs qui lui font confiance dans
la population esp = 0,52. Montrer que la variable aléatoi’¢ correspondant au nombre d’électeurs lui
faisant confiance dans un échantillon de 100 électeurs,|auibi binomiale de parametres = 100 et
p=0,52.

J proposé dans le programme de seconde.

2. On donne ci-contre un extrait de la table des probabilités @eaB(X < k) K| POX < K)
ouX SI:JIt la I.0| blnorslalle de pzrim.etres,: 1;)0 etp = 0,52. " ” 40| 00106
Déterminera etb tels que définis précédemment et comparer les interva Eéfl 0.0177
ion 2 ab _ 1 1
de fluctuation a 95 °/§ T } et[p e p+ Jn J 42| 0,0286
. . . R 4 ,0444
3. Enoncer la régle décision permettant de rejeter ou non I'hgsep = 0,52, 3] 00
selon la valeur de la fréquentedes électeurs favorables a Monsieur Z obtenue-—
J 2 . 61 0,9719
sur I'échantillon.
) . . , N 62 0,9827
4. Sur les 100 électeurs interrogés au hasard, 43 déclarent anfiarcce 63| 0.9897
en Monsieur Z. Peut-on considérer, au seuil de 5 %, I'affirmadi@Monsieur Z :
64 0,9941
comme exacte ?

Remarque : la recherche de I'intervalle de fluctuation peut-8trsti€e par le diagramme en baton de la loi
binomiale de parametres= 100 etp = 0,52.
Utilisation du tableur Excel
Construire la table des probabilités et des probabilitésnclées de la loi Binomiale de parametres
n = 100et p= 0,52 Construire le diagramme en baton de cette loi.
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4. Test de conformité pour une proportion p

On s’intéresse a la question suivante : étant donnée une piopuldans laquelle une proportion
d’individu ont une certaine propriéte, peut-on raisonnablemeppaser que est égal a une certaine valeur
po donnée a priori ?

Par exemple, des tests en laboratoire permettent d’affirmer q@rtain médicament est efficace sur une
proportionpe d’'individus atteints d’une certaine maladie. Mais apres sa susde marche, le médicament
a-t-il la méme efficacité sur I'ensemble des individus mala@e€omment savoir si la proportiop de
malades guéris par le médicament est bien égpie?a

La réponse a la question est donnée par la mise en place d'uteteshformité.

De facon générale, utest statistique est une procédure permettant de calculer la valeur d’'une certaine
fonction des observations d’'un ou de plusieurs échantillong@puduit a rejeter ou non, avec un certain risque
d’erreur, une hypothese généralement appbéigmthese nulleet notéeHy. Celle-ci porte sur la (ou les)
population(s) d’ou est (sont) issu(s) le(s) échantillon(s). Ethpmose a unédypothésedite alternative et
notéeH;.

Considérons une variable aléatoXede loi de BernoulliB(p), ou p est la proportion d’individus de la
population ayant une propriété donnée, un échantiinXa,...,X,) de taillen de X et la proportion (ou
n

in n
fréquence) d’échantillof = izln , oUZXi représente le nombre d’individus de I'’échantillonnage ayant la
i=1
propriéte.
On sait que shp > 10 etn(1—p) > 10, alorsU = % suit approximativement la loi normale
pii-p
n

N(0;1). On détermine le réel, tel queP(-u, < U < U,) = 1-a,i.e.U, = ¢‘1<1— %) (table 2).

Test (bilatéral)deHo : p = po contre Hy : p # po.
On calculeu = ———P9 _ on déterminay, tel queP(-u, < U < u,) = 1 -, et on décide que :

W

- SiU € ]-Uuq,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;
-siu ¢ ]-Ug, U, [, alors on rejettdéd avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : p = po contre Hi : p > po.

On déterminal,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢ (1 -a) = Uy, et on décide que :
- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Hp : p = po contre Hi : p < po.

On déterminal), tel queP(U > u))) = 1—a, i.e.u, = ¢ 1(a) = U2, = —Uy,, €t on décide que :

- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Exemple

Reprenons I'exemple précédents sur les consommateurs.

Sur un échantillon de 400 consommateurs, on a observé 20&#gatisoit une fréquence de satisfaits de

_ 206 _
f= 200 0.515.

On se demande s'il y a autant de satisfaits que de non saisgfaits la population ; autrement dit si la
proportion de satisfaits dans la populationgst 0. 5.
On peut effectuer le test statistiquelde: p = po contre Hi : p # po, avecpo = 0.5.

On calculeu = f=Po = 0.515-0.5  _ g 6, Poumw = 0,05 (i.e. 5%, on au, = 1,96.
‘/po(l—po) ‘/0-5(1—0-5)
n 400

Commeu € J-u,,U,[, alors on ne peut rejetéty : il est donc possible que = 0.5.
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5. Comparaison de deux proportions
Dans deux populatiord; et P, on étudie le méme caractere "avoir ou non une propriété donnégnts
X3 et X, des variables aléatoires de loi de Bernofl(p1) et B(p2) représentant le caractere dans chaque
population, olp; (respectivemenp,) est la proportion d’individus ayant la propriété déhs(respectivement
dansP,). De P; et P, on extrait un échantilloE; = (X1,1,X12,...,X1,) de taillen; deX; et un échantillon
Ez = (Xzyl, X2,2, ce ,Xzynz) de tailleng deX2.

ny ny
le,i sz,i
Les fréquences d’échantillon sont alérs = '=1nl etF, = '=1n2 .

5.1. Cas d échantillons indépendants
Les échantillon&; etE, sont supposés indépendants.

Test (bilatéral)deHo : p1 = p2 = pcontre Hy : p1 # p2.

Supposons que nify > 5, ni(1-f1) >5, nof, >5 nx(1-f)>5. Sous [I'hypothese Ho,

= el suit approximativement la loi normald/(0;1), et en regroupant les deux
J(G + )p(L-p)

échantillons, on peut estimgy par fi1, =

f1 —f2
\/(n_ll + n—lz)fl,z(l— fl,z)
détermineu, tel queP(-u, < U < u,) =1-a,i.e.u, = ¢‘1(1— %) (table 2) et on décide que :

- SiU € ]-Uuq,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;
-siu ¢ ]-Ugq,Ug[, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

nlfl + n2f2

Ny + Ny On

. On calculeu =

Test (unilatéral)de Ho : p1 = p2 contre Hy : p1 > p2.

On déterminal,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢1(1-a) = Uy, et on décide que :
- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : p1 = p2 contre Hy : p1 < pa.

On déterminau;, tel queP(U > u})) = 1—a, i.e.u, = ¢ 1(a) = U2, = —Uy,, €t on décide que :
- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < uy, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

5.2. Cas d échantillons appariés: test de McNemar
Deux échantillon€; et E; sont ditsappariéslorsque chaque observation; de E; est associée a une
valeurxy; de E; (appariés= associés par paires). C'est par exemple le cas lorggu E, proviennent d’'un
méme groupe de malades avant et aprés traitement. Deux édmsntippariés ont donc la méme taille
np=nN=n.
On utilise le tableau suivant des effectifs de présence cenglesde la propriété étudiée :

P1\ P2 | présent absent| totaux

présent a b a+b
absent C d c+d
totaux a+c b+d n

Le test de McNemar s’appuie sur le calcul de- ﬁ, et se poursuit de fagcon analogue au cas
Jb+c
d’échantillons indépendants (paragraphe 2.3.1). On peutdetitiés qué + ¢ > 10.
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5.3. Exemple
Dans une méme catégorie sociale, un échantillon de 40 homfeesra 8 fumeurs et un échantillon de
60 femmes a fourni 18 fumeuses. On se demande si la proportiamarifs est la méme pour les deux sexes.
On peut considérer la situation suivante.
Population 1 : hommes.
Variable X; : étre fumeur, représenté par une variable aléabdirde loi de BernoulliB(p1), ou p1
est la proportion d’hommes fumeurs.
Echantillon de taillen; = 40.

Estimateur de, : fréquence d’échantillofR;. Estimation dep; : f1 =
Population 2 : femmes.
Variable X, : étre fumeuse, représenté par une variable aléaxaie loi de BernoulliZ(pz2), ou p;
est la proportion de femmes fumeuses
Echantillon de taillen, = 60.
Estimateur de, : fréquence d’échantilloR,. Estimation degp, : f, = =2 = 0,3.
Les échantillon&; etE; sont indépendants.
Test (bilatéral) déHo : p1 = p2 = pcontreH; : p1 # p2.
Supposons quesf; =8> 5n1(1—F1) = 32> 5,n,f, = 18> 5,ny(1-f;) = 42> 5.
Sous I'hypotheseH,, U = 1= 2 suit approximativement la loi normal&(0;1), et en
J(G + )p(L-p)
regroupant les deux échantillons, on peut estirpepar fi, =

remplacanp parfi 2, on ne modifie pas la loi approchée de
f1—f _ 0,2-0,3
JGE+hal-f1)  [(E+&)0,261-0,26)
On déterminay, tel queP(-u, < U < u,) = 1 -« (table 2) : poux = 0,05, on trouvel, = 1,96.
Commeu € |-u,,Uq[, ON ne peut rejetelo : la proportion de fumeurs ne différe pas significativement
entre les deux sexes. Pour cette décision de non-rejet, on naitpas la probabilité de se tromper (erreur de
deuxiéme espece).

6. Exercices

8 _
20 0,2.

nifi+nofz ~ g418
MM~ 20160 =0,26 . En

On calculeu =

~-1,12.

Exercice 1

On admet que dans la population d’enfants de 11 & 14 ans d'umteémt francais, le pourcentage
d’enfants ayant déja eu une crise d’asthme dans leur vie estde 13

Un médecin d’'une ville de ce département est surpris par le nomiperiant d’enfants le consultant
pour des crises d’asthmes. Il décide de mener une étudeiqtaigin choisissant de maniéere aléatoire 100
enfants de 11 & 14 ans de la ville. Il observe que 19 d’entre ewt&pateu une crise d’asthmes.

1) Utiliser un intervalle de fluctuation pour aider le médeaidécider s’il y a plus d’enfants ayant des
crises d’asthmes dans la ville que dans le département.

2) Le médecin n’est pas convaincu par la décision obtenuensepgue le nombre d’enfants interrogés
était insuffisant. Combien d’enfants faudrait-il interrogeupgu’une fréquence observée de 0,19 améne a
conclure gu'’il y a plus d’enfants ayant des crises d’asthmes darid que dans le département.

Exercice 2

En mai 2006, le ministre de 'Economie des Finances et de I'iindua mis en place la déclaration de
revenus préremplie par l'administration. Les premiers controlésctees sur un échantillon de 780
déclarations d’'imposition préremplies montrent que 12% des@darmtions présentent au moins une erreur.
Donner un intervalle de confiance au niveau 95% pour la prapoptde déclarations erronées.

Exercice 3

Une société mutuelle d'assurance effectue tous les ans ungétengour évaluer le pourcentage
d’accidents domestiques parmi ses adhérents au cours de |'amééeare.

1) Le résultat de 'enquéte en 2005 (pourcentage d’accidents stmues en 2004) est égal & 5%.
L'enquéte a été effectuée auprés de 2000 personnes. En déduieevkile de confiance pour un niveau de
confiance égal a 0.95.

2) Quelle est, pour le méme niveau de confiance, le pourcemégmum ? Le pourcentage maximum ?
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3) On demande que I'enquéte que I'on effectuera en 2006 pounegstie pourcentage en 2005 donne une
fourchette limitée a 2%. Quelle est la taille de I'échantilépriil faudra choisir ?

Exercice 4

Une entreprise automobile se préoccupe du nombre de clientsvedantileur voiture en achetant un
modéle d’un concurrent.

Une enquéte auprés de 1 000 clients fait apparaitre un poureamtignal égal a 35%.

1) Donner I'intervalle de confiance de ce pourcentage pour veaii de confiance égal a 0.99.

2) Quelle est la valeur maximale de ce pourcentage, pour leem&reau de confiance ?

3) Ce pourcentage, chez certains concessionnaires de la mattpilet 40%. Cela signifie-t-il que leurs
performances commerciales sont insuffisantes ?

Exercice &5

Un sondage effectué sur un échantillon de 400 électeurs ddh@ententions de vote en faveur d’un
candidat C.

1) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% pourdagrtion d’électeurs, dans I'ensemble
de la population électorale, ayant I'intention de voter ertade C.

2) Quelle taille minimale de I'échantillon faudrait-il prendreys que l'intervalle (au méme niveau 95%)
ne contienne pas la valeur 0,50 ?

Exercice 6

Lors d’'une précédente consultation électorale, le candidatait obtenu 51% des suffrages exprimés. A
I'approche de nouvelles élections, il réalise un sondage séchantillon de 400 électeurs choisis au hasard
dans sa circonscription. Il obtient 196 intentions de votes.

Peut-il conclure que sa cote de popularité est restée stable ?

Exercice 7.

Une agence de publicité affirme gqu’un produit d’entretien estafe a 90% pour déboucher éviers et
lavabos en deux heures, quelle que soit la nature de l'obstnuctime association de défense du
consommateur a fait une enquéte qui reléve que sur 100 lavmhahés, 80 seulement sont débouchés en
deux heures en utilisant le produit d’entretien.

Doit-on faire un procés a I'agence de publicité ? Faire un test gueais%, puis 1%.

Exercice 8

On compare les effets d’'un méme traitement dans deux hopitdféxetits. Dans le premier hopital, 70
des 100 malades traités montrent des signes de guérison. Ddesxiéme hopital, c’est le cas pour 100 des
150 malades traités.

Quelle conclusion peut-on en tirer ?

Exercice 9Q

En 2009, une entreprise a engagé 21 individus pour une fondgoonadre et 63 individus pour une
fonction d’employé. Sur les 21 individus engagés pour unepdstcadre, 6 étaient de sexe féminin. Sur les 63
individus engagés pour un poste d’employé, 31 étaient de feemmin. Tester, au risque 5%, I'hypothése
selon laquelle la proportion de postes de cadre attribués a mmadeest inférieure a la proportion de postes
d’employé attribués a une femme.

Exercice 10

Afin d’évaluer I'impact d’'une campagne média anti-tabac, ontdiggressé a la proportion de fumeurs
menant des actions pour essayer d'arréter de fumer (diminugota dconsommation, achat de patchs
anti-tabac, consultations médicales, ...), c’est-a-dire a lagptiop de fumeurs "actifs" pour arréter.

Un sondage "avant campagne"” a été effectué aupres de 3000rgjraeun sondage "apres campagne" a
ete effectué auprés d’'un autre échantillon de 3000 fumeurs eleséthantillons sont donc indépendants.

Le premier sondage donne une proportion de 0,15 de fumeurss™a&librs que le deuxieme sondage
donne une proportion de 0,17 de fumeurs "actifs".

On veut savoir si la campagne a été efficace ; autrement da grdportion de fumeurs "actifs" a
augmenté aprés la campagne.
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1) a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% dedpqstion de fumeurs "actifs" avant la

tudiélleada@chantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu.

b) De fagcon analogue, donner (sans détailler les calculs)tervialle de confiance au niveau 95% de

la proportion de fumeurs "actifs" apres la campagne.

ere é

Y

campagne. Préciser la population et le caract

c) Peut-on déduire de ces deux intervalles que la campagne fiéaée?

eme espece d'un test

by

a) Expliquer brievement ce que représentent les erreurs de peestideuxi

2)
statistique.

b) Effectuer un test statistique au risque 5%, puis 10%, pavwissi la campagne a été efficace. En

cas de décisions contradictoires avec les deux risques 5% efpt@eétser et justifier la décision a retenir.
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