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Notion de variable aléatoire

1. Variable aléatoire

Considérons une populati@xsur laquelle on définit un caractere quantitatif

X est une application d& dansR qui, a tout individuw, associe un réek = X(w) € X(Q) = Qx
ensemble des valeurs du caractére.

Cette application modélise le caractere de facon détermimiste sens que, si on connait I'individyon
connait aussitot la valeor Son étude releve de la statistique descriptive qui condalitepemple, au tableau
des couplesx;,fi) oux; est une valeur observéefesa fréquence.

Supposons maintenant que I'on tire au hasard un indigidians cette populatiof2 pour consigner la
valeurx du caractére. Ne pouvant pas prévoir quel individu précis seratirge peut pas préevoir non plus la
valeur précise d& qui sera consigner. On aimerait donc disposer d’'un moyen d’'aéiribne probabilité aux
éléments de€x. L'idée est de transporter sQXx la probabilité sui) construite pour modéliser la situation
aléatoire correspondant au tirage aléatoire d’un individu.

De méme qu’un caractere quantitatif peut étre discret ou cordmparlera de variable aléatoire discréte
ou continue (dans le deuxiéme cas, on parlera de variable akatdensite).

Exemple introductif .

Un joueur lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6, @bsmmve le numéro obtenu. Si le
joueur obtient 1, 3 ou 5, il gagne 1 euro ; s’il obtient 2 ou 4, tyga 5 euros ; s'il obtient 6, il perd 10 euros.

PrenonX2 = {1,2,3,4,5,6, A = P(Q) etP I'équiprobabilité surfQ,.A)

Soit X I'application deQ dansR qui a toutw € Q associe le gain correspondant.

OnaX(l) = X(3) = X(5) =1, X(2) = X(4) = 5etX(6) = -10. Ainsi,Qx = {1,5,-10}.

On peut s’intéresser a la probabilité de gagner 1 euro, c’est-a-dweidX(w) = 1, ce qui se réalise si et
seulement siv € {1,3,5;. La probabilité cherchée est donc égale(dl, 3,5;) = 3/6 = 1/2. On écrira aussi
Px({1}) = P(X =1) = 1/2.

On pourra donc considérer I'événemeX:= 1) = {a) e Q/ X(w) = 1} ={1,3,5.

On aura de mémB(X = 5) = 1/3 etP(X = -10) = 1/6.

On a ainsi construit un nouvel ensemifd = {-10,1,5, et muni cet ensemble de la probabilR&
définie par les valeurs ci-dessuBx({-10}) = 1/6,Px({1}) = 1/2 etPx({5}) = 1/3.

1.1. Cas d’un nombre fini de valeurs

Définitions. Notations.

On considére une expérience aléatoir&etA, P) est un espace probabiliféi adapté.

On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) toute applicaXioie Q2 dansR.

L’ensembleQyx = X(Q) des valeurs prises parest appelé univers-imag@x est alors fini.

On désigne paPx la probabilité-image définie par :

pour toutx € Qx, Px({x}) = P({w € Q/X(w) = x}) = P(X = x).

Les événementsw € Q/ X(w) = x}, {0 € Q/X(w) <x} et {o € Q/a< X(w) <X} sont notés

respectivementX = x), (X < x) et(a < X < x).

Loi de probabilité.
Si X est une v.a.r. dont l'univers-image fini €@ = {x1,...,Xn}, alorsX est appelée v.a.r. discréete finie
et on appelle loi de probabilité d¢la donnée des coupl€s;, pi), avecp; = P(X = X;).
n

On pourra toujours s'assurer que I'on a bigre 0 etd_pi = p1+p2+ - +pn = L.
i=1
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Exemple

xi|-10| 1| 5
pi| 1/6| 1/2) 1/3 1

Reprenons I'exemple introductif. La loi de probabilitéXlest donnée pa

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
SoitX une v.a.r. discrete dont 'univers-image fini €5t = {X1,...,Xn}.
n

On appelle espérance mathématiquexde réel E(X) = Zpixi = P1X1 + P2X2 + --- + PaXn. Ce nombre

représente la valeur moyenneXe
n n
On appelle variance d¢le réelV(X) = Y. pi(xi — E(X))* = E(X?) — (E(X))? = >_pix? — (E(X))?.
i=1 i=1
On appelle écart-type ¢ le réelo(X) = /V(X). Ce nombre mesure I'écart a la moyenne des valeurs
prises paiX.

Exemple
Reprenons I'exemple introductif.

On aE(X) = —x(10)+2x1+%x5:%:§.
OnaE(Xz)— x (-10)% + ><12+%>< 2:163:_1
101

5
2
d'otl V(X) = E(Xz)—(E(X)) - %—( ) N eto(x) = VOO = m — 5,025.

Remarque
En statistique descriptive des variables quantitativesréliss, nous avons des formules suivantes
analogues.

Moyenne X = Zn Xi = Z—x. 3 fix;. Variance 2 = & = nixf —x* = Y fixt - %2
Ecart-type s, = ,/§ :

Lois classiques Binomiale et Hypergéométrique

Répétition d’expériences

On répeten fois dans les mémes conditions une méme expérience aléateserdpétitions étant
indépendantes entre elles) au cours de laquelle un événdraamte probabilitg d’étre realisé.

La variable aléatoireX, égale au nombre de fois ou I'événementest réalisé, suit la loi Binomiale
B(n,p), ce qui signifie que :

X est a valeurs dar@x = {0,1,...n} et, pour touk € {0,1,...n}, P(X = k) = (1) pkL-p)™™*.

On ade plus E(X) = npetV(X) = np(1-p).

Tirages dans une population a 2 catégories

On considére une population deindividus a deux catégories, avéli individus de catégorie 1 ¥,
individus de catégorie 2 (onMy + N2 = N).

On effectuen tirages d’un individu dans la population et on désigne X variable aléatoire égale au
nombre d’individus de catégorie 1 obtenus.

Si on effectue les tiragesvec remise alorsX suit la loi BinomiaIeB(n, %)

Si on effectue les tiragesans remiseou simultanés(dans ce cas, on doit avair< N), alorsX suit la loi
Hypergéométriquéi(N, n, %) ce qui signifie que

X est a valeurs dar@x = {max(0,n— (N - '\iﬁ))’ mhinthl, n)}
1 —IN1

et pour touk € {0,1,...n}, P(X = k) = ~K (N)"—k
On a de plus E(X) = npetV(X) = np(1-p) N_ '11 en posanp = N

N
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Exemple

Un magasin de vétements a constitué un stock d'un certain tgpgattalons. On admet que le
pourcentage de pantalons du stock présentant un défaut ésh &§6. On choisit au hasard un lot de 3
pantalons dans le stock. On suppose que le stock est suffisatrimportant pour que ce choix puisse étre
assimilé a 3 tirages indépendants avec remise.

On appelleX la variable aléatoire qui dénombre les pantalons présentanéfautddans le lot de 3
pantalons prélevés.

Alors X suit la loi BinomialeB(3; 0,05, c’est-a-direX est a valeurs dar@x = {0,1,...n} = {0,1,2,3
et pour touk € {0,1,2,3,P(X = k) = ("M)pkL-p)™™* = ($)(0,05"0,95**.

En effet, on peut considérer que l'on répéte- 3 fois I'expérience aléatoire “"choisir au hasard un
pantalon” au cours de laquelle I'événemArite pantalon présente un défaut” a la probabhité 0,05 d’étre
réalisé.

On peut aussi considérer que I'on effectue 3 tirages d’un individu dans la population dggantalons,
avecN; pantalons avec défaut &, pantalons sans défaut (onNa + N2 = N). On ne connait nN; ni N,
donc on ne peut pas supposer les tirages sans remise qui coentérda loi Hypergéomeétrique. On doit donc

supposer les tirages avec remis = 0,05. Ceci est justifé par le résultat suivant.
Propriéteé.
Lors%JeN est tres grand devamt (en pratiqueN > 10n), on peut approcher la loi Hypergéométrique
H(N, n, ﬁ) par la loi Binomiale B(n, %) Cela signifie que
G k
k /N nk /o ¢ny(No _ N i i
N ~ ( k)( N ) (1 N ) . Et donc confondre tirages avec ou sans remise.

1.2. Cas d’un nombre infini dénombrable de valeurs

Définitions.

On appelle variable aléatoire réelle discréte infinie toutervdont I'univers-imageQx (ensemble des
valeurs prises paK) est infini dénombrable. Dans ce cours, on se limiter@a= N = {k/k € N} ou
Qx = N*,

On appelle loi de probabilité d¢la donnée des couplék, px), avecpk = P(X = k), pourk € Qx.

On pourra toujours s’assurer que I'on a bn> O et > px = 1.
keQyx

Attention ! Cette derniere somme contient une infinité de termé s’agit de la somme d'une série
numérique, qui peut étre infinie ou ne pas exister. Nous n’albondgpas pour le moment les problemes liés a
cette notion.

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
SoitX une v.a.r. discrete dont 'univers-image infini €3{.
Sous reserve d’existence des sommes indiquées ci-dessous, on a:

- espérance mathématiqueXeE(X) = > kp.
keQyx

- variance deX: V(X) = Y (k- E(X))?pk etV(X) = E(X?) — (E(X))? = > K2px — (E(X))>.
keQx keQx
- écart-type d&X : o(X) = /V(X) - intervalle moyen d& : [E(X) — o(X),E(X) + a(X)].

Lois classiques Poisson et Géométrique

Loi de Poisson
Une variable aléatoir¥ suit la loi de PoissofP(1) de parametré > O si et seulement si :

X est a valeurs darf@x = N et, pour touk € N, P(X = k) = e—’lﬁ—lk.
On a de plus E(X) = 1 etV(X) = A. '
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Loi Géométrique.
On répéte dans les mémes conditions une méme expériencdralél@®m répétitions étant indépendantes
entre elles) au cours de laquelle un événememtune probabilitg d’étre réalise.
La variable aléatoire, égale au nombre d’expériences nécessaires pour avoir la pregadisation deA
(i.e. au temps d’attente de I'événemet suit la loi GEométriqu€(p), ce qui signifie que :
X est & valeurs dar@x = N* et, pour touk € N*, P(X = k) = p(1-p)*™.

On a de plus E(X) = % etV(X) = 1p_2p .

1.3. Cas d’un nombre infini non dénombrable de valeurs

Lorsque Qx est infini non-dénombrable (par exemp{ex = [a,b] ou R), la théorie montre que
P(X = x) = 0 pour toutx de R. On est alors amené a donner la loi de probabilitéXdear sa fonction de
répartitionFx définie parFx(x) = P(X < x).

Définition.
On appelledensitéou densité de probabilité suk toute fonctionf deR dansR veérifiant :
- f est positive ;
- f est continue suR sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de points

- I’intégralerw f(x)dx est convergente é.tm f(x)dx = 1.

Définition;( Une variable aléatoir¥ est ditecontinues’il existe une densité telle que pour touk € R,
Fx(x) = [ fx(®dt
fx est alors appelégensité de XOn dit aussi qu& est unevariable aléatoire réelle a densité

Propriétés.

Soit X une variable aléatoire continue ddrtest une densité, et sdtik sa fonction de répartition.

Alors Fx est une fonction deR dans [0,1], continue et croissante SR, dérivable surR, sauf
éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de points,édeee fx, et telle que linF(x) =0 et

Jim F(x) = 1. De plus, pour tous réeis aetb tels quea < b, ona:
b
PX=Xx)=0;P(X<x)=PX<x);P(@as<X<b)=P@<X<b)=Fx()-Fx(a) =J. fx(t)dt.
a

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, et sous réserveigtégteses suivantes existent, on a :

-E(X) = J.i: xfx(x)dx (ce nombre représente la valeur moyennXye

V(X) = | i:<x— E(X))2fx(x)dx; V(X) = E(X?) - (E(X))? = [ °° X2fx(X)dx - (E(X))?;

-o(X) = JV(X) ;intervalle moyen de& : [E(X) — o(X),E(X) + o(X)].

Lois classiques Uniforme, Exponentielle et Normale
Loi Uniforme sur [a,b].

1 _ ab] Osix<a
six € [a, a4
Qx = [ab], fx(x) =< b-a~ Fx(X) = ﬁSIXE[a,b]
Osix ¢ [a,b] 1six> b
(b-a)?

E(X) = a%b etV(X) =
Loi Exponentielle de parametred, avect > 0.

Pe ™ six >0 1-e™six>0
Qx = [0,+OO[, fx(X) = { ,Fx(X) = {

12

L EX) = 4 etV(X) = 2>

0six<0 O0six<0 62"
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1.4 Loi Normale N(u,o).

1.4.1. Cas de la 10iN(0, 1) (loi norrr;ale centrée réduite.

On aQyx = R etfx(x) =

On a de plu€(X) = 0 etV(X) = 1. ) )
La fonction de répartition d& est donnée pap(x) = Fx(x) = I fx(t)dt = I_

e’z pour toutx € R.

Statisgigpeliquées

1
2

Variable aléatoire

2
ez dt pour tout
T

x € R. Cette fonction n’étant pas exprimable par des fonctionsllesyen utilise généralement une valeur
approchée de cette fonction. Ses valeurs sont tabulées gourl® (table 1 en page 9). Pour lgs< 0, on
peut utiliser la formuley(—x) = 1 — ¢(x) (formule valable pour tout rée)

La table 1 ne donne des valeurs approchéeg(@¢ que pour dex compris entre 0 et 3. On pourra
admettre qué(x) ~ 1 pour toutx > 3, ou utiliser les valeurs supplémentaires données.

TABLE 1

Fonction de répartition
de Ia loi normale réduite

Si U suit la loi normale réduite, pour
x = 0, la table donne la valeur :

¢(x) = P(U < x).
La valeur x s’obtient par addition des

nombres inscrits en marge.
Pour x <0Q,on a:

¢(x) =1 — ¢(— x).

X 0.00 0.0 0.02 0,03 0,04 0,05 0.06 0,07 0.08 0.09
00 | 05000 | 6,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 60,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0.5279 | 60,5319 | 0,5359
0.1 0.5398 | 0,5438 | 0.5478 | 05517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
62 |05793 05832 | 05871 | 05910 | 0,548 | 0,5987 | 0,6026 | 0.6064 | 0,6103 | 0,6141
03 (06179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
04 | 06554 | 06591 | 06628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0.6879
05 |06915 06950 | 06985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0.,7157 | 0,7190 | 0,7224
06 |07257 )07291 |0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,754%
07 | 07580 | 07611 | 0,7642 | 0.7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
08 |07881 107910 (07939 | 07967 | 0,7995 | 0,8023 | 08051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
69 |08159 08186 | 08212 ; 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0.8389
1,0 108413 (08438 | 0,8461 | 08485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
11 08643 | 0.8665 | 08686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0.8790 | 0,8810 | 0,8830
1.2 108849 | 0,8869 | 0,8888 | 08907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0.8987 | 0,9015
1,3 | 09032 {09049 | 0,9066 | 09082 | 0,9099 | 0.9115 | 09131 | 0,9147 | 09162 | 0,9177
14 109192 {09207 | 0,8222 | 09236 | 0,9251 | 09265 | 0,9279 | 0,9282 | 0.9306 | 0,9319
15 (09332 | 09345 | 0,9357 | 09370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
16 (09452 | 09463 | 0,9474 | 09484 | 0,9495 | 09505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 | 09554 | 09564 | 09573 | 0,9582 | 0,9591 | 0.9539 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 09641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1.9 (08713 109719 (09726 | 08732 | 0,9738 | 09744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
20 108772 109778 | 09783 | 0,9788 | 0,9793 | 09798 | 0,9803 | 0,9808 | 09812 | 0,9817
2,1 0,9821 10,9826 | 0,9830 | 0,8834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 09850 | 0,9854 | 0,9857
22 109861 |0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 09881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
23 |09893 | 09896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 09913 | 0,9916
24 109918 | 09920 (0,9922 | 09925 | 0,9927 | 09929 | 09931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
25 0.9938 | 0,9940 | 09941 [ 0,9943 | 09945 | 0,9946 | 0,9348 | 0,9949 | 0,951 | 09952
26 09953 | 09955 | 0,9956 | 09957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 { 0,9962 | 0,9963 | 0,996 4
27 109965 | 09966 | 09967 | 09968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 { 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
28 | 09974 | 09975 | 09976 | 0,9977 { 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
29 109981 09982 | 09982 | 09983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0.9985 | 09986 | 0,998 6

Quelques valeurs
supplémentaires

X | 9

2,99 0,998605

3,00/ 0,99865(

3,50| 0,999767

4,00| 0,999968

4,50| 0,999997

5,00/ 1,00000(
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Exemple de calcul
Soit X une v.a.r. de loi normal&/(0,1). Ona:
P(X < 1,23 = ¢(1,23) = 0,8907
P(-0,06< X < 1,23 = ¢(1,23) — ¢(-0,06) = ¢(1,23) — (1 - ¢(0,06)) = ¢(1,23) + ¢(0,06) — 1
= 0,8907+ 0,5239- 1 = 0,4146.

1.4.2. Loi normale N(u,o0), avecpu réel eto > 0.

On afx(x) = le_ e 3’ pour toutx € R. Le parameétre: est un parametre de localisation (point ou
O 4Tt
fx atteint son maximum), et le paramétrein parametre d’échelle, caractérisant I'applatissement de tdeou

en cloche représentative tie

Proposition.

X suit la loi normaleN(u, o) si et seulement & = # suit la loi normaleNV(0, 1).

On a alorE(X) = petV(X) = ¢2. Ainsi, u est la moyenne dX eto est I'écart-type d&.
Exemple de calcul

Soit X une v.a.r. de loi normal&/(2,10). Alors Y = X1_02 suit la loi normale\(0,1). On a

Px < 14,3 - P(X2 < 43223 _ p(v < 1,29 - 4(1,23) - 0,8907

0 =" 10
P(1,4<X<14,3 - P(252 < Xo2 < 143°2) _p0,06< v <1,23

= ¢(1,23) - ¢(-0,06) = --- = 0,4146.

1.4.3. Approximation de la loi Binomiale par la loi Normale

Soit X une variable aléatoire de loi Binomial&n,p). Sin est "grand” etp "pas trop petit”, alorsX suit
approximativement la loi NormaleV(np, /np(1-p) ) (de méme moyenne et méme écart-type que la
Binomiale).

En pratique, ce résultat s’applique des que> 10 et n(1-p) > 10. (Autres conditions possibles :
n> 30,np>5etn(l1-p) > 5).

2. Exercices

Exercice 1
Le tableau suivant présente la loi de probabilité de la varialdatoireX qui & chaque année associe les
bénéfices d'une sociétg; & bénéfice en milliers d’euros) pour cette année.

Xi | =100/ O 50 | 100 150 200
pi| 0,10, 0,20 0,20 0,25 0,10ps

1) Quelle est la valeur das ? Comment peut-on interpréter cette valeur ?
2) Calculer la probabilité que cette société réalise des @ssdiu cours d’une année.
3) Calculer la probabilité que cette société réalise un béaéfiau moins 100 000 euros en une année.

Exercice 2

Considérons les ventes chez un concessionnaire automobgeddnnées de vente journaliere sur une
durée de 300 jours sont les suivantes : au cours de 54 jours, aactomobile n’a été vendue ; au cours de
117 jours, une automobile a été vendue chaque jour ; au courg ¢uis, 2 automobile ont été vendues
chaque jour ; au cours de 42 jours, 3 automobiles ont été verutaegie jour ; au cours de 12 jours, 4 au
tomobiles ont été vendues chaque jour ; au cours de 3 jourspbabtles ont été vendues chaque jour.

1) On désigne paX la variable aléatoire qui & chaque jour associe le nombre d’alib@s vendues ce
jour la. Quelles valeurs peut prendre la variable aléaliPeEst-elle discrete ou a densité ?

2) Construire le tableau de la loi de probabilitéXld_es conditions requises pour I'existence d’une loi de
probabilité discrete sont-elles respectées ?

3) Représenter graphiquement cette loi de probabilité.

4) Calculer 'espérance mathématique et la varianck¥.de
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Exercice 3
Un patissier vend des gateaux au chocolat. Chaque jour,rtaircaombre de clients lui en achéte un. Ce
nombre est modélisé par une variable aléat&idont la loi de probabilité est donnée par :

x| 1 2 3|4 5 6
pi| 0,1/ 0,1 0,3 ps|ps| 0,1

1) Déterminer les valeurs dps et ps, sachant que les événemer(®s = 4) et (X =5) sont
équiprobables.

2) Calculer I'espérance mathématique et I'écart-typXde

3) Déterminer et représenter graphiquement la fonction de répartie X.

4) Un gateau est vendu 30 euros piéce. Le colt de fabricationgditeau pour le pétissier est de 10
euros. Un gateau invendu en fin de journee représente une pdadeaele patissier ne vend que des gateaux
ultra-frais.

a) Ce matin, le patissier a fabriqué 3 gateaux. Quelle estdiasige de son gain ?
b) Combien de gateaux doit-il fabriquer pour maximiser I'espéeade son gain ?

Exercice 4

Une société informatique envisage I'extension de l'usine dérpouvoir commencer la production d’'un
nouvel ordinateur. Le président de la société doit déterminkexdension doit étre réalisée a moyenne ou
grande échelle. La demande pour le nouveau produit est inoertaile peut étre faible, moyenne ou élevée.
Les estimations en probabilité pour la demande sont respeatint 0.20, 0.50 et 0.30. Siitle profit annuel
en milliers d’euros. Les prévisionnistes de la firmes ont déyadps prévisions de profits suivantes pour les
projets d’expansion a moyenne et a grande échelle.

Expansion a Expansion a

moyenne échelle| grande échelle

Xi Pi Xi Pi

Faible | 50 0,20 0 0,20
Demande Moyenne 150 0,50 100 0,50
Elevée | 200 0,30 300 0,30

1) Calculer I'espérance mathématique du profit pour les detexredtives d’expansion. Quelle décision
est préférable en termes de maximisation du profit ?

2) Calculer la variance du profit pour les deux alternatives pégsion. Quelle décision est préférable en
termes de minimisation des risques ou de l'incertitude ?

Exercice &5

Considérons les décisions d’achat des trois prochains clienengrent dans un magasin de prét-a-porter.
Sur la base de son expérience passee, le gérant du magasia lagpirababilité qu’'un client fasse un achat a
0.40. On cherche a calculer la probabilité que deux des trastslisuivants fassent un achat. Pour cela, on
considéere la variable aléatoikeégale au nombre de clients qui vont faire un achat parmi les trohpins
clients

1) Justifier queX suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.

2) En déduire la probabilité que deux des trois prochains clfastent un achat ?

Exercice 6

Supposons que, dans un groupe de 10 individus, 6 préférent GodaPepsi. On sélectionne un
échantillon aléatoire de trois de ces individus.

1) Quelle est la probabilité que deux individus préferent Coca ?

2) Quelle est la probabilité qu’une majorité (2 ou 3 individus)¢reé Pepsi ?

Exercice 7.

Dans une fabrication en série, 8% des articles présentent dagsléf

1) Quelle est la probabilité pour que dans un contrle portart@articles, il y ait 4 articles défectueux ?
Quelle est la probabilité pour qu’il y ait 4 articles défectuawnplus ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il y ait 6 articles défeectasur un lot de 100 ?
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Exercice 8

Une cargaison de 10 unités comporte de ux unités défectueubag anités non défectueuses. Lors de
l'inspection de la cargaison, un échantillon aléatoire d'unést sélectionné et testé. Si une unité défectueuse
est trouvée, la cargaison des 10 unités sera refusée.

1) Si un échantillon de 3 unités est sélectionné, quelleagstdbabilité que la cargaison soit refusée ?

2) Si un échantillon de 4 unités est sélectionné, quelleagstdbabilité que la cargaison soit refusée ?

3) Si un échantillon de 5 unités est sélectionné, quelleagstdbabilité que la cargaison soit refusée ?

4) Si la direction désire avoir une probabilité de rejet d’'une daoyga qui comprend deux unités
défectueuses sur 10, égale a 0,90, quelle taille d’échamfkeut-on lui recommander ?

Exercice 9

Dans un atelier, le nombre d’accidents au cours d’une année estamiable aléatoire qui suit une loi de
Poisson de paramétre 5. Calculer la probabilité des événesw@nists :

1) Il n’y a pas d’accidents au cours d’une année.

2) lly a exactement 4 accidents au cours d’'une année.

3) Il a plus de 6 accidents au cours d’une anneée.

Exercice 10
On suppose que le pourcentage de gauchers dans une poputitim E/o. SoilX la variable aléatoire
prenant comme valeur le nombre de gauchers dans un echangl@®0doersonnes choisies au hasard.
1) Justifier queX suit approximativement une loi de Poisson dont on préciserajemme et la variance
2) Quelle est la probabilité pour qu’il y ait moins de 4 gauchenssd’échantillon ?

Exercice 11

Les appels téléphoniques arrivent a un taux de 60 par heure aaubdes réservations d’'une compagnie
aérienne.

1) On désigne pakK la variable aléatoire égale au nombre d’appels recus dans unalede 5
minutes, soit 300 secondes.

a) Justifier que I'on peut considérer gdesuit une loi de Poisson de parametre 5.
b) Calculer la probabilité de recevoir trois appels dans umvatie de 5 minutes.

2) Calculer la probabilité de recevoir exactement 10 appelbeaninutes.

3) Supposons qu’il N’y ait aucun appel en attente pour le mon&iritagent met cing minutes pour
répondre a I'appel en cours, combien de personnes attendrontrperedeemps en moyenne ? Quelle est la
probabilité que personne n’attende ?

4) S’il n'y a aucun appel en cours, quelle est la probabilité qugelka puisse prendre trois minutes de
repos sans étre dérangé ?

Exercice 12

Tous les jours, Guy joue a un jeu en ligne sur un site, avec trois.d.orsqu’il se connecte sur le site, la
duréeX (en seconde) qu’il faut pour réunir les quatre joueurs est uneblareéatoire qui suit une loi
uniforme sur l'intervallg20; 120Q.

1) Déterminer la probabilité que les quatre joueurs soient reunmut de 60 secondes.

2) Calculer I'espérance mathématique de D. Interpréter ce a¢sult

Exercice 13

On modélise le temps d’attente, exprimé en minutes, a un gyligaeune variable aléatoidé qui suit la
loi exponentielle de parameétie= 0, 7.

1) Calculer la probabilité qu’un client attende au plus cinquies a ce guichet.

2) Calculer la probabilité qu’un client attende au moins cingutes a ce guichet

3) Calculer le temps d’attente moyen a ce guichet.
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Exercice 14

Une entreprise de jouets en peluche souhaite commercialiseowreau produit et & cette fin, effectue
divers tests permettant de rejeter les peluches ne répondaatpasrmes en vigueur.

On considéere que la vie d’'une peluche se termine lorsqu’elle subilommage majeur (déchirure,
arrachage ... ). On admet que la durée de vie en années d’'une pelatdeX, suit une loi exponentielle de
parametré.

1) On sait qud’(X < 4) = 0,5. Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.

2) En déduire la valeur exacte de

Exercice 15
1) SoitX une variable aléatoire de loi normal§0; 1).
a) CalculelP(X < 2) etP(0 < X < 1).
b) Déterminer le réek tel queP(X < x) = 0,975.
2) SoitX une variable aléatoire de loi normal§4; 2).
a) CalculeP(X < 6) etP(0 < X < 6).
b) Déterminer le réek tel queP(X < x) = 0,975.

Exercice 16
Un bar débite la biere en chopes dont le contenu effectif estvariable aléatoirX supposée gaussienne
de moyenne: = 25 cl et d’écart-type = 2 cl.
Déterminer la probabilité que votre chope de biere contienne :
a) moins de 23 cl de biére.
b) plus de 26 cl de biére.
C) entre 24 et 26 cl de biére.

Exercice 17
Soit X une variable aléatoire de loi normal& ;). CalculerP(X < u + o),
Plu—o<X<u+o),P(u-20 < X< u+2)etP(u—3c < X< u+30).

Exercice 18

Une machine remplit automatiquement des boites de sucre einepde telle facon que le poids de sucre
effectivement contenu dans une boite soit une variablecatéatormale de parametreset o exprimés en
grammes. On souhaite régler la machine de sorte que le poidsentenu dans une boite dépasse 980
grammes avec une probabilité égale & 0,95.

1) Lorsques = 30, quelle valeur faut-il donner a la moyenmné@

2) Lorsqueu = 1000, quelle valeur doit avoir I'écart-type?

Exercice 19

Une société envisage la mise en place de nouveaux équiperDemts le cadre de ce projet, elle a défini
trois taches A, B et C. On sait que la tdche A dure 10 semaineseetegutaches B et C ont des durées
aléatoires indépendantes ; la durée de B obéissant a la loi leodmanoyenne 18 et d’écart-type 4, la durée
de C obéissant a la loi normale de moyenne 20 et d”"ecart-type 5.

1) Quelle est la probabilité que la tache B (resp. C) dure entre 28 s¢maines ?

2) Quelle est la probabilité que la durée totale D des trois tanbalépasse pas 55 semaines ?

3) Déterminer un intervalle centré sur I'espérance mathématigos lequel se trouve la durée totale avec
une probabilité de 0,75.

Exercice 20

La demande mensuelle d’'un produit obéit a une loi normale. Blleeaprobabilité 0,1 d’étre inférieure a
15 000 unités (resp. supérieure a 25 000 unités).

1) Quels sont les parametres de cette loi ?

2) Calculer la probabilité gu’en un mois la demande dépass@Q3Hités.

3) Quel doit étre le stock pour ne risquer une rupture qu’avec urEpiiité d’environ 0.001 ?
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Exercice 21

Un balladeur MP3 fabriqué par la compagnie Multisonic estmgantre tout défaut de fabrication pour
une période de 2 ans. D’apres I'expérience de la compagnie, lexaha’observer une non-conformité
majeure durant les 26 mois (respectivement 52 mois) suivantatasdnt de 1 sur 100 (respectivement 975
sur 1000). Supposons que le tenm¥sequis apres I'achat pour qu’une non-conformité majeure se présente
soit distribué normalement.

1) Déterminer les parameétres de cette gaussienne.

2) Quelle est la probabilité que I'appareil présente une nonecotifé majeure avant la fin de la période
de garantie ?

3) Quelle devrait étre la période de garantie si Multisonic néhaitait remplacer que 0,05% des appareils
vendus ?

Exercice 22

Un fabricant souhaite lancer une nouvelle console de jeu Noét. Les études marketing montrent que
parmi les 2000 joueurs de la région, 40% ont déclaré avoir I'iidant’acheter le jeu. On appell¥ la
variable aléatoire égale au nombre de personnes allant eéfiewivt acheter le jeu.

1) Quelle est la loi d&X ?

2) En approchant la loi d¥ par une loi normale dont on précisera les parametres, détermistercleque
doit avoir le magasin pour que la probabilité de rupture de stodkinférieure a 0,1.

Exercice 23

Une enquéte marketing a pour but de vérifier si les cibles pieles seraient tentées par un nouveau
produit. Il a été montré que 56% des gens sont favorables au aogveduit.

1) Pour aller plus loin, on interroge a nouveau 200 personnesll®est la loi du nombre de clients
potentiels parmi les 200 ? Par quelle loi peut-on I'approcherl@ula P(X > 100) et P(100 < X < 150).

2) On souhaite maintenant demander des précisions a un grandrenale personnes favorables au
produit, disons 100 personnes. Déterminer la taillde I'échantillon de personnes a interroger pour que
I'échantillon contienne au moins 100 personnes favorables; ane probabilité supérieure ou égale a 95%.
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