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Le chapitre précédent traitait de $éatistique descriptive univariée c’'est-a-dire de la description d’'une
série statistique selon un seul caractere (la taille par ex@mple veut maintenant étudier, visualiser et
mesurer (le cas échéant) les liens existant entre deux variablest I'objet de lastatistique descriptive
bivariée.

On considére une population sur laquelle on étudie deux \taggbu caractéres) quantitativést Y. On
étudiera donc deséries statistiques a deux variablesautrement dit un couple de variablg§ Y). On veut
savoir si les deux variables sont liés par une liaison foncgdie du typeY = f(X) (c’est-a-dire que I'on peut
prévoir les valeurs d¥ a partir des valeurs d¥), ou X = f(Y) (c’est-a-dire que I'on peut prévoir les valeurs
de X a partir des valeurs dé).

Précisons des maintenant que I'existence d’une telle liaiatne ées deux variableX et Y ne signifie pas
obligatoirement un lien de cause a effet entre elles.

Exemple fondamental: Y = aX+ b (liaison fonctionnelle affine).

Représentation graphique: nuage de points

Sur un échantillon den individus extrait de la population, on observe couples (Xi,Y1),
(X2,¥2),...,(Xn,Yn) de valeurs d&X et Y.

Ces observations peuvent étre représentées dans le plan. Aecbawgple(xi,yi), i = 1,...,n, on fait
correspondre un poifdl;. On obtient un nuage de point.

La forme du nuage obtenu peut indiquer le type de dépendarssbpmentreX et Y. Si les points sont
"plutbt” alignés, on peut envisager une relation de type aX+ b (équation de droite). Si le nuage "forme”
une parabole, on peut envisager une relation de YypeaX? + bX+ c.

On dit que I'on cherche a ajuster une courbe au nuage de points.

1. Droite des moindres carrés (ou de régression ) de y en x

On cherche a ajuster une droite d’équatyoa ax+ b au nuage de points.
Le critere d'ajustement est la distance totale entre les pointsnahge Mi(xi,yi) et les points
Pi(xi,ax + b) correspondant sur la droite d’ajustement.

n
On cherche donc le coup(@,ﬁ) qui minimisef(a,b) = > (yi — (ax + b))?2.
i=1

On peut démontrer (on 'admettra ici) qu'il existe Nuage des points M;
un unique couple{ﬁ,ﬁ) rendantf(a,b) minimum, s

et donc une seule droite répondant au probléme. G

C’est la droite des moindres carrésydenx ; ax,+b

on dit aussi droite de régressionylenx.
Equation de la droite des moindres carrés dg enx:

Dyx : Yy = ax+ b, aveca = % etb = y—ax.
Notations :

1 4 1 4 . 1 n 1 n
Moyennes X = + XX,y = # > ¥i.  Covariance : cogxy) = # > (Xi —X)(Yi —¥) = 5 2_XiYi — X.
! =t i=1 i—1

=1
Variances : § = %Z(xi -x%)? = %gxﬁ— (X% = %gy?_ )2

T
NN
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Exemple

. L - X123 5|1 4
On considére la série double statistique suivante

yi| 66| 11| 2| 10
Le nuage de points correspondant est représenté sur le graphescitde
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La droite de regression deenx a pour équationy = ax+ b, aveca = —>~+ etb = y-ax.

n n
Onax=43x=4x15=3y=43y=4x35-7,
Xi | Vi | XiYi | X i=1 i=1
n
21612 4 couxy) = & S xiyi %y = L x127-3x7 - 4,4,
3/6 18 9 oo
5 11| 55| 25 $=E2-®7=1x55-(3°=2
i=1
112 21 L coux,y) 4,4
410 20| 16 On en déduita = s = =2,2
Total | 15| 35| 127 55 eth=—y-ax=7-2,2x3=0,4.
La droite de regression deenx a donc pour équationy. = 2,2x+ 0, 4.
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Nuage de points et droite de régressiory @ x

2. Droite des moindres carrés de  xeny.

On suit une démarche analogue a celle qui a donné la droite dedme®carrés dgenx:
;A ~ A CO X, o~ e
Dy/x .y =aXx+ b, aveca = M etb = y — ax.
Sy

On cherche a ajuster une droidg, d’équationx = a'y + b’ au nuage de points.
On obtient la droite des moindres carrésxdmy :

AN AN AN CO X, AN N
Dyy : x=ay+b', aveca' = M eth’ = x-a'y.
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Remarque Ces équations peuvent aussi s’écrire :
Dyx: y-y= ax-x)
Dyy : X—X=a(y-y)
Les droitesDy,, et Dyy, se coupent donc au poi(,y).

Exemple
Reprenons I'exemple précédent. On a toujouss3,y = 7,coMX,y) = 4,s = 2 etd = 2.
n
2 _ 12 (2 1 (72 _ el — COMXY) _ 4 _ 1
On calcules] = + Eyl (y)° = 5 x 291-(7)° = 9,2, dova’ = s 92 23
La droite de regression de eny a donc pour équatiox—xX = a'(y-Yy), soit x—3 = %(y—?),

c’est-a-direy = 2, +0, 1.

On retrouve également une équation de la droite de régression etex : y—y = a(x-Xx), soit
y—7 = 2(x-3), c'est-a-direy = 2x + 1.

Les droitesDy, et Dyy se coupent au poird(x,y) = G(3,7).

o

6
X

Droites de régression deenx et dex eny

3. Coefficient de corrélation linéaire entre  xety

coux,y)

Le coefficient de corrélation linéaire est donné paly: = S5,

Qualité de I'ajustement

% (yi —ax — 6)2 < 1. On en déduit queg, = 1 si et seulement

i n

) S,

si Z(yi —ax —B>2 = 0, c'est-a-direy; — ax — b = 0, pour touti = 1,...,n, soit Mi(xi,yi) € Dyx. Ainsi,
i=1

On peut démontrer qug, = 1 -

rzy = 1 si et seulement si les poirlt4 sont alignés sub,yy.
De fagon générale, plug, est proche de 1, meilleur est I'ajustement de la droite des mesnchrrés au
nuage de points. Dans la pratique, on dit qu’il y a une bonne atioél linéaire entreX et Y si

/3 3

5 = Iyl = 1, c'est-a-dire sig, > .

2
Le signe der,, (méme signe que celui da) indique le sens de la liaison (croissantergj > 0,
décroissante si,, < 0) entreX etY.

Signification der,,.

La question se pose de savoir si une forte valeurgéen valeur absolue) ou d¢, prouve qu'il y a une
forte corrélation entre les deux caractexest Y (par exemple lorsque I'ajustement est bon) ou si elle est due
au hasard de I'échantillonage (par exemple lorsgest petit). Pour obtenir une réponse, on peut utiliser des
tests statistiques (question non abordée ici).
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Formule de décomposition
La notion de liaison entr¥ et Y signifie qu’une variation d& entraine une variation d¢ La formule de
décomposition permet de preuser Ia part de varlatlom depliquée par la variation d¢:

z;,(yl - Z(i/\ y) +Z(y. §/\> avecy; = ax + b.
Lna démonstration nrepose sur le falt que le double produit  s’&nnul:
Z(ﬁ—y) (yi —§/T> =aY (xi—X)e =0, avece =Yy - (erreur observée), et grace aux équations
i=1 i=1
définissan@é etb.

n
La somme des carrés totale Y (yi — ¥)? mesure la variation globale dgsautour de leur moyenrie
i=1

La somme des carrés expliquépar la variableX : Z(y. y) AZZ(X. X)? mesure la variation de

Y expliquée par la variablX. Ce terme n’est d’ allleurs fonction que de la pente de la droitent@adres
carrés et des valeurs de

L d 2 & L o
La somme des carrés residuelle Z(yi —§/T> = Y_e? mesure la variation d¥ non expliquée par la
i=1 i=1
variableX.
Coefficient de détermination

Il est naturel de mesurer la force de la liaison entre les variale$s Y a l'aide du coefficient de
détermination :

n
2
R2 _ E@ } y) _ somme des carrés expliquée
i(y_ _y)2 somme des carrés totale
|

1=
On peut vérifier quék? = rZ,. Ce qui explique que,, mesure la force de la liaison enfXeet Y.

Position relative deDy, et Dyy.

Sirg, = 0, alorscou(x,y) = 0, etdonca = @ = 0. Ainsi,Dyx : Y=y etDy : X=X

Sirz, + 0,alorsa + Oeta’ + 0.OnaalorsDyy : y—y=2a(x-X) et Dy, : y-y=L+(X—X).
a/

2
A0 coMXY) coux, coux,
Ona:aa = V;)z( y) V;; ) _ ( ;(Xsyy)) = ri,.
Sirg, =1, alorsa = % et doncDyy a pour équation(y —y) = %(x— X) = a(x - X), soit I'équation de
a a

Dy/x. AlnSi, Dxly = Dy/x.

N
Si0<rzy < 1,alors O< @a' < 1 etdeux cas sont possibles :
AN
-s0it0<ryy < letalorsa > 0,a > 0eta < % ;
!
. O 5 P~ al
-soit—1 < ryy < Oetalorsd < 0,a' < 0 eta > —=.

a/
4. Transformation de variable

Lorsque la corrélation linéaire entreety est mauvaise, I'ajustement d’une droite d’équatjon ax+ b
au nuage de points n’est pas bon. En observant le nuage de, moirieut alors penser a d’autres types de
relation entrex ety ; par exemple = pe**,y = alnx+ b, ... Par transformation d’'une des variabkesuy, ou
des deux variables, on peut se ramener a une relation affine leatk@riables transformées et utiliser les
résultats précédents.

Sur ce sujet, voir les exemples traités en cours et les exeZigds
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5. Exercices

Exercice 1
Un agent immobilier posséde huit studios a louer dans unkelb@nde Paris. Il a noté dans un tableau la

distanceX de ces studios a la station de RER la plus proche ainsi que leantdfdu loyer mensuel.
x| 054 090 126 1,98 2,16 4,14 5,22 54
y | 3300| 3000 3120 2460 2760 2280 2400 2280

1) Représenter graphiguement le nuage de points correspondant.

2) Déterminer une équation de la droite de regressionetex.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entrety. Commenter le résultat.

4) Quel loyer peut-on prévoir pour une distance de 3 km ? de 6 kesp2visions sont-elles fiables ?

Exel_rglfa?blzeau ci-dessous donne une estimation du montant datsashligne des ménages francais :
Année 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004
Rang de I'annéex; 0 1 2 3 4 5 6
Montant d’achats en millions d’euroyi:| 75 | 260 | 820 1650 2300 4000 5300

1) a) Préciser la population, la(es) variable(s) étudiée(s)tatlla de I'échantillon.
b) Donner une équation de la droite de régression efex.
c) Donner le coefficient de corrélation linéaire entrety. Interpréter le résultat obtenu.
d) Quelle prévision du montant d’achats peut-on faire pour I'ar2@5 ? Est-elle fiable ?
2) On considére la nouvelle varialde- jy.
a) Déterminer une équation de la droite de régressianatex, ainsi que le coefficient de corrélation
linéaire entrex etz Interpréter le résultat obtenu.
b) En déduire une expression geen fonction dex, puis une prévision du montant d’achats pour
'année 2005.
3) A partir du tableau de données, le logiciel Excel proposejustement polynomial par I'équation
y = 13x? + 100x + 68.
a) S’agit-il du méme ajustement que celui obtenu dans le 2) fidtygp cette situation.
b) Déduire de cet ajustement une prévision du montant d’acbatd’année 2005.
4) Le montant des achats en ligne en 2005 a été de 7700 mililensos. Lequel des trois ajustements
précédents vous parait-il le plus conforme a la réalité ? Jutifige réponse.

Exercice 3
Les résultats numériques et les coefficients demandéststmanés avec trois décimales.

Le tableau ci-dessous donne la fréquentation des lignes aésgen millions de passagers, entre la
France métropolitaine et les pays étrangers depuis 1980 (SOUBEEEIN

Année 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2008
Rang de I'annéex; 0 5 10 15, 20, 25, 28
Nombre de passagers (en milliong) ; 21,9| 26,4 36,9 44,7 67,0 82,0 97,9

On cherche a étudier I'évolution du nombre de passageamstre la France métropolitaine et les pays
étrangers en fonction du ramgle I'année.
1) a) Représenter graphiquement la série statisiigg ).
b) Quelle(s) courbe(s) d’ajustement suggeére cette représengasiphique ? Justifier la réponse.
2) Un premier ajustement.
a) Donner une équation de la droite de régressioy de x (obtenue par la méthode des moindres

carrées).
b) Donner le coefficient de corrélation linéaire entrety. Interpréter le résultat obtenu.
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3) Un deuxieme ajustement. On considere la nouvelle variablény.

a) Donner une équation de la droite de régression eeXx, et le coefficient de corrélation linéaire
entrex etz Interpréter le résultat obtenu.

b) En déduire une nouvelle expressionyden fonction dex.

c) En utilisant ce nouveau modele, déterminer une estimalionombre de passagers pour I'année
2011.

d) Les compagnies aériennes prévoient que le pourcentage datafion entre 2008 et 2011 sera de
30%. Cela est-il cohérent avec ce deuxieme ajustement ?

Exercice 4
Une entreprise réalise une étude de marché ) 400 7 “
avant de commercialiser des logiciels a usages -§ 230 ”ﬁ “%,q“
professionnels. é zgg I f éw*,%
1) Exploitation statistique d’'un modéle passe. g - _|___; o
Des concurrents ont recemment vendu § 150 -2 e,
un produit similaire. Le nombre de logiciels S 100
vendus chaque mois est donné par le graphique § 50 +*
ci-contre. D g 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Un extrait est fourni dans le tableau suivant oA ois
Rang du mois x; 1| 6 11| 16| 21, 26| 31 36

Nombre de logiciels vendus;: | 60| 250| 340 360 320 270 220 200

a) Sans calcul, justifier qu’un ajustement affine n’est pgeaprie.
b) Reproduire et compléter le tableau suivant {ieseront arrondies au centieme) :

Rangdumoisx; | 1 | 6|11 16 21 26 31 36
yi = In(3- 4,09 1,96 1,71

c) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire emtret y au millieme pres. Que peut-on en
déduire ?

d) Donner une équation de la droite de régressioy da x sous la formey = ax+ b ou a etb ont
deux réels arrondis au millieme.

e) En prenant des arrondis plus larges pmet b, on obtient : Im%) = —0,0% + 4. Exprimer alorg
en fonction dex.

2) Perspectives

L’équipe commerciale envisage de mener une campagne plusdyna, pour son nouveau produit
plus complet. Le nombre mensuel des ventes serait modélidé farctionf définie sur I'intervalle [0; 36]
parf(x) = 10xe %, Sa représentation graphique est donnée ci-dessous.

L’entreprise arrétera la commercialisation du prod

400T
dés que le nombre de ventes repassera au-desssous 350
300
2507
200
a partir de quel mois cessera cette commercialisation. 150
100
507

0-
02468 10121416182022242628303234)126

de 150 unités par mois.
Déterminer, a I'aide du graphique,
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Exercice &5

On sélectionne 12 personnes inscrites a un stage de formati@nt Ae début de la formation, ces
stagiaires subissent une épreuve A notée de 0 a 20. A l'issuage, stne épreuve B identique a la premiére
est aussi notée de 0 a 20. Considérant les deux variXbteaote de A etY = note de B, on a obtenu les
résultats suivants :

stagiare 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Xi 3|4 6|7 9 10 9| 11 12 13 15 4
Yi 8/9/10/ 13 15 14 13 16 18 19 6 19

1) a) Représenter ces résultats par un nuage de points.
b) Quelle courbe d’'ajustement ce nuage vous suggere-t-il ?

2) A partir des résulats obtenus, on a déterminé la droite de régnessy enx, ainsi le coefficient de

corrélation linéaire entre ety. On a obtenu I'équatiop = 0,108x + 11,990 et le coefficient = 0,101.

A partir de ces résultats, expliquer pourquoi I'ajustement rpastbon.

3) On décide d’éliminer les stagiaires 11 et 12, et donc de rnedempte que des stagiaires 1 a 10.
a) Déterminer une équation de la droite de régressionatex par la méthode des moindres carreés.
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entrety. Interpréter le résultat obtenu.

Exercice 6

La société KOJI a mis au point un nouveau modele d’appareil opmoimérique qu’elle souhaite
commercialiser. Elle procede a une enquéte pour connaitreéneode clients photographes professionnels
susceptibles d’étre intéresseés par cet appareil. A partir de eetuéte, elle fait les projections suivantes :

Prix de vente proposéx; | 600 | 610, 620/ 630 640 650 660 670
Nombre de clientsy; 3730| 3700 3670 3555 3525 3460 3370 3370

1) Calculer les coordonnées du point moygdu nuage correspondant a cette série statistique.

2) a) Déterminer une équation de la droite de régressigretx par la méthode des moindres carrés.
b) Vérifier que le pointG appartient a la droite de régression.
c) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entrety. Interpréter le résultat obtenu.

3) En déduire le prix a proposer pour espérer vendre cet apparedlgpBwtographes.

Exercice 7 A faire avec le tableur ou la calculatrice

Afin de convaincre des clients potentiels, une société de etiatk met en évidence la relation entre le
chiffre d’affairesY d’'une entreprise et son budget publickéLe tableau ci-dessous présente ces données (en
millions d’euros) pour 11 entreprises issues du méme domainéwitéc

Publicité 0,0 0,2 06 3,0 3,5 40 52 49 63 7,1 /6,9
Chiffre d’affaires) 2| 3| 7| 15 19 23 32 37 54 58 61

1) Représenter le nuage de points correspondant.
2) a) Déterminer une équation de la droite de régressignetx par la méthode des moindres carrés.
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entrety. Interpréter le résultat obtenu.
3) a) Calculer les prévisiors et les résidus; correspondants.
b) Vérifier que la somme des résidus est nulle.
4) Que devient la droite de régression (et les mesures assodi€es)aoute une entreprise ayant un
budget pub de 9 millions et un chiffre d’affaire de 15 millions ?

Exercice 8 Des formules et un peu de théorie
1) On aprocédé a I'ajustement affine d’'un nuage de points. Liestis obtenues sont les suivantes :
- droite d’ajustement dgenx: D :y = x+ 30
- droite d’ajustement deeny : D' : x = 1/4y + 60
a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire.
b) Calculer les moyennes arithmétiques de x et de y.
c) Calculer la covariance entreety et la variance d&, sachant que la variance gest égale a 40.
2) On considére la série dessuivante : -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, et la sérieyles ax?, aveca
un réel fixé. Montrer que le coefficient de corrélation linéaintrex ety est égal a 0.
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