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Analyse de la variance

Dans ce qui suit, on considere un enker 2.

L'analyse de la variance permet de comparer les moyennes deeylsispopulations a partir
d’échantillons indépendants, afin de tester I'influence djurde plusieurs facteurs.

En toute rigueur, elle n’est valable que pour des échantikottimits de populations gaussiennes de méme
variance. En général, le non-respect de ces conditions n’a pad’infipence sur la validité du test (on parle
de méthode robuste). L'erreur introduite est cependant d’autastfpite que les effectifs des échantillons
sont faibles et inégaux.

1. Comparaison de kvariances : test de Bartlett

Dansk populationsP1, P>, ..., P on étudie le méme caractére. Soiefit, X, ..., Xk des variables
aléatoires représentant le caractere dans chaque populatiomogennes respectivegi, uz, ..., Uk,
d'écart-types respectifss;, o2, .., ok Pour touti=1,...k on extrait de P; un eéchantillon

nj
Ei = (Xi1,Xi2,...,Xin,) de taillen; de X; ; les moyennes d’échantillon sont aloxs = ni. ZX”’, et les
-1

nj
variances corrigées d’échantill&; = n-ni TS avecs’ = ni. PIRGED G
1 .
=1

On suppose que les échantilldgssont indépendants et que Mssuivent les lois normales(ui;oi).
k k

On posen = Z nietS} = n%k Z(ni — 1), lavariance résiduelle (ou intragroupeles échantillons.
i=1 i=1

K k
On poseB = %((n—k)lnSﬁ—Z(ni—1)InS§,i>,aveC/l= 1+ 3(k1— 5 (Z nil—l - nEk)

i=1 i=1

TestdeHo: 0% = 6% = --- = 62 = ¢ contre H; : les variances ne sont pas égales
Sous I'hypothésély, B suit approximativement une loi du khi-deukxa 1 degrés de liberté.
k

On calcules3 = n%k Z(ni —1)sZ; , estimation des? sous I'hypothéselo, et
i=1

k
b= % (n— k)InsZR—Z(ni -1)In séi). On détermine le réeb, tel queP(B > b,) = a (table 4), et on
i=1
décide que :
- sib < b,, alors on ne peut rejetéto ;
-sib > b,, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

2. Comparaison de k moyennes : analyse de la variance a un facteur

On reprend la situation du paragraphe 1.

Les échantillon€; sont supposés indépendants. On suppose de plus giedes/ent les lois normales
MN(ui;oi) et quec? = 65 = -+ = 02 = o2. Cette derniére hypothése peut étre validée en effectuanstle te
d’égalité des variances décrit ci-dessus (paragraphe 1.).

En général, le& populations correspondent akxnodalités d’un facteur controlé (par exemglgroupes
de malades, chaque groupe recevant un traitement différent).

On désigne paK et ¢ la moyenne et la variance corrigée de la réunionlkdéshantillons. On a alors

k k n k kK n
n= Zni,)_( = %ZZX”‘ = %Znix etS% = ﬁZZ(XM —)_()2.
i1 im1 =1 i1 im1 =1
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k
On définit la variance résiduelle (ou intragrous) = ﬁ D (i — 1)SL, qui caractérise la dispersion
i=1
des valeurs a [lintérieur des échantillons, et Ila variance fami® (ou intergroupe)

k
= rll Z (X — X)?, qui caractérise la dispersion des valeurs d’'un échantillon &réau.e. la
i=1
variation due a l'influence du facteur étudié. On a algrs- 1)S% = (n— k)S3 + (k— 1)S2. Ainsi, S est une
moyenne pondérée & et 2.

TestdeHo: pu1 = pz = -+ = S contre Hj : les moyennes ne sont pas égales
Sous I'hypotheseHy, F = % suit la loi de Snédécor & — 1,n—k) degrés de liberté. On calcule
k
% = nE c D (i —1)sZ; , estimation des? d’apres I'hypothése d’égalité des variancessetestimation de

i=1
o? sous I'hypothéseHo ; on peut utiliser la relation(n—1)s? = (n—k)s + (k— 1)s2. On calcule alors
2

f= £ on détermind, tel queP(F > f,) = a (tables 5 et 6), et on décide que :

sk

- sif < f,, alors on ne peut rejetéto ;

- sif > f,, alors on rejettdH, avec une probabilité de se tromper, i.e. que I'on attribue une influence
significative au facteur étudié.

3. Analyse de la variance a deux facteurs
On considére un facteuk a r modalités et un facteuB a s modalités ; ces deux facteurs déterminent
k = rspopulations;j, 1 <i<retl<j<s
Dans lesk populationsP;; on étudie le méme caractére. S¥if; la variable aléatoire représentant le
caractere dans la populati®;, de moyennes respectives et d’écart-type respectits; ;.
De chaque populatioR;; on extrait un échantilloti; = (Xij 1, Xij2, ..., Xijn ) de taillen;; ; la moyenne
Nij ni’j
nij—1

d’échantillon est alorsXij = %}_in,j,k, et la variance corrigée d'échantillo&;; = & avec

k=1
Nij

2 1 2 Y2
S = iy 22 XX
k=1

Les échantillon€;; sont supposémdépendants et de méme taillen (ni; = n). On suppose de plus que
lesXi; suivent les lois normale§{ui;; oi;), les variances? étant égales a.

L’analyse de la variance a deux facteurs permet de comparer lesnmey de& = rs échantillons et de
tester l'influence du facteuA seul, I'influence du facteuB seul et l'influence de l'interaction des deux
facteurs (il y a interaction lorsque l'influence d'un facteur smmhoyenne des populations est différente en
I'absence ou en la présence de l'autre facteur). Il y aura donc &stis d’égalité des moyennes.

On désigne paK et $% la moyenne et la variance corrigée de la réunionkdesrs échantillons (réunion
Nij r

r S S
de talle nry.  On a alors X =k D DD Xijk= ks DD nX; et

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
ni,j

r S
2 _ 1 2
ST ZZZ(X"”‘ X)
i=1 j=1 k=1
De facon analogue a lanalyse de la variance a un facteur, omitddéd variance résiduelle
r S

> 1 > . L . . T
= —= n—1)S;;; i caractérise la dispersion valeurs a l'intérieur t
2 oD ;Zl( )SZi;, qui caractérise la dispersion des valeurs érieur des 6ttbas, e

- = r S
la variance factorielleS? = rsﬁl ZZn(X_i,j—T()z, qui caractérise la dispersion des valeurs d'un

i=1 j=1
échantillon a [lautre, i.e. la variation due a [Ilinfluence desctéars étudiés. On a alors
(nrs—1)S? = (n— D)rsS + (rs— 1)S. Ainsi, $2 est une moyenne pondérée$feet .
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Pour étudier 'influence de chacun des deux facteurs et deremction, on définit :
S

-Xi. = % ) Xij, moyenne conditionnelle & Id™modalité du facteud ;
i1

- X = % Xi;j, moyenne conditionnelle a JA™modalité du facteuB ;
i=1

r
- S = S % (X0 — X)?, variance factorielle due au facteiseul ;

r—1 <

i=1
S

- = sr—nl X.j — )_()2, variance factorielle due au facteiBiseul ;
= r s

- SRy = ——N Xi; - Xi. — X.; — X)?, variance factorielle due a I'interaction éeetB.

T r-D(s-1) & JZ:«( W =%
La variance factorielle & se decompose alors suivant la formule

(rs—-1)SE = (r-1DSE+(s— 1)+ (r — 1)(s— 1)Skg. Ainsi, & est une moyenne pondéréeSfe S et Sig.

Test deHoa : le facteur A n’a pas dinfluence sur la moyenne des populations contrél; = Hoa.
2
Sous 'hypotheseéloa, Fa = % suit la loi de Snédécor@ — 1,(n— 1)rs) degrés de liberté.

2
On calcules? et sz, d’ou fa = 2—’;. On détermind, tel queP(Fa > f,) = a (tables 5 et 6),.et on décide
R

que :

- sifa < f,, alors on ne peut rejetéty ;

- sifa > f,, alors on rejettdd, avec une probabilité de se tromper, i.e. que I'on attribue une influence
significatice au facteuh.

Test deHgg : le facteur B n’a pas dinfluence sur la moyenne des populations contrél; = Hgg.
2

S
Sk

alors de fagon analogue au test ci-dessus.

Sous I'hypothésélog, Fs = suit la loi de Snédécor g— 1,(n— 1)rs) degrés de liberté. On procede

TestdeHoas : il N’y a pas dinteraction entre les facteursA et B contre H; : Hoas.
2
Sous I'hypotheséloag, Fas = % suit la loi de Snédécor @r — 1)(s—1),(n— 1)rs) degrés de liberté.

On procede alors de fagcon analogue au test ci-dessus.

Cas particulier : échantillons d’une seule observation

Si chaque échantillon ne comporte qu’une seule observat@mm + 1, alors lesS; et S sont nulles et
les quotients précéderfs, Fg etFag ne sont plus définis.

Onaalorgrs-1)$ = r- 1)k + (s- 1)K+ (r—1)(s-1)She.

Test deHoa contreH; = Hoa.
2

Sous I'hypothéséHoa, Fa = 57’* suit la loi de Snédécor & — 1,(r — 1)(s— 1)) degrés de liberté. On
A

B
procéde alors de fagon analogue au test ci-dessus.

Test deHop contreH; = Hog.
2

Sous I'hypothéseHog, Fg = S% suit la loi de Snédécor és— 1,(r — 1)(s— 1)) degrés de liberté. On
’AB

procede alors de fagcon analogue au test ci-dessus.

On ne peut pas testelpas contreH; : Hoag.
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4. Exercices
Sauf mention explicite, les tests seront réalisés au ris§ae

Exercice 1
On a étudié la durée de développement d'un parasite a l'intériaaratganisme héte en fonction de la
température d’élevage. Les résultats obtenus sont les suivants

durée de développement (en jours)

température (en °G) nombre d’animaux moyennes  écart-type corrigé

16 32 81 6,8
20 33 52 5,2
23 31 46 6,7

La température a-t-elle une influence sur la durée de développedue parasite ? On précisera les
hypothéses a faire pour pouvoir appliquer la technique dyaeatle la variance a la résolution du probleme
pose.

Exercice 2
Lors d'une expérience pédagogique, on s'intéresse a l'effet cempa deux pédagogies des
mathématiques chez deux groupes de 10 sujets : pédagogtetraelile (pl) et pédagogie moderne (p2). On
note la performance a une epreuve de statistique :
-pl1:5.0,40,15,6.0,3.0,35,3.0,25,15,25;
-p2:4.0,55,45,65,45,55,1.0,2.0,45,4.5.
1) Vérifier que les paramétres des deux échantillons sont dqraré

pl p2
moyenne 3.250 4.250
écart-type corrigé 1.439 1.637

variance corrigée 2.069 2.681

2) Ces données expérimentales permettent-elles d’affirmeragoédagogie a un effet sur les résultats a
I'épreuve de statistique ?
a) Comparer les moyennes a I'aide d’une analyse de variance.
b) Comparer les résultats avec ceux obtenus par un test nitilgsatatistique.

Exercice 3
On veut savoir si 'addition de substances adjuvantes a ucirvacodifie la production d’anticorps. Pour
cela, on mesure les quantités d’anticorps produites par dds spj@s admininistration de quantités égales de
vaccin, additioné ou non d’une substance adjuvante. On awlds taux suivants :
- sans substance adjuvante : 1, 3, 3,0, 1 ;
-avec de l'alumine : 2,4,5,4,3,6;
- avec des sels de calcium : 3, 3,4, 5;
- avec des phosphates : 1, 4, 2, 3, 3.
1) Quelle(s) hypothese(s) faut-il faire pour pouvoir appligiaetechnique d’analyse de la variance a la
résolution du probleme posé ? La validité de ces hypothes&dlestnportante dans le cas présent ?
2) En supposant ces hypothéses satisfaites, I'efficacit@dcin dépend-elle :
a) de la présence de substances adjuvantes ?
b) de leur nature ?
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Exercice 4

Dans une expérience, on présente a chaque sujet soit oraleaiepass écrit des mots qui sont soit
familiers, soit non familiers. Apres une période d’attente, derioge le sujet et on calcule le nombre de
syllabes non significatives mémorisées. 24 sujets ont [ja@ticepartis en 4 groupes de 6.

Oral Familier | 19 16 18 23 14 16
Oral | Non familier 15 13 7/ 9 8 11
1
8

Ecrit Familier 10 12 18 16 17 14
Ecrit| Non familier] 9| 16 14 11 12

1) Tester 'hypotheése selon laquelle le mode de présentatial ¢o écrit) n'a pas d'effet sur la
mémorisation.

2) Tester I'hnypothese selon laquelle la nature des mots peEséamilier ou non) n’a pas d’effet sur la
mémorisation.

3) Tester I'hypothése selon laquelle il Ny a pas d’effet d’intéi@n sur la mémorisation.

Exercice &5

Pour tester la fiabilité de 4 laboratoires d’analyse, on @tilssolutions ayant le méme titre de glucose
dans du sérum physiologique additionné de quantités vasialdegalactose. Chaque laboratoire recoit un
échantillon de chaque solution et fournit le résultat de sesures. L’'ensemble des résultats, exprimés en
grammes de glucose par litre de solution, est regroupé danddateduivant :

Solution \ Laboratoire L1] L2 L3 L4
S1 1.05 1.15 1.08 1.13
S2 1.12/ 1.15 1.11 1.09
S3 1.02 1.10 1.04 1.05
S4 1.09 1.11 1.07 1.10

1) Aurisque 5 %, peut-on considérer que le choix du laboratoiresainfluence sur la mesure du taux
de glucose ?

2) Au risque 5 %, peut-on considérer que la quantité de galagiesente dans la solution a une
influence sur la mesure du taux de glucose ?
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