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Les tests de khi-deux

1. Conformité a un modele théorique

Dans une population donnée, on étudie un carac{greuvant prendre modalités et on cherche a savoir
si on peut considérer que ce caractere est d'un type donné. Phisémnént, désignant par la probabilité
d’apparition dans la population de il#"® modalité du caractére, on se demande splesorrespondent a une
certaine loi de probabilité.

On choisit alors une loi théorique : par exemple une distribuparticuliere (valeurs d@; choisies
arbitrairement ave® _ pi = 1) ou une loi usuelle (loi de Poisson, loi Normale, ...). Dansemiér cas, il faut

|
choisir le(s) parametre(s) de la loi : on procéde alors par esbmabtnctuelle (moyenne ou variance pour le
parametre de la loi de Poisson, moyenne et écart-type pour lesgiaes de la loi Normale, ...).
Effectuant plusieurs échantillonnages de méme taillen désigne paN; la variable aléatoire égale a
I'effectif observé de la®™modalité du caractére ; I'effectif théorique étant égapa

Test deHy : X suit la loi théorique contre H; : X ne suit pas la loi théorique
Ce test s’appuie sur la distanBeentre Ies effectifs observés et théoriques :

Nl |
D= Z( n;;:p an ’

En pratique, pour un echantlllon, on observe un effextiour lai®™ modalité du caractére et on calcule
r
Z (ni —np)? n? n
np npi

i=1
On sait que sous I'hypothés®, D suit approximativement la loi de khi-deux & 1 — k degrés de liberte,
ou k est le nombre de parametres a estimer de la loi théorique chdasiedétermineb, tel que
P(D > b,) = « (table 4), et on décide que :
- sid < b, alors on ne peut rejetéto ;

- sid > by, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

La qualité de I'approximation de la loi d@ est satisfaisante lorsque les effectifs théoriques vérifmus
la conditionnp; > 5. Si ce n'est pas le cas, on peut regrouper certains effectifs atkalités voisinesy
désignant alors le nombre de modalités apres le(s) regroupem ndant, on peut ne pas faire de
regroupement si les effectifs théoriques vérifient tous la tmmnp; > TS ou s est égal au nombre de
modalités ayant un effectif théoriqug; < 5.

Exemple 1: test de conformité & une distribution théorique

Dans une population vivante, on enregistre la présence de 3ypéspnotéd\; a As, et auxquels une
théorie attribue les probabilitgs aps données dans le tableau ci-dessous.

Sur un échantillon da = 400 individus choisis au hasard dans la population, on dégigm; le nombre
d’individus de génotypd,. Lesn; sont données dans le tableau ci-dessous.

Peut-on dire, au risque = 0,05, que la répartition des génotypes dans I'’échantillonadgbome a celle
de la population ?

Population : celle qui est étudiée.

Caractere : le génotyp¢ ar = 5 modalités de probabilité théorigqpe
Echantillon(X4,...,Xn) de taillen = 400.

Lesp; étant donnés, il n’y a pas de parametre a estirket 0.
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Test deHy : X suit la loi théorique contre H; : X ne suit pas la loi théorique
Xi| n | ponp|n-np | ooRR
A1 |200| 0,40 160 +40 10
A, | 40 | 0,20, 80| -40 20
As| 96 | 0,20, 80| +16 3,2
As| 36 | 0,10 40| -4 0,4
As| 28 | 0,10 40| -12 3,6
400 1 | 400 37,2

r . ! 2
On calculed = Z % = 37,2.
i=1

On sait que sous I'hypothéséy, D suit approximativement la loi de khi-deuxra 1 -k = 4 degrés de
liberté.

On détermind,, tel queP(D > b,) = a : poura = 0,05, on trouvéh, = 9,49.

Commed > b,, on rejette I'hypothésdHy, i.e. la conformité & la loi théorique : la répartition des
génotypes dans I'échantillon n’est pas conforme a celle depgalption. En prenant cette décision de rejet de
Ho, on a une probabilité = 0,05 de se tromper.

Exemple 2: test de conformité & une loi de Poissof?(1)

Une enquéte effectuée aupres du comptoir de 150 coopératjkieslas a permis d’étudier I'arrivée dans
le temps des usagers de ces coopératives. Pendant I'unité gs, teoit une heure, on a obtenu les résultats
suivants :

nombre d’'usagersarrivées 0 1 2 3 4/ 5 6

nombre de coopératives 37 46 39 19/ 5 3 1
Peut-on admettre que le nombre d’'usagers arrivés dans cette papslst une loi de Poisson ?

Population : les coopératives. Caractére : nombre d’'usagers axiieg¢s= 7 modalités.
Echantillon(X3,...,X,) de taillen = 150 deX.On cherche a ajuster a la distribution observée une loi
théorique suivie paX (i.e. les probabilitép; des modalités dx).

Test deHy : X suit une loi de Poisson contreH; : X ne suit pas une loi de Poisson

Rappel :X suit la loi de PoissoP(1) si X est a valeurs dans et si, pour touk € N, P(X = k) = e*
On aE(X) = Var(X) = A.

Lesp; devant étre calculés a l'aide la loi de Poisson, il y a un parandésgimer k = 1.

7 7
On calculex = £ 3" nix; = 1,48, = %(Z nixi2> - (%)* = 1,5696 et? = —fos? ~ 1,58,
i=1 i=1

Commes et sz sont trés proches, on pouvait effectivement penser a une Posson.
On peut alors estimer le paramefra 1, 48.

ﬂk
W.

i
Sous I'hypothéselo, on a alors pi = P(X = i) = e‘1~48(1’i—4|'8).

Voir le tableau en page suivante. On a, apres regroupenmneats,
r o ! 2
On calculed = > % ~ 0,75.

i1

On sait que sous I'hypothéssy, D suit approximativement la loi de khi-deuxra 1 — k = 3 degrés de
liberté (aprés regroupements).

On détermind, tel queP(D > b,) = «a (table 4) : poux = 0,05, on trouveéh, = 7,81.

Commed < b,, on ne peut rejeter I'’hypothédey, i.e. la conformité a la loi théorique de Poisson : la
répartition du nombre d’usagers arrivés est conforme a une loi dsdPoi€n prenant cette décision de
non-rejet deHp, on ne connait pas la probabilité de se tromper (erreur de deuxdspaee).
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Xi ni pi npi ni — Np; UELLIE
0 37 0,2276 34,15 +2,85 0,24
1 46 0,3369 50,54 -4,54 0,41
2 39 0,2493 37,40 +1,60 0,07
3 19 0,1230 18,45 +0,55 0,02
4 5 0,0455 6,82 -1,82
5 9| 0,0135 0,0632 2,02 9,46| +0,98 -0,46| 0,02
6 et+ 1 0,0042 0,62 +0, 38
150 1 150 0 0,76

On a regroupé les effectifs théoriques inférieurs a 5. On a mainten- 5.

Exemple 3: test de conformité a une loi NormaleN(u, o)
Lors d’'une étude biologique portant sur une certaine espece dlesoues, on a mesuré le taux de
protéines de 36 individus appartenant a cette espéce. Onraudbgerésultats suivants.

taux de protéine (emg) | 10;1,5 | ]11,5;3] | 13;4,5] | ]4,5;6] | 16;7,5 | 17,5,9 | ]9;10,5
nombre d’individus 8 7 4 9 2 3 3

Peut-on admettre que le taux de protéines dans cette popwaitame loi Normale ?

Population : les mollusques. Caractere : taux de proté{nas = 7 modalités.

Echantillon(X4,...,Xn) de taillen = 36 deX.

On cherche a ajuster a la distribution observée une loi théosgive parX (i.e. les probabilitép; des
modalités deX). Lorsque la représentation graphique (histogramme) est plutédtsigue et "en cloche”, on
peut penser a une loi de Normale. A noter que ce n’est pas toittla ¢as ici !

Test deHy : X suit une loi Normale contre H1 : X ne suit pas une loi Normale

Lesp; devant étre calculés a l'aide la loi Normale, il y a deux paramétestimer k = 2.

Comme dans I'exemple 1, on calce- 4,21 ets; ~ 2, 86.

On peut alors estimer les parametgeet o par 4,21 et 2,86. Il s’agira donc de testerXssuit la loi

NormaleN(4,21;2,86, i.e. siU = X%‘égl suit la loi NormaleN(0; 1).

Voir le tableau en page suivante. On a, apres regroupenneats,
r 2
_ (ni—np)°
On calculed = Zl g = 2,99,
I=
On sait que sous I'hypothéssy, D suit approximativement la loi de khi-deuxra 1 — k = 2 degrés de
liberté.
On détermind, tel queP(D > b,) = «a (table 4) : poux = 0,05, on trouvéd, = 5,99.
Commed < b,, on ne peut rejeter I'hypotheddy, i.e. la conformité a la loi théorique Normale : la
répartition du taux de protéines est conforme a une loi Normal@ré&mant cette décision de non-rejettdig
on ne connait pas la probabilité de se tromper (erreur de deuxispeee).
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Classes dX | ni | Classes d& : Jui;uia[ | ¢(ui) | pi = ¢(Ui1) —d(Uu) | npi | ni — np; (”;,—’;,’”2
—00 0
]-;1,5] | 8 ]—00; -0, 95] 0,1711 6,16 +1,84 | 0,55
-0,95 0,1711
11,5; 3 7 1-0,95;-0,42] 0,1661 5,98 +1,02 | 0,17
-0,42 0,3372
13;4,5| 4 1-0,42;0,1Q 0,2026 7,29 -3,29 | 1,49
0,10 0,5398
14,5; 6] 9 10,10;0,63 0,1959 7,05 +1,95 | 0,54
0,63 0,7357
16;7,5] 2 10,63;1,15 0,1392 5,01 -3,01
1,15 0,8749
17,5; 9| 3 11,15;1,67 0,0776 2,79 +0,21 | 0,24
1,67 0,9525
]19; 40 3 11,67 +00[ 0,0475 1,71 +1,29
+00 1
36 1 36 2,99
On a regroupé les effectifs inférieurs a 5, c’est-a-dire les trois éi@siclasses, ce qui donne :
16;+00[ 8 9,51 -1,51| 0,24

2. Indépendance de 2 caractéeres

Dans une population donnée, on étudie deux caracteresY pouvant prendre respectivemanet s
modalités. Effectuant plusieurs échantillonnages de méifle b, on désigne paN;; la variable aléatoire
égale a I'effectif observé du couple formé de98°modalité du caractén et de laj*™®modalité du caractére
Y. En pratique, pour un échantillon, on observe des effewtjfs

|

Sous I'hypothése d’indépendance &eet Y, l'effectif théorique est égal apij = n,.nn.,,- , avec
S r

= Zni,j etn.; = Zni,j.
j=1 i=1

Test deHp : X et Y sont indépendantes contreH; : X et Y ne sont pas indépendantes
Ce test s’appuie sur la distanDeentre les effectifs observes et théoriques :

Nl_ |
D= ZZ( anrlpj) Zznpu

i=1 j=1 Iljl

On calculed = ZZ (my Hprlljp” ZZ nIOu

i=1 j=1 i=1 j=1
On sait que sous I'hypothéssy, D suit approximativement la loi de khi deux(d— 1)(s— 1) degrés de
liberté. On détermine le rébj, tel queP(D > b,) = « (table 4), et on décide que :
- sid < b, alors on ne peut rejetéto ;
- sid > by, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

La qualité de I'approximation de la loi d@ est satisfaisante lorsque les effectifs théoriques vérifmug
la conditionnp;j > 5. Si ce n'est pas le cas, on peut effectuer des regroupemengmés du de colonnes':
et s désignent alors le nombre de modalités apres le(s) regroupem&gfg®ndant, on peut ne pas faire de
regroupement si les effectifs théoriques vérifient tous la tmmdnp;; > r_st, out est égal au nombre de
couples de modalités ayant un effectif théoriqpg < 5.
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Cas particulier : r = s= 2.
Dans ce cas, le test d’'indépendance se confond strictemeatlavest (bilatéral) d'égalité de deux
proportions présenté dans le chapitre précédent. En éffst, alors le carré deetb, le carré deu,.

Exemple 4: test d indépendance
Une statistique effectuée sur 800 personnes donne la répasitivante :

N gros fumeurs moyen fum. petits fum. non fumi.
hypertension 74 116 68 82 340
pas d’hypert 126 174 82 78 460

N,j 200 290 150 160 | 800

Tester au risque 10% l'indépendance entre I'hypertension enisotomation de tabac.

Les deux caracteres solt hypertension eY : consommation de tabac.
Onar = 2ets = 4.

Sous I'hypothése d’'indépendanceXletY, les effectifs théoriques sonp;; = ni’nn’j :
npi, gros fumeurs moyen fum. petits fum. non fum.
hypertension 85 123,25 63,75 68 340
pas d’hypert 115 166,75 86,25 92 460
200 290 150 160 | 800
Par exemplenp; 2 = nl.nn.z = 3408X0§90 = 123, 25.
W gros fumeurs moyen fum. petits fum. non fum
hypertension 1,424 0,426 0,283 2,882
pas d’hypert 1,052 0,315 0,209 2,130
Par exemple,(nlzr_llorzlzl'Z)2 = (1161_2;22’5252 = 0,426.
On obtient :d = ZZ (n” np.,) =8,721.
i=1 j=1

On sait que sous I’hypothésﬁ), D suit approximativement la loi de khi deux(g— 1)(s— 1) = 3 degrés
de liberté.

On détermine le réd, tel queP(D > b,) = a (table 4) : poux = 0,10, on trouvéy, = 6, 25.

Commed > b,, on rejette I'hypothéseéH, avec une probabilitex de se tromper : on rejette donc
'indépendance des deux caractéres.

Remarque.

Si on teste au risque = 0,05, on &, = 7,81, et dond > b, : méme décision qu'avez = 0,10, eton a
diminué la probabilité de se tromper.

Si on teste au risque = 0,025, on &, = 9, 35, et dond < b, : on ne rejette paklp mais on ne connait
pas la probabilité de se tromper (erreur de deuxiéme espeéce).

Exemple 5: test d indépendance de deux caractéeresi@a= 2 et s= 2 modalités

Dans une méme catégorie sociale, un échantillon de 40 homfeesra 8 fumeurs et un échantillon de
60 femmes a fourni 18 fumeuses.
On se demande si la proportion de fumeurs est la méme pour lesdres.

On a déja traité cette question dans un précédent chapitre pasud homogénéité(comparaison de
deux proportions).
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Population 1 : hommes. Variab¥ de loi de BernoulliB(p1), oup; est la proportion d’hommes fumeurs.
Echantillon de taillen; = 40 deX;. Estimation dep; : f1 = 4%) =0,2.

Population 2 : femmes. Variabl¥, de loi de BernoulliZ(p2), ou p, est la proportion de femmes
fumeuses. Echantillon de taille = 60 deX,. Estimation dep, : fz = 18 _ 0,3.

60
Les échantillons sont indépendants.

Test (bilatéral) déHo : p1 = p2 = pcontreH; : p1 # p2.
On an;f; = 8 > 5, nl(l—fl) =32>5,nf, =18> 5, nz(l—fz) =42 > 5.

Sous I'hypothéséH,, U = Fi—Fo suit approximativement la loi normal#(0;1), et en
JG + 75)P(L - p)
regroupant les deux échantillons, on peut estirpepar fi, =
remplacanp parfi 2, on ne modifie pas la loi approchée de
On calculeu = fi-fo - 0.2-0.3
J&E+Bha-f2)  [(F+E)0,261-0,26
On déterminay, tel queP(-u, <U < u,) =1-a, i.e.Uy, = ¢‘1(1— %) (table 2) : poura = 0,05, on

trouveu, = 1,96.

Commeu € J-u,,Uq[, ON Ne peut rejeteld, : la proportion de fumeurs ne differe pas significativement
entre les deux sexes. Pour cette décision de non-rejet, on naitpas la probabilité de se tromper (erreur de
deuxiéme espece).

nfi+nof 8418 _
M, - 40460 20 - BN

~-1,12.

On peut également traiter cette question patast d indépendancedes deux caracteres: sexe, & = 2
modalités (hommes, femmes),}ét étre fumeur, & = 2 modalités (fumeur, non fumeur).

Test deHp : X et Y sont indépendantes contreH; : X et Y ne sont pas independantes

Ce test s’appuie sur la distanDeentre les effectifs observés et théoriqués= Z Z W
i=1 j=1 '

Sous 'hypothésél, d'indépendance dX et, les effectifs théoriques sonp;; = ni'nn'j .

nij | fumeurs nonfum n. npi; | fumeurs non fum (”‘+"J’)2 fumeurs| non fum
hommes 8 32 40 | hommes 10,4 29,6 40| hommes| 0,55 0,19
femmes 18 42 60 | femmes| 15,6 44,4| 60| femmes| 0,37 0,13

N.j 26 74 100 26 74 100 1,24

On obtient :d = ZZ My —npi)” np.,) =1,24.

i=1 j=1

On sait que sous I’hypothé$ﬁ), D suit approximativement la loi de khi deux(a— 1)(s—1) = 1 degré
de liberté.

On détermine le réd, tel queP(D > b,) = a (table 4) : poux = 0,05, on trouvéy, = 3, 84.

Commed < b,, on ne rejette pas I'hypothés d’'indépendance d¥ etY : on peut donc considérer que
les caracteres "sexe" et "étre fumeur" sont indépendants,icagnifie que les proportions de fumeurs chez
les hommes et chez les femmes ne different pas significatimenCela correspond aux résultats du test
d’homogénéité précédent. En prenant cette décision de nordegit, on ne connait pas la probabilité de se
tromper (erreur de deuxiéme espece).

Remarque.

Dans cette derniere présentation, on a suppose travailler sechamtillon den = 100 personnes, issues
de la population générale hommes/femmes, et sur lesquellasobservé les deux variables "sexe" et "étre
fumeur”. On aurait pu présenter ce travail en termes d’homogeni&s deux populations "hommes" et
"femmes", et donc de comparaison de deux échantillons : @@atagraphe suivant.
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3. Homogénéité : comparaison de plusieurs échantillons

Dans une population donnée, on étudie un caragmeuvant prendre modalités.

On dispose de échantillons pouvant provenir de cette population.

Effectuant plusieurs échantillonnages, on désigné\pala variable aléatoire égale a I'effectif observé de
la j*™e modalité du caracténg dans lei®™échantillon. En pratique, pour un échantillonnage, on olesdes
effectifsn;;.

Sous I'hypothése d’homogénéité des échantillons, I'effdbiforique est égal apij = "n L avec
S r

= Zni,j etn.; = Zni,j.
j=1 i=1

Test deHo : les échantilllons sont issus de la méme population contid; = Hg
Ce test se déroule comme le test d'indépendance décrit au pdragtaméme si le probleme posé est de
nature différente.

Exemple 6
Dans deux échantillons de populations d’'une méme especé&ditf respectifs 100 et 400, on dénombre
4 phénotypes. Les résultats sont les suivants :

Nj A1 A2 | Az | Aq
e; | 10| 30| 50| 10
e; | 60| 120 180 4d
Les deux populations présentent-elles les mémes proportigoiséetypes ?

Autrement dit, les deux populations sont-elle identiquesemés de répartition des phénotypes ?
Ce qui nous ameéne a tester si les deux échantillons proviededa méme population.
On ar = 2 échantillons e$ = 4 modalités pour le caractere phénotype.

Nij |[Ar| Az | Az |Ag| ni npij A1l A2 | As | As| ni o’

DRE AL A2 As | Ay
e |10 30| 50| 10 100 | ey |14 30| 46| 10 100 I
e, | 60| 120 180 40 400 | e, | 56| 120 184 40 400 e |1,14 0/ 035 0
n, 70| 150 230 50 500 | n, 70| 150/ 230 50 500 e 029/ 0/009 0

On obtient :d = ZZ (n” np., - 1,87.
i=1 j=1
On sait que sous I’hypothésﬁ), D suit approximativement la loi de khi deux(g— 1)(s— 1) = 3 degrés
de liberté. On détermine le rée)} tel queP(D > b,) = a (table 4) : pourr = 0,05, on trouvéy, = 7,81.
Commed < b,, on ne peut rejeter 'hypothedd, : les deux échantillons proviennent de la méme
population.

4. Exercices

Sauf mention explicite, les tests seront réalisés au ris§ae

Exercice 1

On a effectué le croisement de balsamines blanches avec d&mmibees pourpres. En premiére
génération les fleurs sont toutes pourpres. En deuxieme gémgrati obtient quatre catégories avec les
effectifs suivants :

couleur| pourpre rose blanclavande blanc

effectif | 1790 | 547 548 213
Peut-on accepter I'hypothése de répartition mendélie{nj%, 1—% 1—% 1_16> ?
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Exercice 2
Dans une usine de production d’'un laboratoire pharmaceutiqua,dgmombré pendant deux mois, soit
50 jours d’activité, le nombre de pannes quotidiennes. On agntes résultats dans le tableau suivant :

Xil 0] 1|2 3 4etr
ni |21 18 7| 3 1
ou n; est le nombre de jours ou I'on a obserygannes.

1) Calculer la moyenne et la variance de cette distribution.
2) Tester I'ajustement a cette distribution d’'une loi de Paisso

Exercice 3 D’apres partiel de novembre 2013

Un chercheur s’est intéressé aux facteurs qui déterminent g desiUE optionnelles par les étudiants. Il
a poseé la question suivante a un échantillon de 50 étudianBarmi les quatre facteurs proposés, lequel est
le plus important lorsque vous sélectionnez une UE optioarelh. Les étudiants devaient choisir un des
quatre facteurs suivants : I'intérét pour le contenu du courssdeédde complexité de I'examen, le professeur
et I'noraire auquel ont lieu les enseignements. Voici les ragijue le chercheur a obtenu :

Facteur Cours Examen Professeur Horaire

Nombre d’étudiants 18 16 7 9

Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre a latiquesuivante : le chercheur peut-il
conclure que les quatre facteurs ont la méme influence dan®ie @bs étudiants ? Le résultat est-il le méme
au risque 10 % ? En cas de décisions contradictoires avec lesidgqugs 5 % et 10 %, préciser et justifier la
décision a retenir.

Exercice 4 D’aprés examen de janvier 2014

Dans une agence de location de voitures, le directeur veuirspueles sont les voitures qui n'ont roulé
gu’en ville pour les revendre immédiatement.

Pour cela, il y a dans chaque voiture une boite noire qui enregeshombre d’heures pendant lesquelles
la voiture est restée au point mort, au premier rapport, au deuxappert, ..., au cinquiéme rapport.

On sait qu’une voiture qui ne roule qu’en ville passe en moyenfg d® son temps au point mort, 5% en
premiére, 30% en seconde, 30% en troisieme, 20% en quatriemeest Biiquiéme.

1) Sur une voiture, on a observeé sur 2000 heures de conduite itiépales rapports suivante :

Rapport PM 1| 2 3| 4 5
Nombre d’heures 210 94 564 630 390 112

Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre a Istignesuivante : la voiture n’a-t-elle
roulé qu’en ville ? Présenter le détail des calculs permettaffedteer ce test.
2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats suisan

> obzervedl = g{210,94,564,630,390,112)
> oldsg. testlobservedl, b 020, 005, 8.50 038, 020, 0. 05))

Chi-squared test for given probhabilities

data: ohzervedl
Z—-squared = 6.21, df = 5, p=ralue = 0,.2863

Expliquer ce que réalisent les deux instructions saisiesqued ce que représentent les trois
valeurs calculées et interpréter les résultats obtenus. Congeaeles résultats du 1)b).

Exercice 5

A la suite du méme traitement, on a observé 40 bons résultats7éhmalades jeunes et 50 bons résultats
chez 100 malades agés.

Peut-on dire qu’il y a indépendance entre I'age du malade et I'difetaitement ?
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Exercice 6 D’aprés examen de janvier 2005

En novembre 2004, beaucoup d’étudiants ont déclaré étre stras$éspchangements consécutifs a la
mise en place du LMD. C’est pourquoi la Faculté leur a proposéudeesun stage de relaxation proposant
plusieurs méthodes différentes : méthode "be cool", méthbdeaWare", méthode "be zen". A lissue du
stage, on leur a demandé comment ils se sentaient : moirataau plus stressé qu’avant le stage. On a
obtenu la répartition suivante des étudiants :

moins| autant plu
be cool 30 15 15
be aware 10 5 15
be zen 15 10 35

Uy

Effectuer un test statistique adéquat pour répondre a laiqoestiivante : peut-on considérer que la
méthode de relaxation choisie a une influence sur le niveatrdss apres le stage ?
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