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Estimation, intervalle de confiance, test statistiquatésu
Cas d’'une ou de deux moyennes, d’une ou de deux variances

1. Introduction

On s’intéresse a I'étude d’'uraractére (quantitatif ou qualitatif) dedl individus d’unepopulation. Pour
chacun des individus de la population, le caractére peut a prienidre des valeurs aléatoirement différentes.
Ainsi, le caractére peut étre représenter parvarable aléatoire X.

Lorsque le caractére eguantitatif (taille des individus,...)X sera une variable aléatoire égale aux
valeurs du caractére ; on supposera en généraXges une variable aléatoireaspérance mathématique
(moyenne u, d’écart-type o, et éventuellement dei normale.

Lorsqu’on n'a pas acces a I'ensemble de la population, on procad€éhantillonnage i.e. au choix de
n individus dans la population, sur lesquels on observe lauvaldu caractereX. On aura ainsi un échantillon
(X1,X2,...,Xn) est unéchantillon de taillen de X ; pour touti = 1,...,n, la variable aléatoire; correspond
aux valeurs du caractere deeme individu obtenu par échantillonage, et aura donenime loi de
probabilité que X. De plus, I'échantillonnage étant non-exhaustif (tirages anexise), les variables
aléatoiresX; sont indépendantes.

Exemple introductif sur la moyenne
On considere un groupe de quatre enfants, Alexis, Benjaminl €éyiavid, d’ages respectifs 12, 13, 14
et 15 ans. Lorsqu’on choisit un enfant au hasard dans le groupeutrtonsidérer :
- X, age de [lenfant, variable aléatoire de loi uniforme sufl2,13,14,1%
PX=12)=--- =P(X=15) = % de moyenne: = 13,5 et d’écart-type = /1.25 ~ 1.118;

Cherchons a retrouver ou a approcher ces résultats a partir d’'dlomsmon-exhaustifs (avec remise) de
taille n= 3. Il y en a # = 64, ils forment un univers)', ensemble des résultats possibles de I'expérience
aléatoire "choisir un échantillon". On peut muri¥’ de la tribu des événementd' = P(Q') et de
I'équiprobabilité P' sur (', A4"). A chacun des résultats (échantillons) on peut associer la moyenne
X(w) = x des ages de I'échantillon. On obtient les résultats préseatésld tableau page 2.

On définit ainsi une variable aléatoiXe dont on peut obtenir la loi de probabilité :

Xi 12,00 12,33 12,67 13,00 13,33 13,67 14,00 14,33 14,67 15,00
PX=xi)| 1/64 | 3/64| 6/64| 10/64 12/64 12/64 10/64 6/64 3/64 1/64
On peut alors calculer :
-E(X) = D xiP(X = xi) = 13,5 : on remarque qu&(X) = u = E(X).
2 Var(X)
=—hn

-Var(X) = Y x?P(X = x;) — (E(X))? = % : on remarque qu¥ar(X) = 9

2. Estimateur - Estimation

2.1. Moyenne et variance déchantillon
Considérons un caractere quantitatif représenté par une vaaigaloireX d’espérance mathématique
d’écart-types, et un échantillor{Xy, Xz, ...,X,) de taillen de X.

Pour chaque échantillonnage on peut calculer la moyennens®s du caractére = % Xi

n
i=1

_ n
X = %Zx{, ... Ces moyennes observées peuvent étre considérées commaldess observées de la
i=1

variable aléatoir&

n
Xn = % iz)(i, moyenne déchantillon.
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0] X 0] X 0] X 0] X
(AAA) | 12 | | (BAA) 12,33 | (CAA)|12,67 | (D,AA) 13
(AAB) 12,33 | (B,AB) 12,67 | (C,AB)| 13 (D,AB) | 13,33
(AAC) 12,67 | (B AC)| 13 | |(C,AC) 13,33 |(D,AC)| 13,67
(AAD)| 13 | |(B,AD)|13,33 |(C,AD)| 13,67 |(D,AD) 14
(AB,A) | 12,33 | (B,B,A) 12,67 | (C,B,A) | 13 (D,B,A) | 13,33
(AB,B) | 12,67/ | (B,B,B) | 13 (C,B,B) 13,33 | (D,B,B) | 13,67
(AB,C)| 13 | | (B,B,C) 13,33/ |(C,B,C) 13,67 |(D,B,C)| 14
(AB,D) 13,33/ | (B,B,D) 13,67 |(C,B,D)| 14 |  (D,B,D) 14,33
(AC,A) 12,67/ | (B,C,A) | 13 (C,C,A) | 13,33 | (D,C,A) | 13,67
(AC,B)| 13 | | (B,C,B) 13,33 |(C,C,B) 13,67 |(D,C,B)| 14
(A,C,C) | 13,33 | (B,C,C) | 13,67 |(C,C,C)| 14 | |(D,C,C) 14,33
(A,C,D) | 13,67 |(B,C,D)| 14 | (C,C,D) 14,33 |(D,C,D) | 14,67
(AD,A)| 13 | | (B,D,A) 13,33 |(C,D,A) 13,67 |(D,D,A)| 14
(AD,B) 13,33/ | (B,D,B) 13,67 |(C,D,B)| 14 |  (D,D,B) 14,33
(AD,C) | 13,67 | (B,D,C)| 14 | (C,D,C) 14,33 |(D,D,C)| 14,67
(AD,D)| 14 | (B,D,D) 14,33 |(C,D,D)| 14,67 |(D,D,D)| 15

On démontre qu&(X) = u (on dit queX est unestimateur sans biaisle u) etVar(X) = "TZ.
Pour une observatio(xi,Xz,...,X,) de I'échantillon, on dit quex = %zn:xi = [ est uneestimation
ponctuellede . -
De méme, on considére Variance d échantillon &? = S = L _Zn;(xi -X)’ =4 _Zn;x? —- X2
i i

On a alorsE($?) = n+162 et $ est unestimateur avec biais des?. On considére alors laariance

corrigée d échantillon & = ﬁsZ :on a alorE(K) = o2 et est unestimateur sans biais de?.
Pour une observation(Xi,Xz,...,Xy) de [I'échantillon, une estimation ponctuelle de o2 est
2 n
s2 = nn 132 — 6" avecs? = %Zx?—xz.
- i=1

2.2. Loi de probabilité des estimateurs

Cas dun petit échantillon gaussiert n < 30 etX de loi normaleN(u; o)

Sio est connu (cas peu utile en pratiquajorsU = X; E suitla loi normaleN(0; 1).

Jm

suit la loi de Student a— 1 degrés de liberté.

X—p
S

Nal
Cas dun grand échantillon: n > 30 (etX de loi quelconque)
X—u
S
Jn
Cas dun échantillon gaussien X de loi normaleN(u; o)
Dans ce casy? = ”;2155 suit la loi de khi deux & — 1 degrés de liberté.
(o2

Sic est inconnyalorsT =

Dans ce cad) =

suit approximativement la loi normal€(0; 1).
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3. Intervalle de confiance

3.1. Pour une moyenneu
Considérons un caractere quantitatif représenté par une vaaigal®ireX d’espérance mathématique
n

d’écart-typeo, et un échantillor(Xy, Xz, ...,X,) de taillen de X. La moyenne d’échantillon e3t = % > Xi
i—1

n n
et la variance corrigée d’échantillon &§t= - n 1 F?, avecS’ = % S (Xi—-X)% = % SIX2 X2
- i=1 i=1

3.1.1. Cas dun petit échantillon gaussien n < 30et X de loi normale N(y; o)
3.1.1.1. Caso connu (peu utile en pratique)

On sait queJ = X;” suit la loi normale\/(0; 1).

Jm

On fixe une valeur € 10, 1[. On peut trouver un réei, tel queP(-u, < U < u,) = 1 -« (voir table 2).

Onaalors o = P| —u, < )Zl < Uy =P(—%ua<)_(—u<%ua>
Jn
= P _X_LUQ - _>_< LUQ = P X_LUQ >_< LUQ .
(Jﬁ<”<+ﬁ>(ﬁ<”<+ﬁ>
Onditquel, = | X- Z-u, , X+ —%—u, | est unintervalle de confiance deu au niveaul — « (ou au
q H Jﬁ + Jﬁ .u a(

seuila). En pratique, on a une observatiode X, d’ou une observation de cet intervalle :
i,=|x-—%u,, x+ Z-u, |.
D ]
3.1.1.2. Caso inconnu
X—p
=
Jn
On détermine alors le ré¢} tel queP(-t, < T < t,) = 1—«a (table 3). On en déduit umtervalle de
confiance deu au niveaul —a :
|‘u = [X_ ita y X+ ita}.

Jh Jh

On sait queT = suit la loi de Student a— 1 degrés de liberté.

3.1.2. Cas dun grand échantillon: n > 30

On sait queU = XS;“ suit approximativement la loi normal&(0;1). On procéde alors comme au

Jm

3.1.1.1. en remplacantpars; et on obtient unntervalle de confiance approché de: au niveaul — o :

Jn Jn
3.2. Pour une variancec?
Considérons un caractére guantitatif représenté par une vasighli®ireX de loi normaleN{(u; o), et un
échantillon (X1, Xz,...,X,) de taille n de X. La moyenne d’échantillon esX et la variance corrigée

d’échantillon es& = n%lsz'

Alors Y? = n;zlsé suit la loi de khi deux & — 1 degrés de liberté.
o

On détermine alors les réads etb, tels queP(Y? > a,) = 1 - % etP(Y?2 > b,) = % (table 4).

On a alors
— 2 n-1)$ n-1)S
1—a:P(aa< nGzlS%<bo,):P(b—lm<—(n_61)sg <a_1a>:P(—( ba)sc <02<—( aa)SC).
On en déduit urintervalle de confiance de la variances2 au niveaul — o :

i2 = [ nb_lsg, ngals%]
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3.3. Exemple
Un échantillon de 30 enfants d’une ville donnée a fourni ldetasuivantss (en cm) :

70 85 93 99 101 105 110 121 138 166
74 85 93 99 102 106 110 125 140 180
79 87 94 99 102 107 114 128 147 180

On peut considérer la situation suivante.

Population : les enfants de la ville considérée.

Caractére : la taille, variable aléatoire de moyenm de variance? (écart-types).
Echantillon(Xy, X2, ...,X,) de taillen = 30 deX.

Observation de I'échantillon(xy, X2, ...,Xn) = (70,74,79,...,180D

1) Estimateurs

n n
a) de la moyenng : X = % Xi; b)delavariance?: X = nLlSZ, avecs’ = % X2 - X2,
i=1 - i=1
2) Estimations ponctuelles
n
a) de la moyenng : X = %in = % x 3339= 111, 3;
i=1
n
b) de la variance?: s2 = 4+ > x? — x2 = % x 395347- (111,32 ~ 790,54 ;
i=1
etdoncsg = o8’ = S5 x 790,54~ 817,80 ;
c) de I'écart-typer : s; = ,/sZ ~ 28,60.
3) Intervalle de confiance
a) de la moyenng
lere méthode : X supposée de loi normalg:; o), o inconnu
T= XS_C“ suit la loi de Student & — 1 degrés de liberté.
Jn
On détermine le réd), tel queP(-t, < T < t,) = 1— «a (table 3).
On en déduit un intervalle de confiance @au niveau *a : i, = |:X— %ta ; X+ %ta}

Onan=30etn—-1 = 29. Poura = 0,05 (i.e. 5%, on at, = 2,045,
et donc un intervalle de confiance geau niveau 0, 95 (i.e. 95%) eist = [ 100,6 ; 122,0.
2eme méthode : grand échantillon $n30, pas d’hypothese sur la loi de X)

U= X—u suit approximativement la loi normal€(0; 1).

S

Jn

On détermine le réel, tel queP(-u, < U < u,) = 1-a.
On en déduit un intervalle de confiance gau niveau *a @i, = |:X— Sy, ) R+ iua}

Jn Jn
On an = 30. Poura = 0,05 (i.e. 5%, on au, = 1,96,
et donc un intervalle de confiance dewu niveau 0, 95 (i.e. 95%) eist = [101, 1; 121,@.

b) de la variance? : X supposée de loi normaleé(u; o)
Y2 = ”;2155 suit la loi de khi deux & — 1 degrés de liberté.
(o)

On détermine alors les réads etb, tels queP(Y? > a,) = 1 - % etP(Y?2 > b,) = % (table 4).

On en déduit un intervalle de confianceasfeau niveau o : i . = [ nb_ lg. na_al sg]

Onan = 30etn—1 = 29. Poura = 0,05 (i.e. 5%, on aa, = 16,05 eibaaz 45,72,
et donc un intervalle de confiance déau niveau 0, 95 (i.e. 95%) eist = [ 518,73 ; 1477,65.
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4. Test de conformité

4.1. Pour une moyenneu
Considérons un caractere quantitatif représenté par une vaaigaloireX d’espérance mathématique
n

d'écart-typeos, et un échantillor(X1, Xz, ...,X,) de taillen de X. La moyenne d’échantillon e3t = % in
i=1

n

n
et la variance corrigée d’échantillon &gt = nE T S, avecS? = % Z(Xi ~-X)% = % Z X2 — X2,
=) i=1

4.1.1. Cas dun petit échantillon gaussien n < 30et X de loi normale N(y; o)
4.1.1.1. Caso connu (exemple introductif)

Il s’agit de faire un choix entre plusieurs hypotheses possiblesy sans disposer d’informations
suffisantes pour que ce choix soit sir. On met en avant depathgses privilégiéed’hypothése nulle K et
I'hypothése alternative H Par exemple, on testeddy : u = puo contre Hy : u # uo, avec uo fixé
arbitrairement. On veut savoir si I'on doit rejetds ou pas.

Test (bilatéral)deHo : u = po contre Hi @ u + po.

On utilise alors une variable aléatoire dont on connait la loipdgbabilité lorsqueHo est vraie. Par

X_.u — Mo . . .
o 5 suitlaloiV(0; 1).

X

exempleU = , car lorsqueHy est vraie, on sait qud =

Jn Jn

On fixe une valeuwr € ]0, 1[. En général, on prend petit, le plus souvent 0,05, 0,01, 0,001. On peut
trouver un réel, tel queP(-u, < U < u,) = 1—a. Ce réelu, peut étre trouvé dans la table 2.

On est donc amené a comparer la moyenhale I'échantillon a la moyenne théorique = po.
L’hypothése Ho signifiera que les différences observées sont seulement dioes flactuations
d’échantillonnage (i.e. ne sont pas significatives).

On ne rejettera pado si les différences observées ne sont pas significatives;&*dse siU est "petite”,
ce que I'on peut traduire pau, < U < u,, c'est-a-dirdU| < u,.

On rejetera donély si les différences observées sont significatives, ce que ki saduire palt) > u,
ouU < —u,, c'est-a-direU| > u,. Par construction da,, on aP(U > u,) = P(U < -u,) = 4, soit encore

71
P(U| > uy) = a,i.e.P(U ¢ ]-U,,U.[) = a.
En pratique, on calcule = % et on décide

Jn
- de rejeterHp si u ¢ ]-u,,U.[, car siHg était vraie, 'événement) ¢ ]-u,,u,[ aurait une probabilité
faible de se réaliser ; on pourra dire que la valeur obsexvéest pas conforme a la valeur théoriqugmais
on ne pourra pas donner de valeur acceptable ;de
- de ne pas rejeteHo si u € J-u,,U,[, car siHp était vraie, 'événement € |-u,,u,[ aurait une
probabilité forte de se réaliser ; on pourra dire que la valeur obs@&rest conforme a la valeur théorique
et que la valeuyo ne peut étre rejeter. Attention : d’autres valeugspy, ... peuvent également convenir.

Erreurs de décision

Lorsqu’on rejetteH, alors queHp est vraie, on commet une erreur. On a donc une probabildé se
tromper : a est appeléeerreur de premiere espéce En effet, lorsqueHo est vraie, on a
P(U ¢ ]-u.,uq]) = a.

Lorsque I'on ne rejette pas, alors queH, est fausse, on commet une erreur. On a une probapitigése
tromper :f est appeléerreur de deuxieme espéceCette erreur est difficilement calculable. La plupart du
temps, on ne connait pas la loi ddorsqueH, est fausse. La valeur-13 est appelée lpuissance du test

Test (unilatéral)de Ho : 1 = po contre Hy @ > po.

On déterminau,, tel queP(U > u,) = a,i.e.P(U < U,) = 1-a,i.e.u, = ¢ 2(1 - a) = Uy, et on décide
que :

- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettdédo avec une probabilité de se tromper.
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4.1.1.2. Caso inconnu
X—p
S

Jn

On détermine alors le rég) tel queP(-t, < T < t,) = 1 -« (table 3).

On sait queT = suit la loi de Student a— 1 degrés de liberté.

Test (bilatéral)deHo : u = po contre Hi @ u + po.

On calculet = %. On déterming, tel queP(-t, < T < t,) = 1 -« et on décide que :
Jn

-Sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;

-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)deHo : 1 = po contre Hy : p > po.

On déterming;, tel queP(T < t;,) = 1—a, i.e.t, = ty,, et on décide que :
- sit < t,, alors on ne peut rejetéty ;

-sit > t;, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)deHo : 1 = po contre Hy @ u < po.

On déterming;, tel queP(T > t,) = 1—a, i.e.t; = to 2, = —t2,, €t on décide que :
- sit > t,, alors on ne peut rejetéty ;

-sit < tj, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

4.1.2. Cas dun grand échantillon: n > 30

On sait queJ = XS_Cﬂ suit approximativement la loi normal€(0; 1).
Nal

Test (bilatéral)deHo : 1 = po contre Hi @ u + po.

On calculeu = %. On déterminay, tel queP(-u, < U < u,) = 1—a, et on décide que :
Vol

- SiU € J-Uuq,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;

-siu ¢ ]-Ug, U, [, alors on rejettdéd avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)deHo : 1 = po contre Hy : p > po.

On déterminal,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢ (1 - a) = Uy, et on décide que :
- Siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 1 = po contre Hy @ u < po.

On déterminal;, tel queP(U > u}) = 1—a, i.e.u, = ¢ 1(a) = U2, = —Uz,, €t on décide que :
- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < uy, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.
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4.1.3. Exemple

Dans une usine du secteur de I'agroalimentaire, une machindauteiller est alimentée par un réservoir
d’eau et par une file d’approvisionnement en bouteilles vidRegir contréler le bon fonctionnement de la
machine, on veut construire un test d’hypothése bilatéral gairsés en oeuvre toutes les heures.

Pour une production d’une heure, on suppose que la variableoaéXtqui a toute bouteille, prise au
hasard dans cette production, associe le volume d’eau (en lifvésl)e contient, est une variable aléatoire
d’espéranceu et d’écart-types inconnus.On considére que la machine est bien réglée lorsquaume
d’eau moyen dans une bouteille @st 1,51.

On a prélevé un échantillon de 100 bouteilles, et on a obterwolume d’eau moyen de 1,495t un
écart-type corrigé de 0,d1Peut-on conclure, au risque 5%, que la machine est bien réglée ?

On peut considérer la situation suivante.

Population : bouteilles produites

VariableX : volume d’eau, variable aléatoire de moyennet d’écart-types.
EchantillonE = (X1, Xz,...,Xn) de taillen = 100 deX.

Observation de I échantillone = (X1,X2, . Xn).

n
EstimateurX = le deuetS = dec?, avecS? = % 3 X2 - X2,
i=1

Estimations ponctuelley 1,495 e‘csC 0,01.

On an = 100 > 30 donc un grand échantillon.
On effectue un test (bilatéral) d€y : 1 = po contreHy @ p # po.

On sait queJ = XS_Cﬂ suit approximativement la loi normal€(0; 1).
Nal
_ X—po _ 1,495-1,5
On calculeu = = - 0.01 = -5.
Jn J100

On déterminay, tel queP(-u, < U < u,) = 1 -« (table 2) : pouwr = 0,05, on trouvey, = 1,96.
Commeu ¢ ]-u,,U,[, On rejetteHo avec une probabilité = 0,05 de se tromper : la machine n’est pas
bien réglée.

4.2. Pour une varianceoc?
Considérons un caractére guantitatif représenté par une vasighli®ireX de loi normaleN{(u; o), et un
échantillon (X1, Xz,...,X,) de taille n de X. La moyenne d’échantillon esX et la variance corrigée

d’échantillon es& = n%lsz'

Alors Y? = n;zlsé suit la loi de khi deux & — 1 degrés de liberté.
o

Test (bilatéral)de Ho o2 = o§contreH; : 62 = 03

On calculey? = 152 On déterminea, et b, tels queP(Y?2 > a,) =1- % et P(Y2>Db,) =
O'

(table 4) Ona donE’(Y2 € Jag,be[) = P(a, < Y2 < b,) =1-aetP(Y? ¢ ]a,,b.[) = a. On décide que ;
- siy? € Jag, b,[, alors on ne peut rejetéty ;
-siy? ¢ Ja,,b,[, alors on rejettéd avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 62 = o contre Hy : 62 > o3.

On détermindd), tel queP(Y? > b)) = a, i.e.b), = by, et on décide que :
- siy? < b, alors on ne peut rejetéty ;

- siy? > b, alors on rejettdd, avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 62 = ¢ contre H; : 62 < o3.

On détermine, tel queP(Y? > aj)) = 1-a, i.e.a, = ay, et on décide que :
- siy? > a), alors on ne peut rejetéto ;

- siy? < aj, alors on rejettdéd, avec une probabilité de se tromper.
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5. Test d 'homogénéité

Dans deux population®; et P,, on étudie un méme caractere. On cherche a comparer les deux
populations quant & ce caractere, et donc a savoir si ellehsorigénes ou pas.

5.1. Comparaison de deux variances
SoientX; et X, des variables aléatoires représentant le caractere dans chamuatipo, de moyennes
respectivesui et up, d'écart-types respectifsr; et o,. De P1 et P, on extrait un échantillon
Ei = (Xl,ly lez, . ,Xl,nl) de taiIIenl deXl etun éCh%ﬂti"Ol‘Ez = (Xzyl, Xzﬁ, . aXZ,nz) de taiIIenz deXz.
1 2

Les moyennes d'échantillon sont alofs = n_ll D Xy etXz = n—12 D" Xz, et les variances corrigées
in i1

ny n2
14 ; 2o _ M o - N2 @ o 1 2 w2 o 1 2 w2
d eChantlIlonSc’]_ = msl etS:,z = msz, avecSl =M ;XH - Xl etSZ Y ;XZJ - XZ .
5.1.1. Cas d échantillons indépendants

Les échantillon€; et E; sont supposés indépendants. On suppose de pluXigeeX, suivent les lois
normalesV(u1;o01) etN(uz;02).

TestdeHo : 63 = o5 contre Hy : 6% # o3.

Scl

,2

Sous I'hypothésély, F =

St

suit la loi de Snédécor @ — 1,n, — 1) degrés de liberté.

On calculef =

2 . Si nécesaire, on permute les échantillons de sortef gué. On détermind, tel que
C,2
P(F >f,) = % (table 5 ou 6), et on décide que :

- sif < f,, alors on ne peut rejetéto ;

-sif > f,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

5.1.2. Cas d échantillons appariés

Deux échantillon€; et E; sont ditsappariéslorsque chaque observation; de E; est associée a une
valeurxy; de E; (appariés= associés par paires). C'est par exemple le cas lorEgut E» proviennent d’un
méme groupe de malades avant et apres traitement. Deux éldmsntlppariés ont donc la méme taille
Ny =Ny =N

On suppose quE; etE; sont appariés et qu& et X, suivent les lois normale§(ui1;01) et N(uz;02).

TestdeHo : 67 = 63 contre Hy : 6% + o3.

Z <3 / —
Sous I'hypotheséy, T = (S = Sep) suit la loi de Student &a— 2
2‘/55,155,2 " _1)2 Z(Xll X1)(Xzi = X2)
2 _ 2y /n=2
degrés de liberté. On calcute= (Se1 SCZ) . On déterminet, tel que
2‘/33,155,2 " _1) Z(Xll X1)(X2j — X2)

P(-t, < T<t,) =1-a(table 3), et on décide que :
-sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.
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5.2. Comparaison de deux moyennes

5.2.1. Cas de grands échantillons indépendants
On suppose que; > 30 etn, > 30, et que les échantillors; et E; sont indépendants.

Test (bilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @ a1 # po.
Sous I'hypothéséd,, U = X1-Xs suit approximativement la loi normal&/(0;1). Le résultat

of o}
n1+n2

reste valable si on remplaeg et o3 par leurs estimations?; etsZ,. On calculeu =

X1—-X2 on

2 2 )
Sc,l + Sc,2
ny Nno

détermineu, tel queP(-u, < U < u,) =1-a,i.e.u, = ¢‘1(1— %) (table 2) et on décide que :

- Siu € ]-Uuq,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;
-siu ¢ ]-Uq,Uq[, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @ u1 > uo.

On déterminal,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢1(1-a) = Uy, et on décide que :
- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @ u1 < uo.

On déterminau;, tel queP(U > u})) = 1—a, i.e.u, = ¢ 1(a) = U2, = —Uy,, €t on décide que :
- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < uy, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

5.2.2. Cas de petits échantillons indépendants extraits de populations gasiennes
On suppose que; < 30 oun; < 30, et que les échantillors; et E; sont indépendants. On suppose de
plus queX; et X, suivent les lois normale§(u1;01) etV (uz;02), etques: = o2 = o.

Test (bilatéral)de Ho : p1 = pz contre Hy @ g # po.
X1 — X3

1 1
oy (7 + )
degrés de liberté. Comme on ne connait pas= o», on doit d’abord tester I'égalité des varianegs= o3

(paragraphe 2.1.1.). Si cette hypothése est retenue, alors eddte ¢ommunes? peut étre estimer par
(- 1)33,1 + (N2 — 1)33,2

Sous I'hypotheseHy, T =

suit approximativement la loi de Studentra +n; —2

2
Se12 = Ni+Ny—2
On calculet = XIIXE B On déterming, tel queP(-t, < T<t,) = 1—a (table 3) et on
sorz) (A + 7))
décide que

-Sit € |-t,,t,[, alors on ne peut rejetéty ;
-sit ¢ ]-t,,t,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

Test(unilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @ u1 > uo.

On déterming;, tel queP(T < t;,) = 1—a, i.e.t, = ty,, et on décide que :
- sit < t,, alors on ne peut rejetéty ;

-sit > t;, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @y < uo.

On déterming;, tel queP(T > t;,) = 1—a, i.e.t, = to 2, = —t2,, €t on décide que :
- sit > t,, alors on ne peut rejetéty ;

-sit < tj, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.
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5.2.3. Cas de petits échantillons indépendantstest de Mann et Whitney
Non traité ici.

5.2.4. Cas de grands échantillons appariés
On suppose que; = nz = n > 30, et que les échantillorts, et E; sont appariés.
On considére la variable aléatoir® = X; — X,, dont un échantillon estD,,D»,...,D,), avec
n

Di = X1j — X2;. Les moyenne et variance corrigée d’échantillon sont eﬁbg% Z DietS, = nE 1 Si,
i=1
Ny

avecS = % D2 — D°. Désignons pan = u1 — 2 la moyenne dé®.

i=1 _
Puisquen > 30,U = DS:” suit approximativement la loi normal€(0; 1).
,d

Jm

Test (bilatéral)deHo : 1 = u2 contre Hy @ u1 + uo.
Ce test est équivalent au test (bilatéral}Hie: 4 = 0 contreH; : u + O (paragraphe 4.1.2.).

Test(unilatéral)de Ho : 1 = p2 contre Hy @ u1 > uo.
Ce test est équivalent au test (unilatéralHde u = 0 contreH; : u > 0 (paragraphe 4.1.2.).

Test (unilatéral)de Ho : u1 = pp contre Hy @ p1 < po.
Ce test est équivalent au test (unilatéralHe ¢ = 0 contreH; : u < O (paragraphe 4.1.2.).

5.2.5. Cas de petits échantillons appariés extraits de populations gaussnes
On suppose que; = hy = n < 30, que les échantillors; et E; sont appariés et qué; et X, suivent les
lois normalesV(u1;01) et N(uz; 02). _

Les notations sont les mémes que dans le paragraphe 5.2.4c®aas;T = D —p suit la loi de Student

Sed
Jn
an—1degrés de liberté. On adapte alors les résultats ci-dessus (phregta2.4. et 4.1.1.2.).

5.2.6. Cas de petits échantillons appariéstest de Wilcoxon
Non traité ici.

5.3. Exemples

5.3.1. Comparaison de deux moyennegl)
Dans un article de la revue "Biometrica", le biologiste Lattenme la longueur (en mm) des oeufs de

Coucou trouveés dans les nids de deux espéces d’oiseaux :

19,8 22,1 21,5 20,9 22,0 21,0 22,3 21,0

20,3 20,9 22,0 22,0 20,8 21,2 21,0
22,0 23,9 20,9 23,8 25,0 24,0 23,8

- dans des nids de taille plus grande (Fauvette) :

21,7 22,8 23,1 23,5 23,0 23,0 23,1

On se demande si le Coucou adapte la taille de ses oeufs Bdaltanid.
On peut considérer la situation suivante.

- dans des nids de petite taille (Roitele{:

Population 1 : oeufs de Coucou dans des nids de Roitelet.

VariableX; : la longueur, variable aléatoire de moyenneet de variance?.
EchantillonE; = (X1,1,X1,2,...,X1p,) de taillen; = 15 deX;j.

Observation de I'échantillone; = (X1,1,X12,....X1n,) = (19,8, 22,1, ..., 21,
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ny ny
Estimateurs(; = n_ll > Xy deu; et = nlni - S deoc?, avecS? = n_ll > X3, - X2
i=1 i=1

Population 2 : oeufs de Coucou dans des nids de Fauvette.
VariableX; : la longueur, variable aléatoire de moyenneet de variance3.
EchantillonEz = (X21,X22,...,X2n,) de taillen, = 14 deXs.

Observation de I'échantillone; = (X2,1,X22,... X2n,) = (22,0, 23,9, ..., 23,).
ny ny
Estimateurs<; = n—12 D> Xojdeus etSE, = - Ny i S5 dec3, avecS = n—12 3X3 - X7
i=1 2= i=1

1) Estimations ponctuelles
a) observation sur I'échantillogy, de taillen; = 15:x7 ~ 21,25 etsz; ~ 0,516 ;
b) observation sur I'échantillo, de taillen, = 14 : Xz ~ 23,11 etsz, ~ 1,101.

2) TestdeHo : 67 = o3 contreH; : 6% # 3.
Les échantillonsE; et E> sont indépendants et on suppose iieet X, suivent les lois normales
Mui;o1) et N(uz;02).

2
Sous I'hypothésély, F = % suit la loi de Snédécor @ — 1,n, — 1) degrés de liberté.
,2
s2 , .
Commef = sgl < 1, on permute les échantillons.

C,2
2

Sous I'hypothéselo, F' = SCTZ suit la loi de Snédécor@;, —1,n; — 1) = (13,14 degrés de liberté.

,1
2

S . .
On calculef’ = S%Z ~ 2,14. On déterming, tel queP(F' > f,) = % (table 5 ou 6) : pourr = 0,05,
c,1
on trouvef, compris entre 2,95 et 3,15 (table 5).
Commef’ < f,, on ne peut rejeteH, et les variances des deux populations ne sont pas différentes
significativement au risque 5%. Pour cette décision de nat;ren ne connait pas la probabilité de se
tromper (erreur de deuxieme espeéce).

3) Test (bilatéral) délo : u1 = u2 contreHy : pu1 + uo.
On an; <30 ouny < 30, et les échantillong; et E; sont indépendants. On suppose glieet X;
suivent les lois normaled/(u1;01) et M(uz;02). On est alors dans le cas de petits échantillons gaussiens
indépendants. D’aprés le test précédent, on peut adnegttreo, = o.

Sous I'hypothéseHy, T = X1 =X,
1 .1 )
o ( N No

Ny + Ny — 2 = 27 degrés de liberté. Comme on a reterfu= 63, cette valeur commune? peut étre estimer
(Mm-S + (N2 - 1)ty

suit approximativement la loi de Student a

parsiy, = S ~ 0,798, et en remplacant par s 12 dansT, on ne modifie pas la loi
1 2~
approchée dé.
On calcule alor$ = X1 - X2 ~ -5,61.

sz (7 + 1)

On déterming, tel queP(-t, < T < t,) = 1— a (table 3) : pouwx = 0,05, on trouve, = 2,052.
Commet ¢ ]-t,,t,[, on rejetteHo avec une probabilité = 0,05 de se tromper. La taille moyenne des
oeufs de Coucou sont différentes dans les nids de RoiteletEdadvettes.

Comme on observe; < Xz, on aurait pu faire le test unilatéral & : 1 = o contreHs : pu1 < uo.
On déterminet;, tel que P(U >1t;) = 1-a, i.e. t, =ty 2, = —tp, : pour a = 0,05, on trouve
t, = —1,703.
Commet < t;, on rejetteHo avec une probabilité de se tromper. La taille moyenne des oeufs de
Coucou dans les nids de Roitelet est inférieure a celle damédssle Fauvettes.
Ainsi, on peut conclure que le Coucou adapte la grosseur deesés & la taille du nid. (Il s’agit d’un
phénomene de mimétisme qui permet aux oeufs de Coucou de passtacilement inapergus.)
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5.3.2. Comparaison de deux moyenneg)

Chez un groupe de 10 malades, on expérimente les effets d’uentient destiné a diminuer la pression
artérielle. On observe les résultats suivants (valeur de laoteasiérielle systolique en cm Hg) :

sujet n° 1, 2| 3/ 4 5 6 7 8 9 10
avant traitement 15 18 17 20 21 18 17 |15 |19 |16
apres traitement 12 16 17 18 17 (15 |18 |14 |16 18

On se demande si le traitement & une action significative.€ih gonsidérer la situation suivante.

Population 1 : malades avant traitement.

VariableX; : la tension, variable aléatoire de moyenneet de variance3.
EchantillonE; = (X1,1,X1,2,...,X1p,) de taillen; = 10 deXj.
Observation de I'échantillone; = (X1,1,X12,....X1n,) = (15,18, ..., 1§.

Population 2 : malades aprés traitement.

VariableX; : la tension, variable aléatoire de moyenneet de variance3.
EchantillonE; = (X2,1,X2,2,...,X2n,) de taillen, = 10 deXs.
Observation de I'échantillone; = (X2.1,Xz2.2, ... X2n,) = (12,16, ... ,18.

Onan; = n; = n =10 < 30 et les échantillong; et E> sont appariés. On suppose dieet X, suivent
les lois normales\V(u1;01) et N(uz;02). On a donc de petits échantillons appariés extraits de paoguosat
gaussiennes.

On considére la variable aléatoir® = X; — Xz, dont un échantillon est(Dl,Dz, ...,Dn), avec

D; = X1 — X2j. Les moyenne et variance corrigée d’échantillon sont dlbes 1 ZD. ety = n 1 S,
i=1 -

avecS? = L Z D2 — D°. Désignons pan = u1 — u» la moyenne dé®.

A partir de 'observation de I'échantillorid;,dy,...,dn) = (3,2,0,2,4,3:1,1,3-2), on obtient les
estimationsl = 1,5 etsgq ~ 1, 96.

Test (unilatéral) dédo : u1 = pu2 contreHs @ p1 > po.
Ce test est équivalent au test (unilatéralHie u = 0 contreH; : u > O (test de conformite).

Sous I'hypothéseély, on sait quer = S[c)d suit la loi de Student a— 1 degrés de liberte.
o

__d
On calculet = Sed ~ 2,42.

Nal
On déterming, tel queP(T < t;,) = 1-a, i.e.t, = ta, (table 3) : pourr = 0,05, on trouve, = 1,833.
Commet > t,, alors on rejetteH, avec une probabilitée de se tromper. On conclut que la tension a

diminé aprés le traitement et donc que ce dernier a une actioificagive.

6. Exercices

Exercice 1 Une usine fabrique des pieces métalliques. Le client rémem sa commande. Dans le lot recu,
il préleve un échantillon de 20 pieces choisies au hasard etraw@se, et mesure les diameétres suivants :

24770 24,9 25,0 25,0 251 251 25,1 252 253 254
24,8) 24,9 25,0 25,0 25,1 25,1 252 253 253 255

1) Préciser la population et le caractére étudiés.

2) Expliquer pourguoi on peut considérer que ce caratere estariable aléatoire. Préciser en particulier
'expérience aléatoire et 'espace probabilisé permettant oedtiélisation.

3) Préciser la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) migeenet leur loi.

4) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de lan@idu diamétre.
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Exercice 2 On admet que le taux de cholestérol chez une femme suit uneotaiale N(u; o). Sur un
échantillon de 10 femmes, on a obtenu les taux de cholegést@/l) suivants :

3018 21 2,7 14 19 22 25 1,7 2,0

1) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et dartdype du taux.
2) Déterminer un intervalle de confiance pour la moyenne dx aauseuil 1%.
3) Déterminer un intervalle de confiance pour I'ecart-type du tawseuil 5%.

Exercice 3 Dans la fabrication de comprimés effervescents, il est préeuchaque comprimé doit contenir
1625 mg de bicarbonate de sodium. Afin de contrdler la fabooatie ces médicaments, on a prélevé un
échantillon de 150 comprimés, et on a mesuré la quantité debbicate de sodium pour chacun d’eux. On a
obtenu les résultats suivants :

Classes| [1610;1615 | ]1615;1620 | 11620;162% | 11625;1630 | 11630; 1633
Effectifs 7 8 42 75 18

1) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et dartdype de la quantité de bicarbonate de
sodium.

2) Déterminer un intervalle de confiance au seuil 5% de la mogate la quantité de bicarbonate de
sodium.

3) Quelle devrait-étre le tailla de I'échantillon pour connaitre la quantité moyenne de bicaateode
sodium a Imgprés ?

Exercice 4 On a mesuré, avant et apres une course de 400 meétres, le poulstéenelnds par minute) de 7
étudiants suivants un cours d’éducation physique :

Avant| 74| 87| 77 99 103 81 60
Aprés| 83 96 99 110 130 95 74

On suppose que I'accroissement du pouls est une variable isdédedoi normaleV(u; o).
Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95 % pour laemog de I'accroissement du pouls.

Exercice 5 Le temps (exprimé en minutes) mis par une mackingour fabriquer une piece suit une loi
Normale N(48,5). La machineA tombant en panne, on fabrique la méme piece avec une maBhide
suppose que le temps de fabrication suit encore une loi Norneaheéine écart-type. Pour un échantillon de
25 pieces, on a obtenu un temps moyen de fabrication daib.l

La machineB a-t-elle les mémes performances que la machifle

Exercice 6 On suppose que chez les femmes non malades, la teneur eglbbme du sang (en g pour 100
mL) est une variable aléatoire de loi normale de moyenne 14,%ead-type 1,1. Sur un échantillon de 20
femmes, on trouve une teneur moyenne en hémoglobine de 1}8etrt-type corrigé de 1,2.

Au risque de 5%, peut-on conclure que la population de femmeisedbrextrait cet échantillon présente
une teneur en hémoglobine normale ? trop faible ?

Exercice 7. Le volume d’une pipette d'un type donné suit une loi nornielg; o). Le fabriqguant annonce un
écart-typeo = 0, 2ul. Pour le vérifier, on pipette 20 fois un liquide. On observe or®/enne de 1@ et un
écart-type de 0,4.

Tester I'affirmation du fabricant.

Exercice 8 Des dosages de I'acide aspartique total de I'urine, en mg/2#été effectués sur deux groupes
d’adultes a régime alimentaire normal. Les dosages ont donmédeltats suivants :

Hommes Femmes
Effectif du groupe 53 48
Moyenne 91,13 112,9
Ecart-type 30,49 48,99

Stéphane Ducay 13



S3 Maths 2017-2018 Statistique Estimation, intervalleatgiance, tests - Moyenne, variance

1) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractere(s) étudig(s), que la(les) taille(s) d’échantillon.
Indiquer le(s) estimations(s) mises en jeu dans la suite.

2) Peut-on considérer, au risque 5%, que les deux populatioiéeés ont le méme dosage d’acide
aspartique ? Justifier votre réponse.

3) Si les deux groupes avaient les mémes moyennes et écartepypedans le tableau ci-dessus, mais
n’étaient constitués que de 12 hommes et 10 femmes chacumajpenn encore appliquer la méthode suivie
au 2) ? En cas de réponse négative, indiquer la démarche a suivre.

Exercice 9 On désire étudier I'effet d’'une nouvelle stratégie de traitanadendiabéte sur la glycémie. On
dose la glycémie chez 15 sujets avant le début du nouveaicptetsérie A) et 3 mois apres (série B) :
A 247 3,09 2,14 2,47 3,06 2,72 2,29 1,90 2,34 2,75 2,67 2,81 2,23 2,20
B 2,30 2,96 2,23 2,34 2,84 2,59 2,15 1,88 2,32 2,65 2,68 2,58 2,02 2,17
Le nouveau protocole est-il efficace, au risque 5% ? Préciséyfastheses a formuler.

Exercice 10 La durée de gestation humaine est en moyenne de 40,5 semaines

1) Dans une maternité, on a noté I'adge gestationnel de 100 aoxveés successifs. On a observé une
moyenne de 38,5 semaines et un écart-type de 5 semaines. @nquensette maternité est spécialisée dans
les accouchements prématurés.

Tester cette hypothése au risque 5%.

2) Dans cette méme maternité, les meres des 100 nouveaux-uastswint recu un traitement inhibant
les contractions utérines. Pour ces nouveaux-nés, on a observeayenne de 39,5 semaines et un écart-type
de 4 semaines.

Tester I'égalité des moyennes des durées de gestation despgzgrawu risque 2%.

Exercice 11 D’apres partiel de novembre 2013

Une usine fabrique, en grande quantité, des plagues de mousgeliréthane utilisées pour le
garnissage automobile. On étudie leur densité exprimée egraihme par métre cube (kg

1) Un client commande des plaques de mousse a l'usine dontriesesgant commercial affirme que la
densité des plaques de mousse commercialisées est en meygé@neure ou égale a 42 kginlLe client
doit donc pouvoir refuser la commande si la densité des ptade@nousse est trop faible.

Souhaitant contréler la qualité de sa livraison, le clientéwélun échantillon de 100 plaques et

mesure la densité de chaque plaque. Les résultats obtenuosms dans le tableau suivant :

Densité enkg.i® | 141,6;41,7 | 141,7;41,8 | 141,8;41,9 | 141,9;42,Q | 142,0;42,1 | 142,1;42,3 | 142,2;42,3

Nombre de plaques 8 5 23 30 12 16 6

a) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractere(s) étudiégs),caue la(les) taille(s) d’échantillon.
Indiquer le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.

b) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de I'¢gpet de la densité des plaques de
mousse.

c) Donner un intervalle de confiance au niveau 95% de la densityenne des plagues de mousse.

d) Effectuer un test statistique, au risque 5%, pour répondaegaiéstion suivante : le client peut-il
refuser la commande ?

f) Le résultat du 1) d) pouvait-il étre obtenu directement a pdttirésultat du 1) c) ?

2) Le client décide de s’approvisionner chez un autre fournisdeplaques de mousse. Dans cette
nouvelle livraison, il préléve un échantillon de 50 plaquessure la densité de chaque plaque et obtient une
moyenne de 42,01 kg.thet un écart-type corrigé de 0,22 kgin

Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre a IatiQnesuivante : le nouveau
fournisseur propose-t-il des plaques de densité supérieurecadedth premiere usine ?
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