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Estimation, intervalle de confiance, test statistique (suite)
Cas d’une ou de deux moyennes, d’une ou de deux variances

1. Introduction
On s’intéresse à l’étude d’uncaractère (quantitatif ou qualitatif) desN individus d’unepopulation. Pour

chacun des individus de la population, le caractère peut a prioriprendre des valeurs aléatoirement différentes.
Ainsi, le caractère peut être représenter par unevariable aléatoireX.

Lorsque le caractère estquantitatif (taille des individus,...),X sera une variable aléatoire égale aux
valeurs du caractère ; on supposera en général queX est une variable aléatoire d’espérance mathématique
(moyenne) �, d’écart-type �, et éventuellement deloi normale.

Lorsqu’on n’a pas accès à l’ensemble de la population, on procède àun échantillonnage, i.e. au choix de
n individus dans la population, sur lesquels on observe la valeur x du caractèreX. On aura ainsi un échantillon
�X1,X2, . . . ,Xn� est unéchantillon de taille n de X ; pour touti � 1, . . . ,n, la variable aléatoireXi correspond
aux valeurs du caractère dui-ème individu obtenu par échantillonage, et aura donc lamême loi de
probabilité que X. De plus, l’échantillonnage étant non-exhaustif (tirages avecremise), les variables
aléatoiresXi sont indépendantes.

Exemple introductif sur la moyenne
On considère un groupe de quatre enfants, Alexis, Benjamin, Cyril et David, d’âges respectifs 12, 13, 14

et 15 ans. Lorsqu’on choisit un enfant au hasard dans le groupe, onpeut considérer :
- X, âge de l’enfant, variable aléatoire de loi uniforme sur�12,13,14,15� :

P�X � 12� � � � P�X � 15� � 1
4

, de moyenne� � 13,5 et d’écart-type� � 1.25 � 1.118 ;

Cherchons à retrouver ou à approcher ces résultats à partir d’échantillons non-exhaustifs (avec remise) de
taille n � 3. Il y en a 43 � 64, ils forment un univers��, ensemble des résultats possibles de l’expérience
aléatoire "choisir un échantillon". On peut munir�� de la tribu des événementsA � � P���� et de
l’équiprobabilité P� sur ���,A ��. A chacun des résultats (échantillons)�, on peut associer la moyenne
X��� � x des âges de l’échantillon. On obtient les résultats présentés dans le tableau page 2.

On définit ainsi une variable aléatoireX, dont on peut obtenir la loi de probabilité :

xi 12,00 12,33 12,67 13,00 13,33 13,67 14,00 14,33 14,67 15,00

P�X � xi � 1/64 3/64 6/64 10/64 12/64 12/64 10/64 6/64 3/64 1/64

On peut alors calculer :
- E�X� � �xiP�X � xi � � 13,5 : on remarque queE�X� � � � E�X�.

- Var�X� � �xi
2P�X � xi � � �E�X��2

� 5
12

: on remarque queVar�X� � �2

n �
Var�X�

n .

2. Estimateur - Estimation

2.1. Moyenne et variance d’échantillon
Considérons un caractère quantitatif représenté par une variablealéatoireX d’espérance mathématique�,

d’écart-type�, et un échantillon�X1,X2, . . . ,Xn� de taillen deX.

Pour chaque échantillonnage on peut calculer la moyenne observée du caractèrex � 1
n �

i�1

n

xi ,

x� � 1
n �

i�1

n

xi
�, ... Ces moyennes observées peuvent être considérées comme lesvaleurs observées de la

variable aléatoireX � Xn � 1
n �

i�1

n

Xi , moyenne d’échantillon.
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� x

�A,A,A� 12

�A,A,B� 12,33

�A,A,C� 12,67

�A,A,D� 13

�A,B,A� 12,33

�A,B,B� 12,67

�A,B,C� 13

�A,B,D� 13,33

�A,C,A� 12,67

�A,C,B� 13

�A,C,C� 13,33

�A,C,D� 13,67

�A,D,A� 13

�A,D,B� 13,33

�A,D,C� 13,67

�A,D,D� 14

� x

�B,A,A� 12,33

�B,A,B� 12,67

�B,A,C� 13

�B,A,D� 13,33

�B,B,A� 12,67

�B,B,B� 13

�B,B,C� 13,33

�B,B,D� 13,67

�B,C,A� 13

�B,C,B� 13,33

�B,C,C� 13,67

�B,C,D� 14

�B,D,A� 13,33

�B,D,B� 13,67

�B,D,C� 14

�B,D,D� 14,33

� x

�C,A,A� 12,67

�C,A,B� 13

�C,A,C� 13,33

�C,A,D� 13,67

�C,B,A� 13

�C,B,B� 13,33

�C,B,C� 13,67

�C,B,D� 14

�C,C,A� 13,33

�C,C,B� 13,67

�C,C,C� 14

�C,C,D� 14,33

�C,D,A� 13,67

�C,D,B� 14

�C,D,C� 14,33

�C,D,D� 14,67

� x

�D,A,A� 13

�D,A,B� 13,33

�D,A,C� 13,67

�D,A,D� 14

�D,B,A� 13,33

�D,B,B� 13,67

�D,B,C� 14

�D,B,D� 14,33

�D,C,A� 13,67

�D,C,B� 14

�D,C,C� 14,33

�D,C,D� 14,67

�D,D,A� 14

�D,D,B� 14,33

�D,D,C� 14,67

�D,D,D� 15

On démontre queE�X� � � (on dit queX est unestimateur sans biaisde�) et Var�X� � �2

n .

Pour une observation�x1,x2, . . . ,xn� de l’échantillon, on dit quex � 1
n �

i�1

n

xi �
�� est uneestimation

ponctuellede�.

De même, on considère lavariance d’échantillon S2 � Sn
2 � 1

n �
i�1

n

�Xi � X�2
� 1

n �
i�1

n

Xi
2 � X2.

On a alorsE�S2� � n � 1
n �2 et S2 est unestimateur avec biais de�2. On considère alors lavariance

corrigée d’échantillon Sc
2 � n

n � 1
S2 : on a alorsE�Sc

2� � �2 et Sc
2 est unestimateursans biais de�2.

Pour une observation�x1,x2, . . . ,xn� de l’échantillon, une estimation ponctuelle de �2 est

sc
2 � n

n � 1
s2 � �

2
avecs2 � 1

n �
i�1

n

xi
2 � x2.

2.2. Loi de probabilité des estimateurs

Cas d’un petit échantillon gaussien: n � 30 etX de loi normaleN��;��

Si� est connu (cas peu utile en pratique), alorsU �
X � �
�
n

suit la loi normaleN�0;1�.

Si� est inconnu, alorsT �
X � �

Sc

n

suit la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.

Cas d’un grand échantillon : n � 30 (etX de loi quelconque)

Dans ce cas,U �
X � �

Sc

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�.

Cas d’un échantillon gaussien: X de loi normaleN��;��
Dans ce cas,Y2 � n � 1

�2 Sc
2 suit la loi de khi deux àn � 1 degrés de liberté.
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3. Intervalle de confiance

3.1. Pour une moyenne�
Considérons un caractère quantitatif représenté par une variablealéatoireX d’espérance mathématique�,

d’écart-type�, et un échantillon�X1,X2, . . . ,Xn� de taillen deX. La moyenne d’échantillon estX � 1
n �

i�1

n

Xi

et la variance corrigée d’échantillon estSc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

�Xi � X�2
� 1

n �
i�1

n

Xi
2 � X2.

3.1.1. Cas d’un petit échantillon gaussien: n � 30et X de loi normaleN��;��
3.1.1.1. Cas� connu (peu utile en pratique)

On sait queU �
X � �
�
n

suit la loi normaleN�0;1�.

On fixe une valeur� � �0,1�. On peut trouver un réelu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � � (voir table 2).

On a alors 1� � � P �u� �
X � �
�
n

� u� � P � �
n

u� � X � � � �
n

u�

� P �X � �
n

u� � �� � �X � �
n

u� � P X � �
n

u� � � � X � �
n

u� .

On dit queI� � X � �
n

u� , X � �
n

u� est unintervalle de confiance de� au niveau1 � � (ou au

seuil�). En pratique, on a une observationx deX, d’où une observation de cet intervalle :

i� � x � �
n

u� , x � �
n

u� .

3.1.1.2. Cas� inconnu

On sait queT �
X � �

Sc

n

suit la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.

On détermine alors le réelt� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � (table 3). On en déduit unintervalle de
confiance de� au niveau1 � � :

i� � x � sc

n
t� , x �

sc

n
t� .

3.1.2. Cas d’un grand échantillon : n � 30

On sait queU �
X � �

Sc

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�. On procède alors comme au

3.1.1.1. en remplaçant� parsc et on obtient unintervalle de confiance approché de� au niveau1 � � :

i� � x � sc

n
u� , x �

sc

n
u�

3.2. Pour une variance�2

Considérons un caractère quantitatif représenté par une variablealéatoireX de loi normaleN��;��, et un
échantillon �X1,X2, . . . ,Xn� de taille n de X. La moyenne d’échantillon estX et la variance corrigée
d’échantillon estSc

2 � n
n � 1

S2.

Alors Y2 � n � 1
�2 Sc

2 suit la loi de khi deux àn � 1 degrés de liberté.

On détermine alors les réelsa� et b� tels queP�Y2 � a�� � 1 � �
2

et P�Y2 � b�� � �
2

(table 4).

On a alors

1 � � � P a� � n � 1
�2 Sc

2 � b� � P 1
b�

� �2

�n � 1�Sc
2 � 1

a�
� P

�n � 1�Sc
2

b�
� �2 �

�n � 1�Sc
2

a�
.

On en déduit unintervalle de confiance de la variance�2 au niveau1 � � :

i�2 � n � 1
b�

sc
2 , n � 1

a�
sc

2 .
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3.3. Exemple
Un échantillon de 30 enfants d’une ville donnée à fourni les tailles suivantss (en cm) :

70 85 93 99 101 105 110 121 138 166

74 85 93 99 102 106 110 125 140 180

79 87 94 99 102 107 114 128 147 180

On peut considérer la situation suivante.
Population : les enfants de la ville considérée.
Caractère : la taille, variable aléatoire de moyenne� et de variance�2 (écart-type�).
Echantillon�X1,X2, . . . ,Xn� de taillen � 30 deX.
Observation de l’échantillon :�x1,x2, . . . ,xn� � �70,74,79, . . . ,180�.

1) Estimateurs

a) de la moyenne� : X � 1
n �

i�1

n

Xi ; b) de la variance�2 : Sc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � X2.

2) Estimations ponctuelles

a) de la moyenne� : x � 1
n �

i�1

n

xi �
1
30

� 3339� 111,3 ;

b) de la variance�2 : s2 � 1
n �

i�1

n

xi
2 � x2 � 1

30
� 395347� �111,3�2 � 790,54 ;

et doncsc
2 � n

n � 1
s2 � 30

29
� 790,54� 817,80 ;

c) de l’écart-type� : sc � sc
2 � 28,60.

3) Intervalle de confiance
a) de la moyenne�

1ère méthode : X supposée de loi normaleN��;��, � inconnu

T �
X � �

Sc

n

suit la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.

On détermine le réelt� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � (table 3).

On en déduit un intervalle de confiance de� au niveau 1� � : i� � x � sc

n
t� ; x �

sc

n
t� .

On an � 30 etn � 1 � 29. Pour� � 0,05 (i.e. 5%�, on at� � 2,045,
et donc un intervalle de confiance de� au niveau 0,95 (i.e. 95%) esti� � 100,6 ; 122,0 .
2ème méthode : grand échantillon (n� 30, pas d’hypothèse sur la loi de X)

U �
X � �

Sc

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�.

On détermine le réelu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �.

On en déduit un intervalle de confiance de� au niveau 1� � : i� � x � sc

n
u� ; x �

sc

n
u� .

On an � 30. Pour� � 0,05 (i.e. 5%�, on au� � 1,96,
et donc un intervalle de confiance de� au niveau 0,95 (i.e. 95%) esti� � 101,1 ; 121,5 .

b) de la variance�2 : X supposée de loi normaleN��;��
Y2 � n � 1

�2 Sc
2 suit la loi de khi deux àn � 1 degrés de liberté.

On détermine alors les réelsa� et b� tels queP�Y2 � a�� � 1 � �
2

et P�Y2 � b�� � �
2

(table 4).

On en déduit un intervalle de confiance de�2 au niveau 1� � : i�2 � n � 1
b�

sc
2 ; n � 1

a�
sc

2 .

On an � 30 etn � 1 � 29. Pour� � 0,05 (i.e. 5%�, on aa� � 16,05 etb� � 45,72,
et donc un intervalle de confiance de�2 au niveau 0,95 (i.e. 95%) esti�2 � 518,73 ; 1477,65.
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4. Test de conformité

4.1. Pour une moyenne�
Considérons un caractère quantitatif représenté par une variablealéatoireX d’espérance mathématique�,

d’écart-type�, et un échantillon�X1,X2, . . . ,Xn� de taillen deX. La moyenne d’échantillon estX � 1
n �

i�1

n

Xi

et la variance corrigée d’échantillon estSc
2 � n

n � 1
S2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

�Xi � X�2
� 1

n �
i�1

n

Xi
2 � X2.

4.1.1. Cas d’un petit échantillon gaussien: n � 30et X de loi normaleN��;��
4.1.1.1. Cas� connu (exemple introductif)

Il s’agit de faire un choix entre plusieurs hypothèses possiblessur � sans disposer d’informations
suffisantes pour que ce choix soit sûr. On met en avant deux hypothèses privilégiées :l’hypothèse nulle H0 et
l’hypothèse alternative H1. Par exemple, on testeraH0 : � � �0 contre H1 : � � �0, avec �0 fixé
arbitrairement. On veut savoir si l’on doit rejeterH0 ou pas.

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On utilise alors une variable aléatoire dont on connait la loi deprobabilité lorsqueH0 est vraie. Par

exempleU �
X � �
�
n

, car lorsqueH0 est vraie, on sait queU �
X � �0

�
n

suit la loiN�0;1�.

On fixe une valeur� � �0,1�. En général, on prend� petit, le plus souvent 0,05, 0,01, 0,001. On peut
trouver un réelu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �. Ce réelu� peut être trouvé dans la table 2.

On est donc amené à comparer la moyenneX de l’échantillon à la moyenne théorique� � �0.
L’hypothèse H0 signifiera que les différences observées sont seulement dûes aux fluctuations
d’échantillonnage (i.e. ne sont pas significatives).

On ne rejettera pasH0 si les différences observées ne sont pas significatives, c’est-à-dire siU est "petite",
ce que l’on peut traduire par�u� � U � u�, c’est-à-dire|U| � u�.

On rejetera doncH0 si les différences observées sont significatives, ce que l’on peut traduire parU � u�

ou U � �u�, c’est-à-dire|U| � u�. Par construction deu�, on aP�U � u�� � P�U � �u�� � �
2

, soit encore

P�|U| � u�� � �, i.e.P�U � ��u�,u� �� � �.

En pratique, on calculeu �
x � �0
�
n

et on décide

- de rejeterH0 si u � ��u�,u� �, car siH0 était vraie, l’événementU � ��u�,u� � aurait une probabilité
faible de se réaliser ; on pourra dire que la valeur observéex n’est pas conforme à la valeur théorique�0 mais
on ne pourra pas donner de valeur acceptable de� ;

- de ne pas rejeterH0 si u � ��u�,u� �, car si H0 était vraie, l’événementU � ��u�,u� � aurait une
probabilité forte de se réaliser ; on pourra dire que la valeur observéex est conforme à la valeur théorique�0

et que la valeur�0 ne peut être rejeter. Attention : d’autres valeurs�0
� , �0

��, ... peuvent également convenir.

Erreurs de décision.
Lorsqu’on rejetteH0 alors queH0 est vraie, on commet une erreur. On a donc une probabilité� de se

tromper : � est appeléeerreur de première espèce. En effet, lorsque H0 est vraie, on a
P�U � ��u�,u� �� � �.

Lorsque l’on ne rejette pasH0 alors queH0 est fausse, on commet une erreur. On a une probabilité� de se
tromper :� est appeléeerreur de deuxième espèce. Cette erreur est difficilement calculable. La plupart du
temps, on ne connait pas la loi deU lorsqueH0 est fausse. La valeur 1� � est appelée lapuissance du test.

Test (unilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On détermineu�

� tel queP�U � u�
� � � �, i.e.P�U � u�

� � � 1 � �, i.e.u�
� � ��1�1 � �� � u2�, et on décide

que :
- si u � u�

� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � u�

� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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4.1.1.2. Cas� inconnu

On sait queT �
X � �

Sc

n

suit la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.

On détermine alors le réelt� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � (table 3).

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.

On calculet �
x � �0

sc

n

. On déterminet� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � et on décide que :

- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On déterminet�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�, et on décide que :
- si t � t�� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � t�� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On déterminet��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�, et on décide que :
- si t � t���, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � t���, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

4.1.2. Cas d’un grand échantillon : n � 30

On sait queU �
X � �

Sc

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�.

Test (bilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.

On calculeu �
x � �0

sc

n

. On détermineu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �, et on décide que :

- si u � ��u�,u� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � ��u�,u� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
Test (unilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On détermineu�

� tel queP�U � u�
� � � 1 � �, i.e.u�

� � ��1�1 � �� � u2�, et on décide que :
- si u � u�

� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � u�

� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : � � �0 contre H1 : � � �0.
On détermineu�

�� tel queP�U � u�
��� � 1 � �, i.e.u�

�� � ��1��� � u2�2� � �u2�, et on décide que :
- si u � u�

��, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � u�

��, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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4.1.3. Exemple
Dans une usine du secteur de l’agroalimentaire, une machine à embouteiller est alimentée par un réservoir

d’eau et par une file d’approvisionnement en bouteilles vides.Pour contrôler le bon fonctionnement de la
machine, on veut construire un test d’hypothèse bilatéral qui sera mis en oeuvre toutes les heures.

Pour une production d’une heure, on suppose que la variable aléatoire X qui à toute bouteille, prise au
hasard dans cette production, associe le volume d’eau (en litres)qu’elle contient, est une variable aléatoire
d’espérance� et d’écart-type� inconnus.On considère que la machine est bien réglée lorsque levolume
d’eau moyen dans une bouteille est� � 1,5 l.

On a prélevé un échantillon de 100 bouteilles, et on a obtenu unvolume d’eau moyen de 1,495l et un
écart-type corrigé de 0,01l. Peut-on conclure, au risque 5%, que la machine est bien réglée ?

On peut considérer la situation suivante.
Population : bouteilles produites
VariableX : volume d’eau, variable aléatoire de moyenne� et d’écart-type�.
EchantillonE � �X1,X2, . . . ,Xn� de taillen � 100 deX.
Observation de l’échantillon :e � �x1,x2, . . . ,xn�.

EstimateursX � 1
n �

i�1

n

Xi de� et Sc
2 � n

n � 1
S2 de�2, avecS2 � 1

n �
i�1

n

Xi
2 � X2.

Estimations ponctuelles :x � 1,495 etsc � 0,01.

On an � 100 � 30 donc un grand échantillon.
On effectue un test (bilatéral) deH0 : � � �0 contreH1 : � � �0.

On sait queU �
X � �

Sc

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�.

On calculeu �
x � �0

sc

n

�
1,495� 1,5

0,01
100

� �5.

On détermineu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � � (table 2) : pour� � 0,05, on trouveu� � 1,96.
Commeu � ��u�,u� �, on rejetteH0 avec une probabilité� � 0,05 de se tromper : la machine n’est pas

bien réglée.

4.2. Pour une variance�2

Considérons un caractère quantitatif représenté par une variablealéatoireX de loi normaleN��;��, et un
échantillon �X1,X2, . . . ,Xn� de taille n de X. La moyenne d’échantillon estX et la variance corrigée
d’échantillon estSc

2 � n
n � 1

S2.

Alors Y2 � n � 1
�2 Sc

2 suit la loi de khi deux àn � 1 degrés de liberté.

Test (bilatéral)de H0 : �2 � �0
2 contre H1 : �2 � �0

2.
On calculey2 � n � 1

�0
2 sc

2. On déterminea� et b� tels queP�Y2 � a�� � 1 � �
2

et P�Y2 � b�� � �
2

(table 4). On a doncP�Y2 � �a�,b� �� � P�a� � Y2 � b�� � 1 � � et P�Y2 � �a�,b� �� � �. On décide que :
- si y2 � �a�,b� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si y2 � �a�,b� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �2 � �0
2 contre H1 : �2 � �0

2.
On détermineb�

� tel queP�Y2 � b�
� � � �, i.e.b�

� � b2� et on décide que :
- si y2 � b�

� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si y2 � b�

� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �2 � �0
2 contre H1 : �2 � �0

2.
On déterminea�

�� tel queP�Y2 � a�
��� � 1 � �, i.e.a�

�� � a2� et on décide que :
- si y2 � a�

��, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si y2 � a�

��, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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5. Test d ’homogénéité

Dans deux populationsP1 et P2, on étudie un même caractère. On cherche à comparer les deux
populations quant à ce caractère, et donc à savoir si elles sonthomogènes ou pas.

5.1. Comparaison de deux variances
SoientX1 et X2 des variables aléatoires représentant le caractère dans chaque population, de moyennes

respectives�1 et �2, d’écart-types respectifs�1 et �2. De P1 et P2 on extrait un échantillon
E1 � �X1,1,X1,2, . . . ,X1,n1 � de taillen1 deX1 et un échantillonE2 � �X2,1,X2,2, . . . ,X2,n2 � de taillen2 deX2.

Les moyennes d’échantillon sont alorsX1 � 1
n1
�
i�1

n1

X1,i et X2 � 1
n2
�
i�1

n2

X2,i , et les variances corrigées

d’échantillonSc,1
2 �

n1

n1 � 1
S1

2 et Sc,2
2 �

n2

n2 � 1
S2

2, avecS1
2 � 1

n1
�
i�1

n1

X1,i
2 � X1

2 et S2
2 � 1

n2
�
i�1

n2

X2,i
2 � X2

2.

5.1.1. Cas d’échantillons indépendants
Les échantillonsE1 et E2 sont supposés indépendants. On suppose de plus queX1 et X2 suivent les lois

normalesN��1;�1� etN��2;�2�.

Test deH0 : �1
2 � �2

2 contre H1 : �1
2 � �2

2.

Sous l’hypothèseH0, F �
Sc,1

2

Sc,2
2 suit la loi de Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� degrés de liberté.

On calculef �
sc,1

2

sc,2
2 . Si nécesaire, on permute les échantillons de sorte quef � 1. On déterminef� tel que

P�F � f�� � �
2

(table 5 ou 6), et on décide que :

- si f � f�, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si f � f�, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

5.1.2. Cas d’échantillons appariés

Deux échantillonsE1 et E2 sont ditsappariéslorsque chaque observationx1,i de E1 est associée à une
valeurx2,i deE2 (appariés� associés par paires). C’est par exemple le cas lorsqueE1 et E2 proviennent d’un
même groupe de malades avant et après traitement. Deux échantillons appariés ont donc la même taille
n1 � n2 � n.

On suppose queE1 et E2 sont appariés et queX1 et X2 suivent les lois normalesN��1;�1� etN��2;�2�.

Test deH0 : �1
2 � �2

2 contre H1 : �1
2 � �2

2.

Sous l’hypothèseH0, T �
�Sc,1

2 � Sc,2
2 � n � 2

2 Sc,1
2 Sc,2

2 � 1
�n � 1�2 �

i�1

n

�X1,i � X1��X2,i � X2�

suit la loi de Student àn � 2

degrés de liberté. On calculet �
�sc,1

2 � sc,2
2 � n � 2

2 sc,1
2 sc,2

2 � 1
�n � 1�2 �

i�1

n

�x1,i � x1��x2,i � x2�

. On déterminet� tel que

P��t� � T � t�� � 1 � � (table 3), et on décide que :
- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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5.2. Comparaison de deux moyennes

5.2.1. Cas de grands échantillons indépendants
On suppose quen1 � 30 etn2 � 30, et que les échantillonsE1 et E2 sont indépendants.

Test (bilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.

Sous l’hypothèseH0, U �
X1 � X2

�1
2

n1
�

�2
2

n2

suit approximativement la loi normaleN�0;1�. Le résultat

reste valable si on remplace�1
2 et �2

2 par leurs estimationssc,1
2 et sc,2

2 . On calculeu �
x1 � x2

sc,1
2

n1
�

sc,2
2

n2

. On

détermineu� tel queP��u� � U � u�� � 1 � �, i.e.u� � ��1 1 � �
2

(table 2) et on décide que :

- si u � ��u�,u� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � ��u�,u� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
On détermineu�

� tel queP�U � u�
� � � 1 � �, i.e.u�

� � ��1�1 � �� � u2�, et on décide que :
- si u � u�

� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � u�

� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
On détermineu�

�� tel queP�U � u�
��� � 1 � �, i.e.u�

�� � ��1��� � u2�2� � �u2�, et on décide que :
- si u � u�

��, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si u � u�

��, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

5.2.2. Cas de petits échantillons indépendants extraits de populations gaussiennes
On suppose quen1 � 30 oun2 � 30, et que les échantillonsE1 et E2 sont indépendants. On suppose de

plus queX1 et X2 suivent les lois normalesN��1;�1� etN��2;�2�, et que�1 � �2 � �.

Test (bilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.

Sous l’hypothèseH0, T �
X1 � X2

� 1
n1

� 1
n2

suit approximativement la loi de Student àn1 � n2 � 2

degrés de liberté. Comme on ne connait pas�1 � �2, on doit d’abord tester l’égalité des variances�1
2 � �2

2

(paragraphe 2.1.1.). Si cette hypothèse est retenue, alors cette valeur commune�2 peut être estimer par

sc,1,2
2 �

�n1 � 1�sc,1
2 � �n2 � 1�sc,2

2

n1 � n2 � 2
On calculet � x1 � x2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

. On déterminet� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � (table 3) et on

décide que
- si t � ��t�, t� �, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � ��t�, t� �, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
On déterminet�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2�, et on décide que :
- si t � t�� , alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � t�� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
On déterminet��� tel queP�T � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2�, et on décide que :
- si t � t���, alors on ne peut rejeterH0 ;
- si t � t���, alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper.
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5.2.3. Cas de petits échantillons indépendants: test de Mann et Whitney
Non traité ici.

5.2.4. Cas de grands échantillons appariés
On suppose quen1 � n2 � n � 30, et que les échantillonsE1 et E2 sont appariés.
On considère la variable aléatoireD � X1 � X2, dont un échantillon est�D1,D2, . . . ,Dn�, avec

D i � X1,i � X2,i . Les moyenne et variance corrigée d’échantillon sont alorsD � 1
n �

i�1

n

D i et Sc,d
2 � n

n � 1
Sd

2,

avecSd
2 � 1

n �
i�1

n1

D i
2 � D2. Désignons par� � �1 � �2 la moyenne deD.

Puisquen � 30,U �
D � �
Sc,d

n

suit approximativement la loi normaleN�0;1�.

Test (bilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
Ce test est équivalent au test (bilatéral) deH0 : � � 0 contreH1 : � � 0 (paragraphe 4.1.2.).

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
Ce test est équivalent au test (unilatéral) deH0 : � � 0 contreH1 : � � 0 (paragraphe 4.1.2.).

Test (unilatéral)de H0 : �1 � �2 contre H1 : �1 � �2.
Ce test est équivalent au test (unilatéral) deH0 : � � 0 contreH1 : � � 0 (paragraphe 4.1.2.).

5.2.5. Cas de petits échantillons appariés extraits de populations gaussiennes
On suppose quen1 � n2 � n � 30, que les échantillonsE1 et E2 sont appariés et queX1 et X2 suivent les

lois normalesN��1;�1� etN��2;�2�.

Les notations sont les mêmes que dans le paragraphe 5.2.4. Dansce cas,T �
D � �
Sc,d

n

suit la loi de Student

à n � 1 degrés de liberté. On adapte alors les résultats ci-dessus (paragraphes 5.2.4. et 4.1.1.2.).

5.2.6. Cas de petits échantillons appariés: test de Wilcoxon
Non traité ici.

5.3. Exemples

5.3.1. Comparaison de deux moyennes(1)
Dans un article de la revue "Biometrica", le biologiste Latter donne la longueur (en mm) des oeufs de

Coucou trouvés dans les nids de deux espèces d’oiseaux :

- dans des nids de petite taille (Roitelet) :
19,8 22,1 21,5 20,9 22,0 21,0 22,3 21,0

20,3 20,9 22,0 22,0 20,8 21,2 21,0

- dans des nids de taille plus grande (Fauvette) :
22,0 23,9 20,9 23,8 25,0 24,0 23,8

21,7 22,8 23,1 23,5 23,0 23,0 23,1

On se demande si le Coucou adapte la taille de ses oeufs à la taille du nid.
On peut considérer la situation suivante.

Population 1 : oeufs de Coucou dans des nids de Roitelet.
VariableX1 : la longueur, variable aléatoire de moyenne�1 et de variance�1

2.
EchantillonE1 � �X1,1,X1,2, . . . ,X1,n1 � de taillen1 � 15 deX1.
Observation de l’échantillon :e1 � �x1,1,x1,2, . . . ,x1,n1 � � 19,8 , 22,1 , . . . , 21,0.
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EstimateursX1 � 1
n1

�
i�1

n1

X1,i de�1 et Sc,1
2 �

n1

n1 � 1
S1

2 de�1
2, avecS1

2 � 1
n1

�
i�1

n1

X1,i
2 � X1

2.

Population 2 : oeufs de Coucou dans des nids de Fauvette.
VariableX2 : la longueur, variable aléatoire de moyenne�2 et de variance�2

2.
EchantillonE2 � �X2,1,X2,2, . . . ,X2,n2 � de taillen2 � 14 deX2.
Observation de l’échantillon :e2 � �x2,1,x2,2, . . . ,x2,n2 � � 22,0 , 23,9 , . . . , 23,1.

EstimateursX2 � 1
n2

�
i�1

n2

X2,i de�2 et Sc,2
2 �

n2

n2 � 1
S2

2 de�2
2, avecS2

2 � 1
n2

�
i�1

n2

X2,i
2 � X2

2.

1) Estimations ponctuelles
a) observation sur l’échantillone1 de taillen1 � 15 : x1 � 21,25 etsc,1

2 � 0,516 ;
b) observation sur l’échantillone2 de taillen2 � 14 : x2 � 23,11 etsc,2

2 � 1,101.

2) Test deH0 : �1
2 � �2

2 contreH1 : �1
2 � �2

2.
Les échantillonsE1 et E2 sont indépendants et on suppose queX1 et X2 suivent les lois normales

N��1;�1� etN��2;�2�.

Sous l’hypothèseH0, F �
Sc,1

2

Sc,2
2 suit la loi de Snédécor à�n1 � 1,n2 � 1� degrés de liberté.

Commef �
sc,1

2

sc,2
2 � 1, on permute les échantillons.

Sous l’hypothèseH0, F � �
Sc,2

2

Sc,1
2 suit la loi de Snédécor à�n2 � 1,n1 � 1� � �13,14� degrés de liberté.

On calculef � �
sc,2

2

sc,1
2 � 2,14. On déterminef� tel queP�F � � f�� � �

2
(table 5 ou 6) : pour� � 0,05,

on trouvef� compris entre 2,95 et 3,15 (table 5).
Commef � � f�, on ne peut rejeterH0 et les variances des deux populations ne sont pas différentes

significativement au risque 5%. Pour cette décision de non-rejet, on ne connait pas la probabilité de se
tromper (erreur de deuxième espèce).

3) Test (bilatéral) deH0 : �1 � �2 contreH1 : �1 � �2.
On an1 � 30 oun2 � 30, et les échantillonsE1 et E2 sont indépendants. On suppose queX1 et X2

suivent les lois normalesN��1;�1� et N��2;�2�. On est alors dans le cas de petits échantillons gaussiens
indépendants. D’après le test précédent, on peut admettre�1 � �2 � �.

Sous l’hypothèseH0, T �
X1 � X2

� 1
n1

� 1
n2

suit approximativement la loi de Student à

n1 � n2 � 2 � 27 degrés de liberté. Comme on a retenu�1
2 � �2

2, cette valeur commune�2 peut être estimer

parsc,1,2
2 �

�n1 � 1�sc,1
2 � �n2 � 1�sc,2

2

n1 � n2 � 2
� 0,798, et en remplaçant� parsc,1,2 dansT, on ne modifie pas la loi

approchée deT.
On calcule alorst � x1 � x2

sc,1,2
1
n1

� 1
n2

� �5,61.

On déterminet� tel queP��t� � T � t�� � 1 � � (table 3) : pour� � 0,05, on trouvet� � 2,052.
Commet � ��t�, t� �, on rejetteH0 avec une probabilité� � 0,05 de se tromper. La taille moyenne des

oeufs de Coucou sont différentes dans les nids de Roitelet et de Fauvettes.

Comme on observex1 � x2, on aurait pu faire le test unilatéral deH0 : �1 � �2 contreH1 : �1 � �2.
On déterminet��� tel que P�U � t���� � 1 � �, i.e. t��� � t2�2� � �t2� : pour � � 0,05, on trouve

t��� � �1,703.
Commet � t���, on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper. La taille moyenne des oeufs de

Coucou dans les nids de Roitelet est inférieure à celle dans lesnids de Fauvettes.
Ainsi, on peut conclure que le Coucou adapte la grosseur de ses oeufs à la taille du nid. (Il s’agit d’un

phénomène de mimétisme qui permet aux oeufs de Coucou de passer plus facilement inaperçus.)
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5.3.2. Comparaison de deux moyennes(2)

Chez un groupe de 10 malades, on expérimente les effets d’un traitement destiné à diminuer la pression
artérielle. On observe les résultats suivants (valeur de la tension artérielle systolique en cm Hg) :

sujet n° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

avant traitement 15 18 17 20 21 18 17 15 19 16

après traitement 12 16 17 18 17 15 18 14 16 18

On se demande si le traitement à une action significative. On peut considérer la situation suivante.

Population 1 : malades avant traitement.
VariableX1 : la tension, variable aléatoire de moyenne�1 et de variance�1

2.
EchantillonE1 � �X1,1,X1,2, . . . ,X1,n1 � de taillen1 � 10 deX1.
Observation de l’échantillon :e1 � �x1,1,x1,2, . . . ,x1,n1 � � 15,18, . . . , 16 .

Population 2 : malades après traitement.
VariableX2 : la tension, variable aléatoire de moyenne�2 et de variance�2

2.
EchantillonE2 � �X2,1,X2,2, . . . ,X2,n2 � de taillen2 � 10 deX2.
Observation de l’échantillon :e2 � �x2,1,x2,2, . . . ,x2,n2 � � 12,16, . . . ,18 .

On an1 � n2 � n � 10 � 30 et les échantillonsE1 et E2 sont appariés. On suppose queX1 et X2 suivent
les lois normalesN��1;�1� etN��2;�2�. On a donc de petits échantillons appariés extraits de populations
gaussiennes.

On considère la variable aléatoireD � X1 � X2, dont un échantillon est�D1,D2, . . . ,Dn�, avec

D i � X1,i � X2,i . Les moyenne et variance corrigée d’échantillon sont alorsD � 1
n �

i�1

n

D i et Sc,d
2 � n

n � 1
Sd

2,

avecSd
2 � 1

n �
i�1

n1

D i
2 � D2. Désignons par� � �1 � �2 la moyenne deD.

A partir de l’observation de l’échantillon�d1,d2, . . . ,dn� � �3,2,0,2,4,3,�1,1,3,�2�, on obtient les
estimationsd � 1,5 etsc,d � 1,96.

Test (unilatéral) deH0 : �1 � �2 contreH1 : �1 � �2.
Ce test est équivalent au test (unilatéral) deH0 : � � 0 contreH1 : � � 0 (test de conformité).

Sous l’hypothèseH0, on sait queT � D
Sc,d

n

suit la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.

On calculet � d
sc,d

n

� 2,42.

On déterminet�� tel queP�T � t�� � � 1 � �, i.e. t�� � t2� (table 3) : pour� � 0,05, on trouvet�� � 1,833.
Commet � t�� , alors on rejetteH0 avec une probabilité� de se tromper. On conclut que la tension a

diminé après le traitement et donc que ce dernier a une action significative.

6. Exercices

Exercice 1. Une usine fabrique des pièces métalliques. Le client réceptionne sa commande. Dans le lot reçu,
il prélève un échantillon de 20 pièces choisies au hasard et avec remise, et mesure les diamètres suivants :

24,7 24,9 25,0 25,0 25,1 25,1 25,1 25,2 25,3 25,4

24,8 24,9 25,0 25,0 25,1 25,1 25,2 25,3 25,3 25,5

1) Préciser la population et le caractère étudiés.
2) Expliquer pourquoi on peut considérer que ce caratère est une variable aléatoire. Préciser en particulier

l’expérience aléatoire et l’espace probabilisé permettant cettemodélisation.
3) Préciser la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) mis enjeu et leur loi.
4) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de la variance du diamètre.
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Exercice 2. On admet que le taux de cholestérol chez une femme suit une loinormaleN��;��. Sur un
échantillon de 10 femmes, on a obtenu les taux de cholestétol(en g/l) suivants :

3,0 1,8 2,1 2,7 1,4 1,9 2,2 2,5 1,7 2,0

1) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type du taux.
2) Déterminer un intervalle de confiance pour la moyenne du taux au seuil 1%.
3) Déterminer un intervalle de confiance pour l’ecart-type du taux au seuil 5%.

Exercice 3. Dans la fabrication de comprimés effervescents, il est prévu que chaque comprimé doit contenir
1625 mg de bicarbonate de sodium. Afin de contrôler la fabrication de ces médicaments, on a prélevé un
échantillon de 150 comprimés, et on a mesuré la quantité de bicarbonate de sodium pour chacun d’eux. On a
obtenu les résultats suivants :

Classes �1610;1615� �1615;1620� �1620;1625� �1625;1630� �1630;1635�

Effectifs 7 8 42 75 18

1) Déterminer une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type de la quantité de bicarbonate de
sodium.

2) Déterminer un intervalle de confiance au seuil 5% de la moyenne de la quantité de bicarbonate de
sodium.

3) Quelle devrait-être le taillen de l’échantillon pour connaître la quantité moyenne de bicarbonate de
sodium à 1mgprès ?

Exercice 4. On a mesuré, avant et après une course de 400 mètres, le pouls (en battements par minute) de 7
étudiants suivants un cours d’éducation physique :

Avant 74 87 77 99 103 81 60

Après 83 96 99 110 130 95 74

On suppose que l’accroissement du pouls est une variable aléatoire de loi normaleN��;��.
Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95 % pour la moyenne de l’accroissement du pouls.

Exercice 5. Le temps (exprimé en minutes) mis par une machineA pour fabriquer une pièce suit une loi
NormaleN�48,5�. La machineA tombant en panne, on fabrique la même pièce avec une machineB. On
suppose que le temps de fabrication suit encore une loi Normale de même écart-type. Pour un échantillon de
25 pièces, on a obtenu un temps moyen de fabrication de 51min.

La machineB a-t-elle les mêmes performances que la machineA ?

Exercice 6. On suppose que chez les femmes non malades, la teneur en hémoglobine du sang (en g pour 100
mL) est une variable aléatoire de loi normale de moyenne 14,5 et d’écart-type 1,1. Sur un échantillon de 20
femmes, on trouve une teneur moyenne en hémoglobine de 13,8 etun écart-type corrigé de 1,2.

Au risque de 5%, peut-on conclure que la population de femmes dont est extrait cet échantillon présente
une teneur en hémoglobine normale ? trop faible ?

Exercice 7. Le volume d’une pipette d’un type donné suit une loi normaleN��;��. Le fabriquant annonce un
écart-type� � 0,2�l. Pour le vérifier, on pipette 20 fois un liquide. On observe unemoyenne de 10�l et un
écart-type de 0,4�l.

Tester l’affirmation du fabricant.

Exercice 8. Des dosages de l’acide aspartique total de l’urine, en mg/24h, ont été effectués sur deux groupes
d’adultes à régime alimentaire normal. Les dosages ont donné lesrésultats suivants :

Hommes Femmes

Effectif du groupe 53 48

Moyenne 91,13 112,9

Ecart-type 30,49 48,99
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1) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractère(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon.
Indiquer le(s) estimations(s) mises en jeu dans la suite.

2) Peut-on considérer, au risque 5%, que les deux populations étudiées ont le même dosage d’acide
aspartique ? Justifier votre réponse.

3) Si les deux groupes avaient les mêmes moyennes et écart-typesque dans le tableau ci-dessus, mais
n’étaient constitués que de 12 hommes et 10 femmes chacun, pourrait-on encore appliquer la méthode suivie
au 2) ? En cas de réponse négative, indiquer la démarche à suivre.

Exercice 9. On désire étudier l’effet d’une nouvelle stratégie de traitement du diabète sur la glycémie. On
dose la glycémie chez 15 sujets avant le début du nouveau protocole (série A) et 3 mois après (série B) :

A 2,47 3,09 2,14 2,47 3,06 2,72 2,29 1,90 2,34 2,75 2,67 2,80 2,51 2,23 2,20
B 2,30 2,96 2,23 2,34 2,84 2,59 2,15 1,88 2,32 2,65 2,68 2,58 2,43 2,02 2,17

Le nouveau protocole est-il efficace, au risque 5% ? Préciser leshypothèses à formuler.

Exercice 10. La durée de gestation humaine est en moyenne de 40,5 semaines.
1) Dans une maternité, on a noté l’âge gestationnel de 100 nouveaux-nés successifs. On a observé une

moyenne de 38,5 semaines et un écart-type de 5 semaines. On pense que cette maternité est spécialisée dans
les accouchements prématurés.

Tester cette hypothèse au risque 5%.
2) Dans cette même maternité, les mères des 100 nouveaux-nés suivants ont reçu un traitement inhibant

les contractions utérines. Pour ces nouveaux-nés, on a observé une moyenne de 39,5 semaines et un écart-type
de 4 semaines.

Tester l’égalité des moyennes des durées de gestation des 2 groupes au risque 2%.

Exercice 11. D’après partiel de novembre 2013
Une usine fabrique, en grande quantité, des plaques de mousse en polyuréthane utilisées pour le

garnissage automobile. On étudie leur densité exprimée en kilogramme par mètre cube (kg.m�3).
1) Un client commande des plaques de mousse à l’usine dont le représentant commercial affirme que la

densité des plaques de mousse commercialisées est en moyennesupérieure ou égale a 42 kg.m�3. Le client
doit donc pouvoir refuser la commande si la densité des plaques de mousse est trop faible.

Souhaitant contrôler la qualité de sa livraison, le client prélève un échantillon de 100 plaques et
mesure la densité de chaque plaque. Les résultats obtenus sontdonnés dans le tableau suivant :

Densité en kg.m�3 �41,6;41,7� �41,7;41,8� �41,8;41,9� �41,9;42,0� �42,0;42,1� �42,1;42,2� �42,2;42,3�

Nombre de plaques 8 5 23 30 12 16 6

a) Préciser la(les) population(s) et le(s) caractère(s) étudié(s), ainsi que la(les) taille(s) d’échantillon.
Indiquer le(s) estimateur(s) mis en jeu dans la suite.

b) Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de l’écart-type de la densité des plaques de
mousse.

c) Donner un intervalle de confiance au niveau 95% de la densité moyenne des plaques de mousse.
d) Effectuer un test statistique, au risque 5%, pour répondre à la question suivante : le client peut-il

refuser la commande ?
f) Le résultat du 1) d) pouvait-il être obtenu directement à partirdu résultat du 1) c) ?

2) Le client décide de s’approvisionner chez un autre fournisseur de plaques de mousse. Dans cette
nouvelle livraison, il prélève un échantillon de 50 plaques, mesure la densité de chaque plaque et obtient une
moyenne de 42,01 kg.m�3 et un écart-type corrigé de 0,22 kg.m�3.

Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre à la question suivante : le nouveau
fournisseur propose-t-il des plaques de densité supérieure à celle de la première usine ?
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