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Couples et vecteurs aléatoires réels - Théorémes limites

Dans ce chapitre on présente des résultats utiles au déveleppdenla théorie de I'échantillonage.

1. Couples de variables aléatoires

1.1. Exemples
Lorsqu’on doit étudier simultanément deux variables aléaofret Y, définies respectivement sur deux
espaces probabilisé®1, 41,P1) et (Q2, A2,P2), la définition théorique de la situation doit utiliser un asp
qui "englobe"Q; et Q», que I'on appelle espace produit. A un niveau élémentaireffit sie connaitre la loi
conjointe des deux variables aléatoires, c’est-a-dire I'ensedasd@robabilités
-P((X,Y) = (x,y)) = P((X=x) N (Y =y)) dans le cas discret
-Fxn(Xy) = P((X < x)N (Y <y)) dans le cas continu.

1) On lance deux fois de suite la méme piéce équilibrée poréanhiffre 1 sur Pile et O sur Face. On
désigne respectivement pdret Y le chiffre obtenu aux ler et 2éme lancer. On obtient alors ladajointe
suivante :

X\Y
1

YRR [ Ny TREN [
NN )

0
On a par exempl®((X = 1) N (Y = 0)) = %.
2) On dit qu’un coupl&X,Y) de variables aléatoires a densité suit la loi Uniforme (a deuedgions) sur
le rectanglda, b] x [c,d] s'il admet pour densité de probabilité la fonctifpgy, définie surR?2 par :

1 1
- L S|a<x<betC§y§d
f(x,\o(X,Y) (b— a)(d— C)

0 sinon

Cette loi modélise le choix aléatoire et équiprobable d’'un fpdindans un rectangle de dimensions
(b—a) et (d - c) de facon que la probabilité pour qi¥ese trouve dans une région donri€du rectangle soit
proportionnelle a l'aire de cette région :

P(M < R) — aire(R)

aire(rectangl?
On peut alors calculdf xy,(X,y) = P(X<X)N(YLy)) = I _[y foxvy(u,v) dv du.

1.2. Loi conjointe et lois marginales dans le cas discret
Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discretes.
Les lois de probabilité dX et deY sont la donnée de :
-Qx = X(Q) = {xi,i € I}, avecl < N* etQy = Y(Q) = {y;,] € J}, avec] c N*;
-pourtous € I,j € J,pi. = P(X =x;) etp,; = P(Y =yj).
La loi de probabilité d€X,Y) est la donnée de :
'Q(X,\O = QxxQy = {(xi,yj),i € |,j € J} ;
-pourtouds € I,j € J,pij = P((X,Y) = (Xi,Y))) = P((X=x) N (Y =Yj)).
Il est possible que certains couples,y;) soient de probabilité nulle (valeurs deetY incompatibles).
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Définitions.

Q Qv - 0’1
(i)L’appIicationP(X,W;{ x x Qy ~ [0,1]

est appelééoi conjointe du couple (X,Y).

(Xi,Yi) ~ Pij
Qx - [0,1 Qy - [0,1 . . .
(i) Les applicationsPx : x> [0.4] et Py : = [0.4] sont appeléesois marginales de
Xi = Pie Yi = P

(X,Y). Ce sont les lois de probabilitg etPy deX etY.

Proposition (admise.
Avec les notations précédentes, on a:
(i) pour touti € I, pi. = >_pij. (i) pourtoutj € J, pj = D_pij. (i) DD pij = 1.
jed el iel jed
Ainsi, la loi conjointe du coupl€X,Y) détermine completement chacune des lois marginales. Nousgerro
plus loin que la réciproque n’est pas vraie.

Proposition (admise.
Avec les notations précédentes, pour toutes patietB deR, on a:

P(XeA)N(YeB)) =2 2 P(X=x)N=y)) =2 2 pi

xjeAyjeB xjeAyjeB
Représentation de la loi conjointe et des lois marginales
X\Y Y1 Yi loi de X
X1 P11 P1j eoo | P2 = P(X = X1)
Xi Pi1 Pi oo | Pie = P(X=X)
loideY |pa=PY=Yy1)|... pj=P(Y=yj)]|... 1

Exemple
Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tiselitriles de l'urne.
Soit X la variable aléatoire égale a 1 si la premiere boule est blanchsirén.
SoitY la variable aléatoire égale a 1 si la deuxiéme boule est blaadhsinon.
On distingue les deux types de tirage avec ou sans remise.

tirages avec remise tirages sans remise
X\Y | O 1 | loideX X\Y | O 1 | loideX
0 16 12 4 0 12 1 12 4
49 | 49 7 42 | 42 7
1 |12/ 9 3 1 |12/ 6 3
49 | 49 7 42 | 42 7
i 4 3 i 4 3
loideY 7 |3 1 loi deY = 3 1

On constate que les lois marginales sont identiques danlesahs, alors que les lois conjointes sont
différentes. Cela illustre bien le fait que la donnée des sdole marginales ne suffit pas pour obtenir la loi
conjointe.

1.2. Indépendance

Un cas trés important, en théorie et en pratique, est celui dezblesialéatoires indépendantes.
Définition.

SoientX etY deux variables aléatoires réelles. On dit qu’elles sont indig@es si I'on a, pour tous réels
xety: -P(X=x)N(Y=y)) = P(X=Xx)P(Y = y) dans le cas discret.

-P((X<x)N(Y<y)) = P(X < x)P(Y < y) dans le cas continu.

Exemples

Dans les exemples du paragraphe 1.1. et dans le cas avec reqéessgsX et Y sont indépendantes.
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1.3. Opérations sur une ou deux variables aléatoires

1.3.1. Changement dorigine et d' échelle
Il arrive souvent que l'on effectue une transformation afffhe> axX + b sur une variable aléatoir¥, a
étant le parameétre de changement d’échelldy let parametre de changement d’origine. Il est important de
savoir comment se comportent les parameétres associés a agtlavariable. On a les résultats suivants :

E(@X+b) = aE(X) + b; Var(aX + b) = a?Var(X) ; o(aX +b) = |a| o(X).
Une variable aléatoire d’espérance nulle est appelée variafdgoake centrée ; une variable aléatoire
d’écart-type 1 est appelée variable aléatoire réduite.
X — E(X)

Ainsi, a toute variable aléatoiré d’écart-type non nul, on peut associer la variable aleateﬂce(v
centrée réduite. Cette transformation est indispensable jtilisation de la plupart des tables (comme celle
de la loi normale).

1.3.2. Somme et produit de deux variables aléatoires

Propriétés.
SoientX etY deux variables aléatoires réelles admettant une espérancémaditjue et une variance.
1) X+ Y et XY sont des variables aléatoires. 2) On a touj@(Ps+ Y) = E(X) + E(Y).

3) SiX etY sont indépendantes, aldEsXY) = E(X)E(Y) etVar(X+Y) = Var(X) + Var(Y).

1.4. Covariance . Coefficient de corrélation
Lorsqu’on considére deux variables aléatoires simultanéméatitidéfinir un indicateur pour leur liaison
(on pourrait aussi dire leur dépendance), qui viendra complétgrdeametres qui les caractérisent chacune
seéparément (espérance mathématique, variance, écart-type).
Définitions et propriéteés.
SoientX etY deux variables aléatoires réelles admettant une espérancémaditjue et une variance.
On appelle covariance deetY le réelCov(X,Y) = E((X - E(X))(Y - E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

On appelle coefficient de corrélation linéaireXetY le réelpxy = Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)

[Var(X)Var(Y) IXoY

De méme que la variance deest homogene X2 et la variance de& a Y?, la covariance d& et Y est
homogene au produXY. On en déduit immédiatement que le coefficient de corréladieX et Y est un
nombre sans dimension. Ces principales propriétés sont lensesy:

-on atoujours-1 < pxy <1

- si X et Y sont indépendantes, alorscy = 0 = Cov(X,Y) ; mais la réciproque est fausse : il peut se
trouver (par hasard !) quexy = 0 = Cov(X,Y) sans que et Y soient indépendantes.

- on alpxy| = 1 si et seulement si il existe une relation affine entret X, c’est-a-direY = aX+b ; si
loxy| est proche de I et Y prennent des valeurs "peu" dispersées par rapport a une liafsun af

Par ailleurs, de fagon générale, oNa (X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

2. Vecteurs aléatoires
Considéranh variables aléatoires réellég, Xa, ..., Xn, On peut généraliser "assez facilement” les notions
de loi conjomte et d'indépendance (mutuelle), et les opératiem somme et produit. On a en particulier

(ZX) ZE(X ), et lorsque lesK; sont indépendante¥ar (ZX) ZVar(X ). De facon générale,

i=1 i=1 i=1

on aVar (Z Xi> = ZVar(Xi) +2 > Cov(Xi,X;). On peut de plus démontrer les résultats suivants.

i=1 i=1 1<i<j<n
1) a) SiX etY sont deux variables aléatoires indépendantes de lois Bitesiéns; p) et B(n2; p), alors
X+Y suit la loi B(ny + n2; p).
b) Si X1, X2, ..., Xm SONtm variables aléatoires indépendantes de lois Binomié{es; p), B(nz; p), ..,
m

B(nm; p), alors)_ X; suit la loi BinomialeB(ny + nz + -+ + Nm; p).
i=1
c) Si X1, Xz, ..., Xn sont n variables aléatoires indépendantes de méme loi Binoniélep)
n
(c’est-a-dire BernoullB(p)), alors)_ X; suit la loi BinomialeB(n; p).

i=1
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2) a) SiX et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de lois Normdles o1) et N(uz;o2),
alorsX + Y suit la IoiN(ul + u2; Joi + 05 )
b) Si X3, Xz, ..., X, sontn variables aléatoires indépendantes de lois Norm&les; o1), N(uz;02), ...,
n

Mun;on), alorsd_ X; suit la Ioi/\/(pl + 2+ -+ pUp; Jg% +0%+ - +03 )
=

n
c) SiXy, Xz, ..., Xn sontn variables aléatoires indépendantes de méme loi Noriialeos), alors)_ X

i=1
suit la loi M(n; o /N).

3. Convergence

3.1. Formule des épreuves répétées

On considere une épreuve aléatoire a laquelle est associé acegapbabiliséQ, A, P), et une variable
aléatoire réelleX. Si I'on répéten fois, de facon indépendante, cette épreuve, on obtient unatisn
d’épreuves répétées, a laquelle est associée unesuite, ..., X, den variables aléatoires qui sont :

- définies sur le méme espace probabi(i€eA4,P) ;

- de méme loi ;

- indépendantes (mutuellement).
On dit parfois que leX sont des copies (indépendantes) de la variable aléatoire parent

Supposons qu¥ admette une espérance mathématigwt un écart-type > 0 (nc’est-a-dire de variance

c?). Il en est alors de méme pour I&s. Définissons les variables aléatoirBs= >_ Xi (somme desX;) et
i=1
n
Xn = % Y X; (moyenne deX;). On a alors les résultats suivants :
i=1

E(S)) = nu, Var(S)) = n6?; o(S) = Jno

E(X:) = u, Var(Xs) = 9= ¢ (%) = &
n H, n n n Jﬁ
Exemple
On effectue une expérience aléatoire au cours de laquelle ne@antA a la probabilitép de se réaliser.
Considérant la variable aléatoxequi, une fois I'expérience réalisée, prend la valeur A est réalisé et 0
sinon, on aQx = {0,1}, P(X=1) = petP(X = 0) = 1 - p. On dit queX suit la loi de BernoulliB(p) ; on
peut remarquer qu’il s’agit de la loi Binomialg(1,p). On parle alors d’épreuve de Bernoulli. On a de plus
E(X) = petVar(X) = p(1-p).
Répétantn fois cette méme expérience aléatoire, et désignaniXpda variable aléatoire qui prend la
valeur 1 siA est réalisé au cours deil®me expérience, et 0 sinon, alors on a bien une 3yitXo, ..., X, de
n variables aléatoires qui sont ﬁle méme loi de Bernd(lti) que X et indépendantes (mutuellement).

La variable aléatoireS, = >_Xi, qui désigne alors le nombre de réalisations Al@u cours des
i=1
experiences, suit la loi Binomialg(n, p).
On a bienE(S,) = np = nE(X) etVar(S,) = np(1 - p) = nVar(X).

3.2. Loi faible des grands nombres

3.2.1. Inégalité de BienayméTchebychev
Le probleme est de donner une consistance quantitative a largem déja faite que, plus I'écart-type
d’une variable est faible, plus sa distribution est concentuéaua de sa moyenne.

Inégalité de BienayméTchebychev

Soit X une variable aléatoire espérance mathématigeieun écart-type.
Alors, pour tout réet > 0, P(X — u| > to) < %
t
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3.2.2. Loi faible des grands nombres
Etant donnée une situation d’épreuves répétées, auxquellfgsasociées les moyennes (variables
aléatoires),, la propriété exprimée par le théoreme suivant est la convergenpeobabilité de la suit€X,)
vers la variable aléatoire égale a I'espérance mathématigués théoreme se démontre de facon simple a
partie de I'inégalité de Bienaymeé-Tchebychev.

Théoréme

Soit une suite infinig(X;) de variables aléatoires indépendantes, de méme espérancamattjueu et
de méme écart-type.

Alors, pour tout réet > 0, on a limP(]X, — u| > t) = 0.

Ce qui équivaut d lifP(u -t < Xn < p+1t) = 1.

Il faut comprendre qu’il s’agit de convergence en probabilité,rjest pas la convergence des fonctions
usuelles. Il est toujours possible que I'édanit dépassé pour de trés grandes valeurs, deais c’est de plus
en plus improbable.

3.3. Théoreme central limite
Dans le chapitre précédent, on a déja vu I'approximation de I8ilvdmiale par la loi Normale. Ceci
montre qu’'une somme de variables aléatoires indépendantesrde fnéde Bernoulli peut étre approchée
par la loi Normale. Ce résultat est en fait plus général, et Sqppla toute autre loi que celle de Bernoulli.

Théoreme
Soit une suite infinig(X;) de variables aléatoires indépendantes, de méme espérancamantjueu et
de méme écart-type.

Xn—p _ Si—hu

Soit la variable aléatoirg, = et soitFz, sa fonction de répartition.

_O0 o./Nn
‘/ﬁ X 2
Alors, pour tout réek, on a limFz,(x) = lim P(Z, < ) = J' 1 e%dt = ¢x).

21

Ainsi, si X1, Xz, ..., Xn sontn variables aléatoires indépendantes de méme loi espérancémaditjue
et de méme écart-type on dira que lorsqua est suffisamment grane,”au suit approximativement la loi
Jn
normale\(0; 1), autrement dit qu&, suit approximativement la loi normaké’(u; %)

A noter que grace aux résultats du paragraphe®;,sXo, ..., X, sontn variables aléatoires indépendantes

n
de méme loi Normalé/(u; ), alorsX, suit (exactement) la loi normalftaf(u; L). En effet,>_ X est une
i=1

Jm

n
somme den variables aléatoires indépendantes de méme loi noriféles) donc)_ X suit la loi normale
i=1

n
N(y+y+~~~+y;Joz+oz+~~~+02> =N<ny;,/naz>. On en déduit queiz%ZXi suit la loi
i=1

normaleA/(%ny; |% | ,/W) = N(u; %)
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4. Exercices

Exercice 1
Dans un grand magasin, I'étude du mode de paiement en fonctiomahtant des achats a permis
d’établir, pour chaque client se présentant a une caisserdbalulités suivantes :
PX=0NnY=0]=0,4,PIX=0NnY=1]=0,3,
PX=1nY=0]=0,2etPlX=1NnY=1]=0,1
ou X représente la variable aléatoire prenant la valeur O si le modésraichats est inférieur ou égal a
50 euros, prenant la valeur 1 sinon,¥ela variable aléatoire prenant la valeur O si la somme est réglée pa
carte bancaire, prenant la valeur 1 sinon.
Un client se présente a une caisse.
1) Déterminer les lois d&X etY et veérifier que la probabilité que le client regle par carte baacsst
égale & = 0, 6.
2) Calculer la covariance du coup(X, Y). Les variables aléatoiresetY sont-elles indépendantes ?
3) Quelle est la probabilité que la somme réglée soit supérigticeesnent a 50 euros sachant que le
client utilise un autre moyen de paiement que la carte bancaire ?

Exercice 2

On suppose que dans une production donnée, chaque objet aindiasard a une probabilifée ]0, 1]
d’étre défectueux, et donc a une probabilité A de ne pas I'étre (c’est-a-dire d’étre en bon état). Ceci peut
étre représenté par une variable aléat¥irde loi de Bernoulli5(p) : X = 1 si I'objet est défectueux = 0
sinon.

En vue d’estimep (voir le chapitre suivant), on choisit dans la production, awalégt avec remise, un
échantillon den objets. On définit ainsi un vecteur aléato(®é,, . ..,X,) ou chaqueX; indiquant si lei-eme
objet est défectueux ou pas.nLes variabfesont donc de méme loi quéet indépendantes.

1) Rappeler la loi d& = >_ X; ; rappeler son espérance et sa variance. Que réprééénte

i=1
2) Soitk un entier tel que G< k < n. Déterminer la valeur dp dep pour laguelle la probabilite(N = k)
est maximale. On dira gug est I'estimation de maximum de vraisemblancepd&ant donnée I'observation
N = k.
3) On pose~, = % Vérifier queE(F,) = p (on dit queF, est un estimateur sans biais jg)eet calculer
Var(Fn) en fonction dep etn.
4) Rappeler le théoréme central limite puis la loi Normale appaiatla loi deF .

Exercice 3

Lors d’un grand départ en congés, le nombre de véhickilegui arrivent a une barriere de péage d’'une
autoroute en une minujed’'une heura comprise entre 16 heures et 20 heures suit une loi non spécifiée ma
de moyenne connu®;; = 15 et d’écrt-type connu;; = 10.

Soit X le nombre de véhicules arrivant a la barriere de péage pendant agdshde trafic de pointe (16
4 60

heures a 20 heures). On a aldrs > > Xi;.
i=1 j=1

1) DétermineE(X) et Var (X).

2) En appliquant le théoréme de la limite centrale, calculgorzbabilité que le nombre de véhicules
arrivant a la barriere de péage pendant la période de pointe sértemnfe & 3500 (la période est alors
considérée comme "fluide").

3) Une étude a permis de déterminer que, parmi les véhiculegmiyers a la barriere de péage pendant
la période de pointe, un véhicule sur six emprunte le péagentediale la barriere de péage (qui ne comporte
gu’un seul péage "abonné"). Sdile nombre de véhicules qui empruntent le péage "abonné" au deuss
période de pointe. Calcul&(Y) etVar(Y).

4) Le péage "abonné" est saturé lorsqu’au cours de la période déeEe présentent plus de 660
véhicules a ce péage. Calculer la probabilité que le péagentety soit saturé au cours de la période de
pointe.
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