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Rappels sur les variables aléatoires réelles discrétederisaté

1. Variables aléatoires réelles discretes

Considérons une populati@xsur laquelle on définit un caractere quantitatif

X est une application d@ dansR qui, a tout individuw, associe un réed = X(w) € X(Q) = Qx
ensemble des valeurs du caractére.

Cette application modélise le caractere de facon détermimiste sens que, si on connait I'individyuon
connait aussitot la valeur Son étude releve de la statistique descriptive qui condalitepemple, au tableau
des couplesx;,fi) oux; est une valeur observéefesa fréquence.

Exemple : le nombre d’enfan¥d’une famille d’'une populatio® de 1000 familles amiénoises a donné :

Nombre d’enfants; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nombre de familles; | 162 | 240 | 297| 208 62 16 8 5 2
Fréquencé; 0.162| 0.240 0.297 0.208 0.062 0.016 0.008 0.005 0,002

Supposons maintenant que I'on tire au hasard un indiwidans cette populatiof2 pour consigner la
valeurx du caractéere. Ne pouvant pas prévoir quel individu précis seratirgée peut pas prévoir non plus la
valeur précise dg qui sera consigner. On aimerait donc disposer d’'un moyen d’aéribne probabilité aux
éléments d€Xx, ce qui conduit au tableau des coup{espi) oux; est une valeur observéemtsa
probabilité.

Prenantd = P(Q) et P I'équiprobabilité sur, .A), on écrira par exemple(X = 0) = 110—6020 = 0.162.

De méme qu’un caractere quantitatif peut étre discret ou cordmparlera de variable aléatoire discréte
ou continue (dans le deuxiéme cas, on parlera de variable agatdensite).

1.1. Cas d’un nombre fini de valeurs

Exemple introductif.

Un joueur lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 pbilsenve le numéro obtenu. Sile
joueur obtient 1, 3 ou 5, il gagne 1 euro ; s’il obtient 2 ou 4, tjga 5 euros ; s'il obtient 6, il perd 10 euros.

Prenon®2 = {1,2,3,4,5,6, A = P(Q) etP I'équiprobabilité sufQ,.A)

Soit X I'application deQ dansR qui a toutw € Q associe le gain correspondant.

OnaX(1l) = X(3) = X(5) =1, X(2) = X(4) = 5etX(6) = —-10. Ainsi,Qx = {1,5,-10}.

On peut s’intéresser a la probabilité de gagner 1 euro, c’est-a-dveidX(w) = 1, ce qui se réalise si et
seulement sb € {1, 3,5}. La probabilité cherchée est donc égak(&l, 3,5) = 3/6 = 1/2. On pourra alors
considérer I'événemeriX = 1) = {1,3,5; et écrireP(X = 1) = 1/2.

On aura de mémB(X = 5) = 1/3 etP(X = -10) = 1/6.

Définitions. Notations.

On considére une expérience aléatoir&®t4, P) est un espace probabilifiéi adapté.

On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) toute applicatioe Q2 dansR.

L’ensembleQx = X(Q) des valeurs prises parest appelé univers-imag@x est alors fini.

Les événement§w € Q/ X(w) = X}, {o € Q/ X(0) < x} et{w € Q/a < X(w) < x} sont notés
respectivementX = x), (X < x) et(a < X < x).

Loi de probabilité.
Si X est une v.a.r. dont l'univers-image fini €3k = {x1,...,Xn}, alorsX est appelée v.a.r. discréte finie
et on appelle loi de probabilité d¢la donnée des coupl€s;, pi), avecp; = P(X = X;).
n

On pourra toujours s'assurer que I'on a bgre 0 etd_pi = p1+pz+ - +pn = 1.
i=1

Stéphane Ducay 1



S3 Maths 2017-2018 Statistique Rappels sur les variabdesanles réelles

Exemple

xi|-10| 1| 5
pi| 1/6| 1/2) 1/3 1

Reprenons I'exemple introductif. La loi de probabilitéXlest donnée pa

Fonction de répartition.

Si X est une v.a.r., alors on appelle fonction de répartitioX teefonctionFx deR dang[0, 1] définie par,
pour tout réek, Fx(x) = P(X < x).

Si X est discrete finie, alorsx est une fonction en escalier dont les sauts se présentenbaugy de
Qx, chaque saut étant égapa= P(X = x;).

Exemple Reprenons I'exemple introductif. On a :
- pour toutx < —10,Fx(x) = P(X < x) = P(J) =0;
- pourtout-10 < x < 1,Fx(X) = P(X < x) = P(X=-10) = 1/6;
- pour tout 1< x < 5,
Fx(X) =PX<x) =P(X=-10)U(X=1)) =P(X=-10)+P(X=1) = 1/6+1/2=2/3;
- pour toutx > 5, Fx(X) = P(X < x) = P(Q) = 1.

i
Remarque Onadond=(xi) = P(X < Xi) = >_px = p1+ P2+ -+ + pi, probabilité queX prenne une
k=1

valeur inférieure ou égalexa.
En statistique descriptive des variables quantitativeséliss, les fréquences cumulées étaient données
i

par:Fi = > fc = f1 +f, +--- +fj, et représentaient la fréquence des valeurs inférieures ou égales
Interprétant les probabilit§s comme les limites des fréquendesur un échantillon, on observe que les
formules et leur interprétation sont analogues.

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
SoitX une v.a.r. discréte dont l'univers-image fini €5t = {Xa,...,Xn}.
n

On appelle espérance mathématiquede réelE(X) = Zpixi = P1X1 + P2X2 + -+ + paXn. Ce nombre
représente la valeur moyenneXe ) )

On appelle variance d¢le réelV(X) = Z pi(xi — E(X))2.

On aV(X) = E(X?) - (E(X))? ZIO|X2 - (E(X))%.

On appelle écart-type d¢le reelg(X) = VX).

On appelle intervalle moyen dél'intervalle [E(X) — a(X), E(X) + a(X)].

Exemple Reprenons I'exemple introductif.
On aE(X) = + x (- 10)+lx1+lx5_ 3 _1

6 2 3 g
OnaE(x2)=€x(—10)+ x 12 + % 5_T_5_
ol — 2y _ 2 _ 1)°_ 101, _ ~101 101
d'otl V(X) = E(X2) - (E(X)) (2) = 0 eto() = VOO - - 5,025.
Remarque
En statistique descrlptlve des variables quantitativeséliss, nous avions les formules suivantes.
Moyenne X = an iXi = n Xi = fo.
Variance :sf = + > nix? —x2 = Y fix? -x2.  Ecart-type s, = /s%.

Interprétant Iesp. comme les limites defs, Ies formules et leur interprétation sont analogues.

Changement dorigine et d’ échelle
Il arrive souvent que I'on effectue une transformation affine aX+ b sur une variable aléatoidg a
étant le parametre de changement d’échellb letparameétre de changement d’origine. On a :
E(aX+b) = aE(X) +b; Var(aX+ b) = a?var(X) ; o(axX+b) = |a] o(X).
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Lois classiques Binomiale et Hypergéométrique

Répétition d’expériences

On répeten fois dans les mémes conditions une méme expérience aléatsngflétitions étant
indépendantes entre elles) au cours de laquelle un événéraamte probabilitg d’étre realisé.

La variable aléatoir, égale au nombre de fois ou I'événem@Ardst réalisé, suit la loi Binomiale
B(n,p), ce qui signifie que :

X est a valeurs dar@x = {0,1,...n} et, pour touk € {0,1,...n}, P(X = k) = (1) pkL-p)™™*.

On a de plus E(X) = npetV(X) = np(1-p).

Tirages dans une population a 2 catégories

On considére une population 8iEndividus a deux catégories, avig individus de catégorie 1 &t
individus de catégorie 2 (onMy + N2 = N).

On effectuen tirages d’un individu dans la population et on désigneXpk variable aléatoire égale au
nombre d’individus de catégorie 1 obtenus.

Si on effectue les tiragesvec remise alorsX suit la loi BinomiaIeB(n, %) .

Si on effectue les tiragesans remiseou simultanés(dans ce cas, on doit avair< N), alorsX suit la loi
Hypergéométriquéi(N, n, % , Ce qui signifie que

Xest a valeurs dar@x = {max(0,n— (N - Nj)),min(N1,n)} et pour toutkk € {0,1,...n},

N1 N-N1
P(X = k) = G >( s )”"‘ .On ade plus E(X) = npetV(X) = np(1-p) N_E en posanp = %
n
Exemples
1) On lance 10 fois de suite une piece de monnaie équilibréell€est la probabilité d’obtenir 3 fois
(exactement) Pile ?
On peut considérer que I'on répeate- 10 fois dans les mémes conditions I'expérience aléatoire
“"lancer la piece" (les répétitions étant indépendantes elé® au cours de laquelle I'événemektobtenir
Pile" a la probabilitép = 1 d’étre realisé. La variable aléatoixe égale au nombre de fois ou I'événem#ént

est réalisé, i.e. au nombre de Pile obtenus, suit la loi Binlenfien, p) = B(lo, 1) ce qui signifie que :
Xestavaleurs dar@x = {0,1,...n} = {0,1,...,10 et pour touk € {0,1,...,10,

k lO—k 10

- (Draoe- (D(3) ()7 - (3"

On en déduit que la probabilité d'obtenir 3 fois Pile B&X = 3) = (20) (%) ~ 0,1172.

2) On tire successivement 4 boules d’'une urne contenant 3 bolaleshes et 7 boules noires. Quelle est

la probabilité d’obtenir (exactement) 2 boules blanches ?

On peut considérer que I'on effectne= 4 tirages d’un individu dans la population dés= 10 boules,
avecN; = 3 boules blanches &t; = 7 boules noires (on B + N2 = N). Si on désigne paX la variable
aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues, alors :

- dans le cas de tirages avec remisayit la loi BinomiaIeB(n, %) = B(4,% ; ainsi,X est a

valeurs dan€)x = {0,1,...n} = {0,1,...,4 et pour touk € {0,1,...,4,

PX=k) = (1)pL-p)™* = (4)(%)%%)“ doncP(X = 2) = (4)(%)2(%)2 ~ 0,2646.
- dans le cas de tirages sans remissulit la loi HypergeometrlquH(N NN ) = H(lo 4, 130

ainsi, X est a valeurs dar@x = {max(O n—(N- l\all)),rr;m(Nl,n)} =40,1,2,3 egpourtout

N-N1
ke {0,123, PXX=k ) _ ()L , doncP(X = 2 GG 0,3.
{ 3 ( ) ( ) <140> OnC( ) <10>
Remarque

LorsqueN est tres grand devant(en pratiqueN > 10n), on peut approcher la loi Hypergéométrique
) par la loi BinomialeB(n %) Cela signifie que

D - o)1)
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1.2. Cas d’un nombre infini de valeurs

Définitions.

On appelle variable aléatoire réelle discrete infinie toute vd@nt I'univers-imag&x (ensemble des
valeurs prises paX) est infini dénombrable. Dans ce cours, on se limitefaa= N = {k/k € N} ou
Qx = N*,

On appelle loi de probabilité d¢la donnée des couplék, px), avecpk = P(X = k), pourk € Qx.

On pourra toujours s’assurer que I'on a bn> O et > px = 1.
keQyx

Attention ! Cette derniére somme contient une infinité de terfiibs’agit de la somme d’une série
numerique, qui peut étre infinie ou ne pas exister. Nous n’albondepas dans ce cours les problemes liés a
cette notion.

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
Soit X une v.a.r. discrete dont I'univers-image infini €5t. Sous reserve d’existence des sommes
indiquées ci-dessous, on a :
- espérance mathématiqueXeE(X) = > kp.
keQyx

- variance deX: V(X) = Y (k— E(X))?pk et V(X) = E(X?) — (E(X))? = > K2px — (E(X))>.
keQx keQx
- écart-type d&X : o(X) = /V(X) - intervalle moyen d& : [E(X) — o(X),E(X) + a(X)].

Lois classiques Poisson et Géométrique

Loi de Poisson
Une variable aléatoir¥ suit la loi de PoissofP(1) de parametré > O si et seulement si :

X est a valeurs darf@x = N et, pour touk € N, P(X = k) = e—’lﬁ—lk.
On a de plus E(X) = 1 etV(X) = A. '

Loi Géométrique.
On répete dans les mémes conditions une méme expérienceral@atrépétitions étant indépendantes
entre elles) au cours de laquelle un événememtune probabilitg d’étre réalise.
La variable aléatoir, égale au nombre d’expériences nécessaires pour avoir la pregaésation deA
(i.e. au temps d’attente de I'événem@it suit la loi GEométriqu€(p), ce qui signifie que :
X est & valeurs dar@x = N* et, pour touk € N*, P(X = k) = p(1-p)*™.

On a de plus E(X) = % etV(X) = 1p_2p .

Remarque
Lorsquen est grand ep assez petit (en pratique> 30,p < 0,1 etnp < 10), on peut approcher la loi

k
BinomialeB(n,p) par la loi de Poissof?(np). Cela signifie que( E)p"(l —p)"* = e‘”P(nk—p!).

2. Variables aléatoires réelles a densité
2.1. Généralités et premiers exemples

On considére une expérience aléataife,.4, P) un espace probabilisé adaptékaine variable aléatoire
reelle.

On a traité dans le paragraphe 1 le cas ou l'univers-ingagéet donc I'univerq) était fini ou infini
dénombrable. La loi de probabilité deétait alors donnée par les quantigX = x;) pour toutx; de Qx.

LorsqueQy (et doncQ) est infini non-dénombrable (par exemgdg = [a,b] ouR), la théorie montre
queP(X = x) = 0 pour toutx deR. On est alors amené a donner la loi de probabilitX gar sa fonction de
répartitionFx définie suR parFx(x) = P(X < x).
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Définition.
On appelledensitéou densité de probabilité suk toute fonctionf deR dansR veérifiant :
- f est positive ;
- f est continue suR sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de points

- I’intégralerw f(x)dx est convergente é.tm f(x)dx = 1.

Définition.

Une va)}riable aléatoir¥ est ditecontinues'il existe une densité telle que pour toux € R,
Fx() = [ fx(®dt

fx est alors appelégensité de XOn dit aussi qu& est unevariable aléatoire réelle a densité

Propriétés.
Soit X une variable aléatoire continue ddrtest une densité, et sdtik sa fonction de répatrtition.
Alors Fx est une fonction d& dans[0, 1], continue et croissante sBr dérivable suR, sauf
éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de pointsgdecefy, et telle que linF(x) = 0 et

lim F(x) = 1. De plus, pour tous réejs aetb tels quea < b, ona:
b
PX=x)=0;PX<x)=P(X<X);P@as<X<b)=P@a<X<b)=Fx(b)-Fx(a) =.[ fx(t)dt.

Espérance mathématiqueVariance. Ecart-type.
Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, et sous réserveiqtégleses suivantes existent, on a :
+00

-E(X) = _[_ xfx(x)dx (ce nombre représente la valeur moyenn&ype
V) = [ = EOOYHx00dx; V) = E®) = (BO0)? = [ xPHx(dx— (E(X))?

—00

-o(X) = J/V(X) ;intervalle moyen de&X : [E(X) — o(X),E(X) + a(X)].

Lois classiques Uniforme, Exponentielle et Normale

1 . Osix<a
N B B b_aS|Xe[a,b] B X—a . b
Loi Uniforme sur [a,b]. Qx = [a,b], fx(X) = Fx(X) = bog SIXe [a,b]
Osix ¢ [a,b] .
1six>Db
_ a+b _ (b-a)?
E(X) = 5 etV(X) = R

Loi Exponentielle de parametred, avect > 0.

Q—BX' >0 1- —0X Qi >0
Qx[0,+oo[,fx(x){ & ss ,Fx(X){ e six= ,E(X):%etV(X):i

0six<0 O0six<0 62"

Loi Normale de parametresu eto, avecu € R eto > 0. Voir le paragraphe suivant.

2.2. Loi Normale N(u,o).

2.2.1. Cas de la 10iN(0, 1) (loi normale centrée réduite).
x2
On aQx = R etfx(X) = ——e% pourtoutx € R.  On a de pluE(X) = 0 etV(X) = 1.
J2r

La fonction de répartition dX est donnée paf(x) = Fx(X) = IX fx(t)dt = IX 1 e‘%dt pour tout
_w = 21

x € R. Cette fonction n’étant pas exprimable par des fonctionsliesy®n utilise généralement une valeur
approchée de cette fonction. Ses valeurs sont tabulées gour |8 (table 1). Pour lex < 0, on peut utiliser
la formule¢(—x) = 1 — ¢(x) (formule valable pour tout réel)

La table ne donne des valeurs approchéeg(®eque pour deg compris entre 0 et 3. On pourra admettre
queg¢(x) ~ 1 pour toutx > 3.

On peut démontrer qugest une bijection strictement croissanteRdsur]0; 1[. Ainsi, pour tous réels et
y;ona: (X)) =¢(y) = x=y et X <gy) = x<V.
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TABLE 1

Fonction de répartition
de Ia loi normale réduite

Statistique

Si U suit la loi normale réduite, pour
x = 0, la table donne la valeur :

$(x) = P(U < x).
La valeur x s’obtient par addition des

nombres inscrits en marge.
Pour x <Q,ona:

$(x)=1— $(— x).

X 0,00 0.01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0.08 0,09
0.0 | 05000 | 05040 | 0,5080 | 0,5120 | 05160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0.1 05398 | 05438 [ 0.5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
02 {05793 | 05832 | 0.5871 | 0,5910 | 0.5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 06141
03 |06179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 0,6331 [ 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
04 | 06554 | 06591 | 06628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 06879
05 | 0691506950 | 06985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
06 |072567 | 07291 | 07324 | 07357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 07517 | 0,7548
07 |07580 | 07611 | 07642 [ 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
08 07881 0790 |07939 | 07967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
69 |08159 08186 | 08212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0.8389
1.0 08413 (08438 | 0,8461 | 0.8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
11 08643 | 0.8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1.2 | 08849 | 08869 | 0,8888 | 08907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 098032 {09049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 09131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
14 109192 | 09207 | 08222 | 09236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,319
1.5 09332 (09345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
16 | 09452 | 09463 | 0,9474 | 09484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 09554 ( 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,959 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,963 3
1.8 09641 ( 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1. 1098713 |09719 | 09726 | 09732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 09767
2,0 08772 10,9778 | 0,9783 | 0.9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0.9812 | 0,9817
2,1 09821 [ 0,9826 | 09830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0.9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0.9890
2,3 |09893 | 09896 | 09898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
24 109918 | 09920 | 0,9922 | 0.9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0.9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0.9936
25 08938 | 09940 | 09941 | 09943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
26 09953 | 09955 | 09956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
27 109965 109966 | 09967 | 0,9968 | 0.9969 | 0,9970 | 08,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0.9974
28 | 09974 |0,9975 | 09976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
29 (09981 109982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986

Rappels sur les variabdesanles réelles

Quelques valeurs
supplémentaires

X | ¢

2,99 0,998605

3,00| 0,998650

3,50 0,999767

4,00| 0,999968

4,50| 0,999997

5,00/ 1,000000

Exemple de calcul

Soit X une v.a.r. de loi normal&/(0,1). Ona:

= 0,8907+0,5239-1 = 0,4146.

2.2.2. Loi normale N(u,0), avecu € Reto > 0.
On aQyx = R etfx(x) =

o

1
N

T

P(X < 1,23 = ¢(1,23 = 0,8907 et
P(-0,06< X < 1,23) = ¢(1,23) — $(-0,06) = ¢(1,23) — (1 - $(0,06)) = ¢(1,23) + $(0,06) — 1

e 3 ()’ pour toutx € R. Le parametrg: est un parametre de

localisation (point odx atteint son maximum), et le paramétrein parametre d’échelle, caractérisant

I'applatissement de la courbe en cloche représentative. de

Proposition.

Exemple de calcul
Soit X une v.a.r. de loi normal&/(2,10). Alors Y =

(x_z < 14,3-2
10 —~

P(X < 14,3) = P
P(1,4< X < 14,3) = P(

10
1,4-2 « X=2 14,3-2

X suit la loi normaleN(u, o) si et seulement &Y = # suit la loi normaleN(0, 1).

On a alorE(X) = petV(X) = o2. Ainsi, u est la moyenne dX eto est I'écart-type dé.

X-2

10

10

= ¢(1,23) - ¢(-0,06) = --- = 0,4146.
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suit la loi normaleN(0,1). On a:
= P(Y < 1,23 = ¢(1,23) = 0,8907
) — P(-0,06< Y < 1,23
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2.2.3. Approximation de la loi Binomiale par la loi Normale

Soit X une variable aléatoire de loi Binomialkn, p). Sin est "grand” etp "pas trop petit”, alorsX suit
approximativement la loi NormaW(np, J/np(1-p) ) (de méme moyenne et méme écart-type que la
Binomiale).

En pratique, ce résultat s’applique des gpe> 10 etn(1 — p) > 10. (Autres conditions possibles :
n> 30,np>5etn(1-p) > 5).

Exemple
On jetten = 12000 fois un dé équilibré. On cherche la probabilité que le merdb 6 obtenus soit
compris1 entre 1800 et 2100. Le nombtele 6 obtenus suit une loi Binomiakn, p) avecn = 12000

etp = 5 Commenp = 2000> 10 etn(1 - p) = 10000> 10, on peut utiliser 'approximation par la loi

NormaleA(np, /np(1-p) ) = N(zooo /1200% ) (2000 %/%0>

Ainsi, Z = X 16800 suit approximativement la loi NormaJ&(0, 1). On a alors :

J/6

1800- 2000 . X - 2000 . 2100-2000 | _ p_
P(1800< X < 2100) = P oo < Ak < 25 — P(-4,90< Z < 2,45)

J/6 J/6 /6
~ ¢(2,45) — $(-4,90) = #(2,45) + ¢$(4,90) — 1 ~ 0,9929+ 1 -1 = 0,9929.
Le calcul direct serait possible mais plus fastidieux

P(1800< X < 2100 = Y P(X = k) = (12000)( ) ( )mm 0,993.

Correction de continuité

Approchant une loi discrete (a valeurs entieres) par une loimoatfavec valeurs réelles), il est utile de
distinguer inégalités stricte et large. Pour se faire, on efeeane correction de continuité. Ainsi, pour
approcheP(X = k), on effectue le calcul suivant :

N TV DI (8 Co ) i W A G )
P(X = k) P(k 2<X_k+2>_¢ o o =)

On a alors, pour tous entiemsetm’ :

m+= )-n m—i n
pm<x<m)<p(n- 3 <x<mi 1) = o () o (2L

Le calcul de 'exemple précédent est alors légerement modifié.

Exemple
Reprenons I'exemple précédent. On a:

P(1800< X < 2100 = P<1800— % < X < 2100+ %) = P(1799,5< X < 2100,9

1799,5- 2000 _ X - 2000 . 2100,5- 2000
100 - 100 ~ 100
/6 /6 J6

~ $(2,46) — p(—4,91) = ¢(2,46) + $(4,91) — 1 ~ 0,9931+ 1 - 1 = 0,9931.

-P

= P(-4,91< Z < 2,46)
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3. Exercices
Exercice 1
1) Unjoueur a une chance sur trois de gagner une partie. Il jogeparties. Calculer la probabilité
gu’il gagne : a) trois parties. b) cing parties. c) au plus une@arti  d) au moins deux parties.

2) Dans une production de piéces trés nombreuse, il y a 3% despglétectueuses. Softla variable
aléatoire égale au nombre de pieces défectueuses dans utilkrhda 10 piéces prélevées au hasard.
a) Quelle est la loi de probabilité dé Expliquer.
b) En déduire le nombre moyen de piéces défectueuses obtenuméot de 10 pieces.
c) Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux pieces cléfeuses.

Exercice 2

Une entreprise fabrique des conserves alimentaires dont |'&ggaienonce une masse de 250 grammes.
Les masses obtenues pour un échantillon de 500 conservesguibasard (dans la production) sont données
dans le tableau suivant :

Masse (en Q) 1235;24Q | 1240; 245 | ]1245;25Q | ]250; 257 | ]1255;260Q
Nombre de conserves 35 65 215 135 50

1) Pour la présentation des différents calculs effectuésléarmpiestions suivantes, on construira des le
début un unique tableau présentant I'ensemble des résultatndés ou utiles.
a) Préciser la population étudiée, la variable étudiée ettsmenda taille de I'échantillon.
b) Construire I'histogramme des effectifs correspondant auxtedsydrésentés ci-dessus.
c) Donner la moyenne et I'écart-type de la distribution ; prédesedonnées utilisées pour le calcul.
2) Dans I'échantillon de 500 conserves, on choisit success&me au hasard et avec remise, 30
conserves. On désigne pata variable aléatoire qui & un tel prélevement associe le nonebcemkerves de
masse inférieure ou égale a 250 g.
a) Justifier queX suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
b) Calculer 'espérance mathématiceeX) de X. Interpréter ce résultat par une phrase.
c) CalculerP(X = 15) etP(X = 20) (arrondir au millieme). Interpréter a I'aide d’'une phrase.
3) On admet que la variable aléato¥eui a chaque conserve produite associe sa masse (en g) sulit la loi
normale de moyenne 250 et d’écart type 5.
a) Calculer la probabilité qu’'une conserve prise au hasard ainasse comprise entre 245 g et 255

g.
b) Déterminer le nombre réaltel queP(250—a <Y < 250+ a) = 0, 95.

Exercice 3

Une machine fabrique un tres grand nombre de pieces d’'un mémeenQueadmet que le pourcentage
de pieces conformes dans la production d’une journée est de 90@ré@ve au hasard un lot de 200 pieces
dans la production pour vérification de I'épaisseur. La pradaatst suffisamment importante pour que I'on
puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise. QgnégsarX la variable aléatoire associant a
chaque lot de 200 pieces le nombre de pieces non conformes du lot

1) Justifier queY suit une loi binomiale et préciser ses paramétres.

2) Calculer la probabilité gu'’il y ait exactement 20 piéces nonformes dans ce lot.

3) Justifier que I'on peut approcher la loi depar une loi normale dont on précisera les paramétres, puis
calculer une valeur approchée de la probabilité demandédalgosstion 2).

Exercice 4

Dans une entreprise, le nombre d’'appels recus a chaque minutegtantiard téléphonique est une
variable aléatoir&X de loi de Poisson de parametre 0, 7. Calculer la probabilité tje’'&h59 et 9h00, ce
standard :

1) ne recoive aucun appel ; 4) recoive plus d'un appel ;

2) recoive exactement un appel ; 5) recoive entre 2 et 5 appels.

3) regoive au moins un appel ;
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Exercice &5

Les probabilités demandées ci-dessous seront donnéesosmesde fractions irréductibles.

Une entreprise de vente a distance communique sur la qualigpenctualité de la livraison des produits
commandeés sur son site web.

Un client a commandé un produit et la livraison est garantie f[golundi 24 juin entre 10h et 11h. On
suppose que le livreur peut se présenter a n'importe quel momtget¥h et 11h. Le temps d’attente en
minutes a partir de 10h peut donc étre modélisé par une loi bnésur I'intervalle[0; 60].

1) Quelle est la probabilité que le livreur arrive avant 10h10 ?

2) a) Calculer la probabilité que le livreur arrive entre 10h200414D.

b) Calculer la probabilité que le livreur arrive entre 10h30 et5S0IQuelle remarque peut-on faire ?

3) Sachant que le client attend toujours le livreur a 10h15]ejast la probabilité que le livreur arrive
dans les dix prochaines minutes ?

Exercice 6
Une liaison aérienne entre deux villes est assurée par un agidA@places. La réservation est
obligatoire. L’'expérience a montré que la probabilité pour qupeesonne confirme sa réservation et retire
son billet est égale a 0,8. On suppose que chaque personnagert®indépendamment des autres.
La compagnie accepteréservations, avet > 140. On désigne pa( la variable aléatoire égale au
nombre de réservations confirmées.
1) Justifier queX suit une loi binomiale Préciser son espérance et sa variance.
On admettra pour la suite de I'exercice deuit la loi normale/\f<0, 8n; O,4,/ﬁ).
2) On cherche le nombmede réservations que la compagnie peut accepter sachant qéeit®rde un
risque de 5% de ne pas pouvoir satisfaire toutes les personaetsragerve.
a) Justifier que ce risque se traduit par I'inégafit&X < 140) > 0,95.
b) Démontrer qua est solution de I'inéquation 0n8+ 0,658/n — 140< 0.
c) Quel est le nombre maximum de réservations acceptables ?
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