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Généralités sur les variables aléatoires réelles

1 - Géneralités .
1.1. Notion de variable aléatoire réelle  (v.a.r.).

Soient€ une expérience aléatoire @, .4, P) un espace probabilisé lié a cette expérience. Dans de
nombreuses situations, on associe a chaque réauta® un nombre réel not&(w) ; on construit ainsi une
applicationX : Q - R. Historiquement¢ était un jeu eX représentait le gain du joueur.

Exemples

1) Un joueur lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 @B ofiserve le numeéro obtenu. Sile
joueur obtient 1, 3 ou 5, il gagne 1 euro ; s’il obtient 2 ou 4, iga 5 euros ; s'il obtient 6, il perd 10 euros.
Prenon®2 = {1,2,3,4,5,6, A = P(Q) etP I'équiprobabilité su(Q,.A)

Soit X I'application deQ dansR qui a toutw € Q associe le gain correspondant. On a
X(1) = X(3) = X(5) =1, X(2) = X(4) = 5etX(6) = -10.

On peut s’intéresser a la probabilité de gagner 1 euro, c'est-a-dveidX(w) = 1, ce qui se réalise si et
seulement sb € {1, 3,5;. La probabilité cherchée est donc égal(él, 3,5) = 1/2. On écrira aussi
P(X = 1) = 1/2. On pourra donc considérer I'événement :

X=1)=L0eQl/Xw0) =1} ={ocQ/Xw) {1} } = X*({1}) = {1,3,5.
On aura de méme(X = 5) = 1/3 etP(X = -10) = 1/6.

On a ainsi construit un nouvel ensemblg = {1,5,-10}, et muni cet ensemble de la probabilRg
définie par les valeurs ci-dessuBx({1}) = 1/2,Px({5}) = 1/3 etPx({-10}) = 1/6

2) Une machine est utilisée pour fabriquer des pieces de éangguOn choisit une piece au hasard. Soient
Q I'ensemble des pieces produitestapplication qui a toute piece associe sa longue(w). Dans la
pratique, on accepte une piece avec un défasit une longueuX comprise entré— ¢ etl + €. On
s'intéresse a la probabilité qu’une piéce choisie au hasardsmptée, soiP([| —¢ < X <1+ ¢]). On devra
donc considérer I'événement

(I-e<X<l+¢) = {a) e Q/ X(w) € [l —¢,l +8]} = X1l -¢l+¢])

Plus généralement, nous serons ameneés a calculer la prabdlglisembles du typ&X = x), (X < x),
(X < X<vy), ..., si toutefois cette probabilité est bien définie. Pour s’eueey, il faut, et il suffit, que ces
ensembles soient des événements, c’est-a-dire qu’ils appantiesaid. On adopte alors la définition suivante.

Définition.
Soit (Q2, A, P) un espace probabilisé. On appelbriable aléatoire réellesur(Q2,.4) (on note v.a.r.) toute
applicationX deQ dansR telle que pour tout intervalledeR, X1(1) = {co € Q/ X(w) € I} e A.

Remarque

Considérons les intervalles &ede la forme]—w, x]. On peut alors montrer que tout intervalldeR (et
aussi tout borélien dB) peut s’écrire comme réunion, intersection, complémentaire duite d’intervalles
de cette forme. Par exemple, b] = ]-o,b] \ J-o,a] et]a,b[ = (U ]—oo,b— % D \ ]-,a], et donc

neN*

U x*(J-o.b- %])) \ X"1(]-o0,a]). Ainsi,

neN*

X1(Ja,b]) = X~1(J-o0,b]) \ X"*(J-»,a]) etX"*(Ja,b[) = (

Proposition.
X est une v.a.r. si et seulement si pour tout R, (X < x) = X1(]-0,X]) € A.
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Exemple Indicatrice d’un événement
Soient€ une expérience aléatoir@, .4, P) un espace probabilisé associdet A.

o o lsioeA
On appellandicatrice de A'application 1n : Q - {0,1}, 0 » X(@) = _ :
Osio ¢ A
On noteX = 1a. On aQx = X(Q) = 1a(Q) = {0,1}. L’'application 1, est bien une v.a.r.
B six<O0
car(la < x) = A six e [0,1 etdonc(la < x) = (1a) *(J—0,X]) € A.
Q six>1

1.2. Espace probabilisé image

Soient(Q, .4, P) un espace probabilisé ¥tune application d€ dansR. On noteQx = X(Q) 'ensemble
des valeurs prises pXt On aQx c R.

Si Q est fini ou infini dénombrable (i.e. au plus dénombrable), albrs P(Q) et toute applicatioiX de
Q dansR est une v.a.r. (puisque pour tout réeK1(]—,x]) est une partie d& !) . On a de plug2x au plus
dénombrable, et on peut le munir de la tridy = P(Qx). On étudiera cette situation dans le chapitre suivant.

Si Q est infini non-dénombrable, par exemgle= R, on peut muniK de la tribuA = Bg, tribu
borélienne suR (ou tribu des boréliens dR), i.e. la plus petite tribiBr surR contenant tous les intervalles
deR. Nous admettons ici I'existence et I'unicité d’une telle trikin peut démontrer quBg est la tribu
engendrée par la classe des intervalles de la fgrmex]. On aura alorsAd < P(Q) (inclusion stricte). Le fait
gu’une applicatiorX deQ dansR soit une v.a.r. n’est donc plus trivial.

De facon générale, on considere une vde (Q,.A) dans(R,Bg ).

Théoreme (admis).
SoitX une v.a.r. sur un espace probabil{Sg A, P). L'applicationPx définie par :
pour toutx € R, Px(]—o0,x]) = P(X1(J—0,x])) = P(X < X)
est un probabilité suiR, Br ), appelégrobabilité image de P par Xou loi de probabilité de X
Ainsi, (R, Bgr,Px) est un espace probabilisé. Par cette construction, on a tré@$pdormation de
I'espace probabiliséQ, A, P) sur 'espace probabilisgR, Br, Px).

1.3. Fonction de répartition

Définition.
Soit X une v.a.r. définie sur un espace probabi(€.4, P). On appelldonction de répartition de Xou
dePx) la fonction numériqué&x définie surR par :
pour toutx € R, Fx(x) = P(X < X) = Px(]J—»,x]).

Propriétés.
SoitF la fonction de répartition d’'une v.aX sur un espace probabili$®, A, P). Alors :
(i) F esta valeurs dan$, 1] ; (iii ) F est continue a droite en tout point Be
(it) F est croissante sik ; (iv) Jim F(x) = O et iImF(x) = 1.

Preuve
(i) Evident.

(ii) Soientx,y € R tels quex < y. Alors ]-o,y] = ]-o0,X] U ]X,Yy] et donc
X1(]-0,y]) = X1(]-0,X]) UX2(Qx,y]), i.e. (X <y) = (X < x) U (X < X <), cette réunion étant disjointe,
douP(X<y) =P(X<x)+P(x< X<y),etdoncF(y) = F(X) + P(x < X <y) > F(X).

(iii ) F étant une fonction bornée et croissanteRuelle admet des limites finies a droite et & gauche en
tout pointxo deR. Soientxo € R et(xn),., la suite définie pak, = Xo + % convergeant verg par valeurs
supérieures : on a lif(xn) = L'II! F(x). La suite d’événement(gX < Xn)),- €St décroissante et on a

[ (X< Xn) = (X < Xo), doncP(X < xo) = P( (X< xn)> = lim P((X < Xn)), i.e.F(x0) = lim F(Xn).
neN* neN*
On en déduit qu&(xo) = )I(lr)r(l F(x).
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(iv) F étant une fonction bornée et croissanteRuelle admet des limites finies eno et —oo.

La suite d’événementgX < -n)) _, est décroissante §f)(X < —n) = @, donc
neN

0=P@®) = P(ﬂ(x < —n)) = lim P(X < -n) = lim F(-n) = |lim F(x).
neN
La suite d’événemenigX < n)) , est croissante gtJ(X < n) = Q, donc

neN

neN

1=PQ) = P(U(X < n)) = lim P(X < n) = lim F(n) = lim F(x).

neN

Remarque
Réciproquement, on peut démontrer que toute fonction numesfiqu R — [0, 1] veérifiant les propriétés
(i) a(iv) est la fonction de répartition d’'une v.aX.

Propriétés.
SoitF la fonction de répartition d’'une v.aX sur un espace probabili$®, A, P). Alors
(i) pour tous réelg ety tels quex < y, P(x < X <y) = F(y) - F(X).
(ii) pour tout réeko, P(X = Xo) = F(Xo) — )I(Lr)r% F(X) ;

en particulier F est continue eRp si et seulement (X = xo) = 0.
Ainsi, la fonction de répartitiofr de X caractérise la loi de probabiliféy.

Preuve

(i) Onadéjavuque(X <y) =PX<X)+P(X< X<Yy).

(i) Ona(X < xp) = (X< Xo) U(X =xo0) d'ou F(Xo) = P(X < Xo) + P(X = Xp). Il reste a montrer que
P(X < Xp) = )I(Lr)g F(x). Pour cela, considérons la suite,) ., définie par

n>1

Xn = Xo — % La suite d’événement(s<x < Xo— %)) . est croissante ef (X < Xo-— %) = (X < Xo)
neN” neN*
doUP(X <x0) = JmP(X <30~ 1) = ImF (o~ ) = ImFeo.

Si F est continue eRp, alorsF(xp) = )I(ir)r(l F(x), et doncP(X = xo) = 0.
—Xo

Dans les chapitres suivants, nous étudierons deux types @bleasraléatoires réelles :

- les v.a.r. discrétes, prenant un nombre fini ou infini dénonlbréke. au plus dénombrable) de valeurs en
lesquelles la fonction de répartition n’est pas continue ;

- les v.a.r. absolument continues (ou a densité), prenant unnednflmi non-dénombrable de valeurs,
dont la fonction de répartition est continue &ur

2 - Vecteur aléatoire .

Dans des situations ou interviennent plusieurs variableso@iés, le calcul de la probabilité d’'un
éveénement dont la réalisation dépend des valeurs de ces eardiht faire intervenir ces variables
considérées dans leur ensemble et non chacune isolémergt @ing amené a étudier une nouvelle notion,
celle de vecteur aléatoire.

2.1. Définitions .

Définitions.
Soit (€2, .4,P) un espace probabilisé eun entier naturel non nul. On appellecteur aléatoire a valeurs
dansR" tout nuplet (X1, Xz, ...,Xn) de variables aléatoires réelles ¢, A) :
X1,X2,...,Xn) : Q> R", 0+~ Xi(0),X2(0),...,Xn(®)).
La fonction de répartition du vecteur aléatopé, Xz, . ..,Xn) est la fonctiorF x, x,,..x,) définie par :

your

Fxixo.x) - R = [0,1], (X1,X2,...,Xn) = P((X1 < x1) N (X2 < X2) N...NXn < Xn)).
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Remarque
La fonctionF (x, x,....x.) €St bien définie pour touis, X2, ..., Xn) € R". En effet, puisquéy, Xz, ..., Xn
sontdes v.a.r. su2, A), les ensembleX; < x1), (X2 < X2), ...,(Xn < Xn) Sont des €léments dé, et donc

leur intersection est aussi un élément4lequi admet donc une probabilité.

Cas patrticulier : couple de variables aléatoires réelles

Si X etY sont deux v.a.r., aloreX,Y) est appelé couple de v.a.r. Sa fonction de répartition est tdion
F(X,Y) définie par :F(x’\o © R2 > [0, 1], (X,y) — P((X < X) N (Y < y))

On démontre que pour tout rémlyllrgo Fxn(@y) = Fx(a) et imFxy,(x,a) = Fy(a).

2.2. Opérations sur lesv .a.r.

Propriétés.

SoientX etY sont deux v.a.r. sur un espace probabi{@A4, P), A un réel. AlorsX+Y, iX, XY,
max(X,Y) et min(X,Y) sont des v.a.r. su2, A, P).

Ainsi, muni de 'addition et de la multiplication par un scatéa 'ensemble des v.a.r. s, A,P) est un
espace vectoriel sl (en tant que sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel desatmpis de(2 dansRk).
Si de plus on le munit du produit, c’est une algébreRsen tant que sous-algebre de l'algebre des
applications d&€2 dansR).

Exemple Variable aléatoire binomiale.

On considére une expérience aléatdiegu cours de laquelle un événemérd une probabilitg de se
réaliser. On répeéete fois cette expérience dans les mémes conditions et de manipendante. Sok le
nombre (aléatoire) de rnéalisationsﬁau cours de cesexpeériences.

On peut écrireX = »_ 19, ot 1 est lindicatrice deA au cours de l#™expérience. En tant que somme
i=1
de v.a.r.Xestune v.a.r. On adéjavu qux = {0,1,...n}, et pourtouk € {0,1,...n},
P(X = k) = Ckp*(1— p)™*. X est appelée variable aléatoire binomiale : onXduit la loi BinomialeB(n, p).

2.3. V.a.r. indépendantes .

Définitions.

SoientX et Y deux v.a.r. définies sur un méme espace probalifiiséd, P). On dit queX etY sont
indépendantesi pour tousx € R ety € R, les événementX < x) et (Y < y) sont indépendants, i.e.
P(X<x)N(Y<Yy)) = PX<X)P(Y <y), i.e.FxyXy) = Fx(X)Fy(y).

Soientn un entier naturel non nuXi, Xz, ..., Xy nv.a.r. définies sur un méme espace probabilisé
(QQ, A,P). On dit queXy, Xz, ..., Xy sontindépendantes (mutuellemestpour tous«s, Xz, ..., Xn € R, les
événementsX; < X1), (X2 < X2),...,(Xn < Xn) sont indépendants (mutuellement).

Proposition.
Si X1, X2, ..., Xn sont indépendantes, alors toute fonction numériquedientre elles est indépendante de
toute fonction des — k autres.

3. Exercices

Exercice 1Soient(Q, .4, P) un espace probabilis& une variable aléatoire réelle ek sa fonction de
répartition. Soiené etb deux réels tels qua < b. Exprimer a I'aide dé-x les probabilité$(X > a),
P(X>a),P(a< X<b),P(a< X<b)etP(a < X <Db).Ondistinguera le cas général et le cas d’'une
variable aléatoir&X a densité (pour lequélx est continue suR).

Exercice 2Soient(Q, .4, P) un espace probabilis¥ et Y deux variables aléatoires réell€s etFy leurs
fonctions de répartitiorf; x v, la fonction de répartition du coupl&, Y). On considere les deux variables
aléatoires réelled = max(X,Y) etV = min(X,Y), etFy etFy leur fonction de répartition. Expriméiy etFy
en fonction deFx, Fy etF(xy). Observer ensuite le cas particulier ¥ét Y sont indépendantes.
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