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Espaces Probabilisés

Le but de ce chapitre est de proposer un modéle mathématigoestiant de décrire une experience
aléatoire.

1 - La notion d ’événement ; algebre des événements

1.1. La notion d 'événement .
Pour construire un modéle probabiliste d’'un phénomeéneaitéail convient d’abord de se donner un
ensemble des éventuali@ggdapté au probleme. On adopte la définition suivante.

Définition.

Soit £ une expérience aléatoire, i.e. une expérience suscegiéite répétée dans les mémes conditions
mais dont le résultat n’est pas prévisible (du "au hasaff)appelleensemble fondamental univers
associé & I'ensemble not&) de tous les résultats possibles (a priori)}dmentualitésle £. On désignera par
o toute éventualité, c’est-a-dire tout élémentile

Remarque

La notion de "résultat” n'est pas clairement définie ; e, feliest I'expérimentateur qui fixe lui-méme ce
qui mérite le nom de "résultat” en fonction de ses préocaapat C’est pourquoi il N’y a pas unicité dans le
choix deQ.

Exemple 1£: "lancer d’un dé cubique (faces numérotées de 1 a 6)".
On peut prendr€ = {1,2,3,4,5,6 si'on s'intéresse au numéro obtenu,Qu= {0, 1} sil'on
s'intéresse seulement a la parité du numéro obtenu.
Exemple 2£ : "lancer deux dés cubiques discernables (faces numérdeées 6)”.
Q-=4{1,2,3,4,567%= {arrangements avec répétition d’ordre 2{de2,3,4,5,6} siI'on s’intéresse
aux numéros obtenus, ¢u = {2,3,...,12} sil'on s’intéresse a la somme des deux numéros obtenus.

Exemple 3£ : "tirer une main de 8 cartes dans un jeu de 32 cartes”.
Q = {combinaisons de 8 cartes prises parm}32

Remarque. L’ensembl@ n’est pas nécessairement un ensemble fini.

Exemple 4£ : "on lance une piéce jusqu’a obtenir 1 fois Pile”.
Si I'on appelle "résultat” le nombre de lancers nécessaiess = N*.

Exemple 5£ : "on tire une balle sur une cible de diamétre 1m”.
Si I'on appelle "résultat” :

- le point d'impact de la balle sur le plan de la cibl@ = {(x,y) e R? [/ x2+y? < %} ;
- la distance du point d'impact au centre de la cilg = [0%} ;
- le gain éventuel, la cible étant divisée en 5 zon@s= {0, 5, 10, 20, 30.

Définition.

Soit £ une expérience aléatoire@tun univers associé. On appefieenement lié § toute assertion ou
proposition logique dont on peut dire qu’elle est vraie on noe fois I'expériencé réalisée (i.e. pour toute
éventualitéo € Q).

On dit qu'unévénemerestréalisési I'assertion qui le définit est vraie.

On convient alors d’'identifier un tel événement au souestde des € Q pour lesquels il est réalisé :
unéveénement lié & est alorsune partie deQ.

Ainsi, lorsquew est le résultat d'une expérience aléatdiret A est un événement, on a

(Aestréalisg = w € A
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Reprenons I'exemple 2.

&:"lancer de deux dés"Q = {1,2,3,4,5,6° = {(x,y) / x,y € {1,2,3,4,5,6 }.

Considérons I'événement: "la somme des points obtenus est supérieure ou égale a Eoénemeni
est identifié au sous-ensemble @esuivant, noté encora :

A = {(4,6),(5,9),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}.

De méme, les événemers "la somme des points obtenus est égale a & etle produit des points
obtenus est égal a 2” soBt= {(1,2),(2,1)} etC = {(1,2),(2,1)}. On remarque que ces événemedhtst
C, apparament différents, correspondent a la méme partie @n confondra donB et C, et on écrira
B=C.

Définitions.
SoitQ un univers associé a une expérience aléatbifdors, pour toutw € Q, {w} est un événement
appeléevénement élémentaif@e plus,Q est appel@&vénement certaiet @ est appel@&vénement impossible

1.2. Algebre des événements
D’aprés ce qui préceéde, tout événement est une partie &Eciproquement, toute partie feest-elle un
événement ? Pour aborder cette question, supposons gsertibie des événements est un ensehiie
parties deQ (i.e. A < P(Q)), dont nous allons définir les propriétés en nous référalesibesoins usuels.
Si A etB sont deux événements liés & une expérience alédtairest naturel de considérer la
non-réalisation dé (ou événement contraire @9, la réalisation simultanée deeetB, ou encore la
réalisation de I'un au moins des événemekitai B. La définition d’événement comme partie @econduit &

- I'événement contraire d& est I'événemenf = CoA ;
- la réalisation simultanée deetB est I'événemenA N B ;
- la réalisation de I'un au moins des événemédxntsl B est I'événemen U B.

Reprenons I'exemple 1.

E:"lancerdeundé’Q = {1,2,3,4,5,6.

Les événementA : "on obtient un nombre pair” é : "on obtient un multiple de 3” somA = {2,4,6} et
B = {3,6}. Les événementd N B : "on obtient un multiple pair de 3” éA U B : "on obtient un nombre pair
ou un multiple de 3” sont aloldN B = {6} etAUB = {2,3,4,6.

Plus généralement, 6An) ., €st une suite infinie d’événements, on peut également gteméa a

considérer les événemerft} A, (tous les événements, sont réalisés) €t J An ('un au moins des
neN neN

éveénements\, est réalisé).

Exemple 6.

£ : "lancer une piece de monnaie une infinité de fois”.

Considérons I'événemeit: "obtenir "pile” a chaque lancer”.

Un choix naturel d'univer§) associé & est celui de I'ensemble des suites infinies formées de P Et de
Onadon® = {P,F}"" = {(un)neN* lun € {P,F}}. Considérant la suite infinie d’événements
An : "obtenir "pile” aun-ieme lancer”, on & = {(P,P,...,P,...)} = [ An.

neN*
Ces considérations nous aménent a la définition suivante.

Définition.
SoitQ un ensemble quelconque. On appéiibu (ou o-algébre surQ toute partied de P(Q) telle que :
iyQe A (i) VAe A, Ae A (stabilité par passage au complémentaire)

(ii ) pour toute suit€A,) ., d'éléments ded, | J A, est encore un élement dé

neN

neN

(stabilité par réunion dénombrable)

Stéphane Ducay 2



S4 Maths 2011-2012 Probabilités 1 Espaces probabilisés

Propriétés.
Soit.A une tribu suQ. Alors :
iHpeA

(i) Pour toute suit€An) ., d’éléments ded, (] A, est encore un élément dé

neN
(stabilité par intersection dénombrable)

n n
(iii ) Si Aq,...,Aq sontn éléments ded (n > 2), alors| JAi € Aet(Ai € A
i-1 i-1

(v) V(AAB) e Ax A, A\NBe A
(v) V(A,B) € A x A, AAB € A (stabilité par différence symétrique)

neN

Corollaire.
SoitQ un ensemble. Alors :
(i) {0,Q} est une tribu su€, appelédribu grossieresurQ.
(ii) P(Q) est une tribu suf.
(iii ) pour toute partie propra deQ, {@,A,A,Q} est une tribu suf.

Si Q est un univers associé a une expérience aléafoles conditions imposées aux événements liés a
font que ces derniers constituent une trihsurQ.

Il faut noter que la tribud des événements liésfacontient tous les singletons de(événements
élémentaires).

Proposition
Soit £ une expérience aléatoire dont I'univé&esconsidéré est fini ou infini dénombrable. Alors on
prendrad = P(Q) pour tribu des événements lie€a

Remarque

Si Q est infini non-dénombrable, alors on ne choisira pas pdun #P(Q) (cette question n’est pas
étudiée ici) mais la plus petite tribd contenant une certaine classe de partieQdear exemple, € = R,
on prendra la tribu borélienriér (strictement incluse darf8(R)) qui contient tous les intervalles fe

1.3. Espaces probabilisables

Définitions.
Un espace probabilisable est un coufile A) ou Q2 est un ensemble quelconqueftine tribu su.
Si Q est un univers associé a une expérience aléafoltespace probabilisablg?,.A) est alors ditié &
I'expérience aléatoire.

Définitions.

Soit (Q,.4) un espace probabilisable lié a une expérience aléafoire

(i) Les éléments del sont appelégvénements

(ii) SoientA,B € A. On dit que I'événemerA entraine(ou implique) I'événemerB si A c B.

(iii ) SoientA,B € A. On dit queA et B sontincompatibles (ou disjointgi AN B = 0.

(iv) On appellesysteme complet d’événemetaiste partition finie ou dénombrable deformée
d’éléments de4, i.e. toute famille{A;},_, d’élements de4 deux a deux incompatibled(N A; = & pour
i # j) et dont la réunion es2 (Q = [ JA).

i€l

Exemples

a) Reprenons I'exemple 2. Considérons les événementassinva: la somme des deux dés est
supérieure ou égale a 1B, I'un des deux dés est supérieur ou égal & 4/'un des deux dés est inférieur &
2. AlorsA c BetANC = 4.

b) SoitA € A. {A A} est un systeme complet fini d’événements.

c) SoitQ = {wn, n € N}. {{wn}, n € N} estun systéme complet dénombrable d'événements.

Pour conclure, voici un tableau comparatif des vocabigaresembliste et probabiliste.
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Notations|  Vocabulaire ensembliste Vocabulaire probsteili

) ensemble vide éveénement impossible
Q ensemble plein événement certain
{o} singleton deR événement élémentaire
A sous-ensemble de événement
weA o appartient 82 e I‘é.SU|'.[ah) est ‘f”e
réalisation possible d&
A complémentaire dA dansQ) | événement contraire de
AUB réunion deA etB AouB
ANB intersection dé\ etB AetB
ANB=40 A etB sont disjoints A etB sont incompatibles
AcB Aestinclus danB AimpliqueB

2 - La notion de probabilité

2.1. Introduction - Approche par les fréequences

On rencontre constamment dans la vie courante la notionatepilité d’'un événement. Elle est parfois
purement subjective, mais elle apparait souvent sous umefmathématique relativement précise.

Dans le jeu du pile ou face, il est naturel de dire que I'apjueride "pile” a la probabilité 1/2. Cela
provient d’abord d’une intuition d’égalité de chance d’appon des deux faces. Plus quantitativement, si
I'on répete un grand nombre de fois I'expérience qui coasigeter la piece, on s’attend a trouver a peu pres
autant de "pile” que de "face”, ce qui donne a la frequencemiaition de "pile” (fraction nombre de "pile”
sur nombre d’expériences) une valeur voisine de 1/2.

On ne peut démontrer ce résultat expérimental mais le bt theébrie des probabilités est de construire
des modéles mathématiques qui traduisent ce genre de pbaasmsous une forme logique de telle sorte que,
si une expérience est en accord avec les hypotheses maitipgesases résultats puissent étre prévus par la
théorie.

Généralisons I'exemple précédent. On effect@xpériences aléatoires identiques et "indépendantes”.
On notena le nombre de réalisations d’un événemaAmtonné au cours de cesexperiences. On considere un
autre événemers.

Soitfa = n—r{* la fréquence statistique de I'événem@nts celle deB. On a :

(i) fa € [0,1] etfg € [0, 1].
(ii) siAest'événement certain, along = n, et doncfa = % =1.
(iii ) si A etB sont incompatibles, alors g = Na + Ns, et doncfa g = n’?]UB = A Jr“l NB _ f, + .

Lorsquen tend vers I'infini, on s’attend aussi a vdig = n—rf se stabiliser autour d’'une valeur limite, qui
sera la probabilité da. .

Cette approche de probabilité comme limite de fréquencdwibnaturellement a la définition suivante.

Définition.

Soit (Q,.4) un espace probabilisabliai . On appellgrobabilité sur (€, .4) toute applicatiorP de A
dangs[0, 1] telle que :

(I PQ) =1

(ii) Si AetB sont deux événements incompatibles, aR& U B) = P(A) + P(B) (additivité deP).
Le triplet (Q2, A, P) est appelé espace probabilisé.

Pour des raisons déja rencontrées (répétition infiniepernces aléatoires), on doit étendre la propriété
(ii) a une famille dénombrable d’événements deux a deux incabhgmtCette propriété de-additivité fait
gu’une probabilité est une mesure a valeurs dans|.
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2.2. Définition et propriétés d ’une probabilité .

Définitions.
Soit (Q2,.4) un espace probabilisable. On appgtebabilité sur(Q,.4) toute applicatior® de A dans
[0,1] telle que :

(iHPQ)=1 (i) Pour toute suit¢An) ., d’€vénements deux a deux incompatibles, on a
P(U An | = D P(An) (c-additivité deP)
neN neN

Le triplet (Q2, A, P) est appelé espace probabilisé.
Si (©,.4) un espace probabilisable lié a une expérience aléafpeesiP est une probabilité syc, A),
alors(Q, A, P) est appelé espace probabilisé associé a I'expérienceiatéat

Remarques

a) Une probabilitd® sur un espace probabilisable n’est pas unique.

b) De facon générale, toute étude probabiliste d’'une expée aléatoire devrait commencer par la
recherche d’un espace probabilisé lié a cette expérierarant plusieurs espaces probabilisés peuvent
parfois la décrire, on peut obtenir des résultats numésigiféerents.

c) Il est parfois possible de résoudre certains problemes@annaitre I'univers). Il sera quand méme
nécessaire de connaiffeau moins pour un certains nombres d’événements.

Propriétés.
Soit P une probabilité sur un espace probabilisgéieA).
(i) P@) =0

n n
(ii) SiAg,...,An sontn (n > 2) événements 2 a 2 incompatibles, aI(sU An) = Y P(A).
i=1 i=1
En particulier, siA et B sont deux événements incompatibles, akR@s U B) = P(A) + P(B).
(i) VA e A, P(A) = 1-P(A).
(iv) VAB € A, P(B\ A) = P(B) - P(ANB).
(V) VABe A (AcB) = (P(B\A) = P(B) — P(A) etP(A) < P(B)).
(vi) VA,B € A, P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).

Cas dun espace probabilisablg,.4) fini ou infini dénombrable .
Poson) = {wi, i € I}, avecl  Netp; = P({wi}). OnaA = P(Q).
Pour tout événemerit = | J{w} = {wj, j € I} = |J{o;} avecI c I,ona
weA jed

P(A) = P(U{@}) = > P({wj}) = X_p;, les{w;} étant 2 & 2 incompatibles.

jed jed

De plus, 1= P(Q) = P(U{ah ) 2 PHai}) = 2 pi.

iel iel

Une probabilité® surQ = {wi, i € 1’} estdonc définie par la donnée des nombres
pi = P({wi}), avecp; > 0 etd p; = 1.

iel

On parle aussi de distribution de probabilité.

Exemple fondamental de 1équiprobabilité.
Soit (Q,.A) un espace probabilisabliai, i.e.Q = {w1,w2,...,0n} et A = P(Q). SoitP une probabilité
sur(Q, A). Tout événemenA peut s’écrireA = | J{w}, eton aP(A) = > P({w}). De pIusZp. = 1.
weA weA
Si I'on suppose qu’aucun événement élémentéirg n’a plus de chance de se reallser que les autres, on
dit gu’il y a équiprobabilité (lep; sont égaux) eton a :

Vi=1,..,n pi =P{ei}) = L+
OnadondP(A) = > % = cardAx %

weA

La probabilitéP est alors définie de fagon unique, comme l'indique le résgliaivant :
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Théoreme
Soit (2, P(Q2)) un espace probabilisable fini. L’hypothese d’équiprobtgbiléfinit sur cet espace une
unique probabilitd®> donnée par :

cardA _ nombre de résultats favorables a A
cardQ nombre de résultats possibles
Les calculs avec une telle probabilité se ramenent alors @rdlemes de dénombrement.

VA € P(Q), P(A) =

Remarque
Il n’est pas possible de définir 'équiprobabilitéiest infini dénombrable. Mais on peut choisir d'autres

distributions de probabilité. Par exemple poLE N, la distribution de Poissonvk € N, px = e"lﬁ—lk.

2.3. D’autres propriétés d ’une probabilité .

Formule de Poincaré(ou formule du crible).
Soit P une probabilité sur un espace probabilisgéieA).
(I) Pour tousA1, Az, As € ./4,
P(A1 UA2 UA3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) — P(A1 ﬂ Az2) —P(A1NA3) —P(A2NA3) + P(A1NA2N A3)

n
(ii) Pour tousAy, ..., A, € A, avecn > 2, P(UAi> Z( 1)*?s,, avecS = Y P( N Ai>,
i=1 Ik(n) iel(n)
oul«(n) est une partie quelconque de cardikde {1, 2, )

Preuve
(i) OnaA; UA2 UA3 = A; U (A2 U As3), donc en appliquant la proprié¢ei) précédente,
on aP(A1 UA2 UA3) = P(A1) + P(A2 U A3) — P(A1 N (A2 U A3z)).
De plus,P(A2 U A3) = P(A2) + P(A3) — P(A2 N As).
et P(Al N (Az U A3)) = P((Al N Az) U (A1 N A3)) = P(Al N A2) + P(Al N Aa) — P(Al NA2N Aa).
D’ou le résultat.
(i) La démonstration se fait par récurrence isuta propriété est vraie au ramg= 2 (etn = 3 au(i)).
Supposons qu’elle soit vraie a un ramg: 2 fixé. Alors :

P(nfin> = P((OAi) UAn+1) = P(Qm) + P(Ani) — P((LnJAi) ﬂAml)

Par hypotheseP(UA) — kin;(—l)k‘l PN ) ZP(A.) + Z( Dty P( n A

1k(n) |e|k(n) I(n) ielk(n)

etP((UAi> mAml) P(LnJ(Ai mAml)) Z( nt Y P( N A mAml))

i=1 Ik(n) ielk(n)

= 2( Dty P(( A.) An+1> + (-1)™P(ALN...NAR1)
|e|k (n)

Ik(n)

= Z( 1) (( n Al) N An+1> + (—1)n_1P(A1 N...NAn1).
|k 1(n)

iel-1(n)
1 1
Onen dedwtqué’(U |> ZP(A.)+Z( nt > P( N Ai>+(—1)”P(A1 N...NAR1).
Ik(n+1) iel(n+l)
1 n+1
Ainsi,P(UAi> 2( 1)*'S, avecS = Y P( N Ai>,
iz I (n+1) ilk(n+l)

ouly(n+ 1) est une partie quelconque de cardikde {1,2,...n+ 1}.

Théoreme
Soit P une probabilité sur un espace probabilisgédeA).

(i) Si (An), €St une suite croissante d’événemeits € N, A, < Ana), anrsP(U An) = lim P(An).

neN

(i) Si (An), . €St une suite décroissante d’evénemevits € N, Ay < Ap), anrsP(ﬂ An) = lim P(An).

neN
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Preuve
(i) Supposons quen € N, Ay < Api1. Onaalors ¥n € N, P(An) < P(An1) < 1. La suite(P(An))
est ainsi croissante et majorée (par 1) donc convergentgquigeouve I'existence de lirP(An).
PosondBo = Ao, et poun € N*, By = Ap \ Ap1. Ainsi, (Bn),. €St une suite d’événements deux a
n n
deux incompatibles telle qui, = | JBi et J An = |J Bn. Par conséquen®(A,) = > P(B;) et
i=0

neN neN i=0

neN

+00 +00 n
P(U An) = P(U Bn) = > _P(Bn). Onaalor)_P(Bn) = lim > P(Bi) = lim P(An), d’ou le résultat.
neN neN n=0 n=0 i=0
(i) Supposons quéAn) ., SOit une suite décroissante d’événements. AlBr9 o ESt une suite

croissante d’événements donc d’ap@*iesP(U A_n) = lim P(An).

neN

() - f(UR) - +-A{u)

doncP(ﬂ An) =1~ lim P(An) = lim (1~ P(Aq)) = lim P(An).

neN

Reprenons I'exemple 6 du paragraphe 1.2.
PosondA : "obtenir "pile” & chaque lancer” ek, : "obtenir "pile” aux n premiers lancers”. Remarquons

d’abord que(An), - €St une suite décroissante d’évenements etﬂquerN] An. D’autre partP(An) = 2—1”
neN*

On en déduit qu@(A) = P( N An> = lim P(An) = Alrpwz_% =0.
neN*

L’événementA a donc une probabilité nulle, alors gaer . (Rappelons que(@) = 0).

De facon analogue, on pourrait avBifA) = 1 avecA + Q. Ceci conduit a adopter les définitions
suivantes.

Définitions.

(i) On dit qu'un événemenk est quasi impossible Bi(A) = 0.

(ii) On dit qu’'un événemerk est quasi certain $(A) = 1.

(iii ) On appellesysteme quasi complet d’événeméotse famille dénombrable d’événements deux a
deux incompatibles et dont la réunion est un événement-geasiin.

Pour terminer ce paragraphe, nous énoncons d’autres @r@pdont la démonstration est laissée au soin
du lecteur.

Proposition.
Soit P une probabilité sur un espace probabilisgédeA).
(i) Pour tousA,B,e A, P(AUB) < P(A) + P(B).
n n
(ii) Pour tousAs, ..., An € A, avecn > 2, P(UAi < > P(A).
i=1 i=1
d’éléments de4, P(U An | <D P(AY).

neN neN

(iii ) Pour toute suitéAn)

neN

Proposition. (Inégalité de Bonferroni)
Soit P une probabilité sur un espace probabilisgédeA).
(i) PourtousA,B,e A, P(ANB) > P(A) + P(B) — 1.
n

(ii) Pour tousAs, ..., A, € A, avecn > 2, P(ﬂAi > > P(A) - (n-1).
i=1 i=1

3 - Les schémas d 'urne.
De nombreuses situations aléatoires peuvent s’intergrateun "schéma d’urne”, i.e. par des tirages dans
une urne contenant des boules de différentes couleurs portion connues. Par exemple, les boules
"représentent” les individus d’'une population et les caudedes caractéristiques des individus.
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3.1. Urne a 2 catégories .

Considérons une urne contenéhboules indiscernables au toucher detsont blanches ét, sont
noires ; il y a donc une proportigmn, = Nl de boules blanches pt = = 1 - p; de boules noires. On
considere I'expérience aléatoife ”extra|ren boules de l'urne”. On cherche a calculer la probabilité
d’obtenir exactemeri boules blanches. Pour se faire, il faut distinguer les dfiés modes de tirage
possibles.

3.1.1. Tirages successifs avec remise
Pour ce mode de tiraga,peut prendre n’importe quelle valeur entiere positive.
Si I'on suppose que les boules d’'une méme couleur sont niées,con peut associer a I'expérience
aléatoiref I'univers :
Q= {arrangements avec répétition d’orarde I'ensemble deN boules}.
CommecardQ = N" est fini, la tribu des événements ebt= P(Q).
On considére naturellement g2, .A4) I'équiprobabilitéP.
Soit 'événemen#y : "obtenir exactemerk boules blanches”, & k < n.
Il'y a Ck choix possibles pour les positions delsoules blanches ; les positions des k boules noires
étant ainsi déterminées. Il y a ald¥§ choix des boules blanchesN} ™ choix des boules noires. On a donc

knIKNn=k
cardA = CKNENS X etay = P(Ax) = w

k -k
On en déduit quey = Ch(%) (%)n = Ckp(1-p)", 0<k<n.
Cette "loi de probabilité” est appeléa Binomiale de paramétre@, p1).

3.1.2. Tirages successifs sans remise
Pour ce mode de tirage, on doit avoicOn < N. On choisit alors :
-Q = {arrangements (sans répétition) d’ordrde I'ensemble dell boules} ;
- A = P(Q), carcard) = Af est fini ;
- P I'équiprobabilité surQ, A).
Le nombrek de boules blanches obtenues est compris entré0nax N2) et min(n,Ny).
Il'y a CK choix possibles pour les positions delsoules blanches ; les positions des k boules noires étant
ainsi déterminées. Il y a alors, choix des boules blanches/e{t" rK., choix des boules noires.

KAk
On a dongBx = P(Ax) = % max0,n— Ny) < k < min(n,Ny).

3.1.3. Tirages simultanés(ou par poignées.
Pour ce mode de tirage, on doit avoicOn < N. On choisit alors :
-Q = {combinaisons (sans répétition) d’ordrele I'ensemble dell boules} ;
- A = P(Q), carcardQ = C}, est fini ;
- P I'équiprobabilité surQ, A).
Le nombrek de boules blanches obtenues est compris entré0nax N2) et min(n,Ny).
Il'y a CK, choix des boules bIanches(é',?,fk nK., choix des boules noires.

On adonc/y = P(Ax) = Ol Oy , max(0,n—N5) < k < min(n,Ny).

CR
Remarque
Pour toutk telque O< k < n,ona:
AX, N_|?\11
B CRARATN, _ it ARARK, _ - (n—k _ CKCRA, _
k= AT Kl(n— K)! A Al [C A

n!
Il'y a donc équivalence entre tirages successifs sans r@misages simultanés.

Cette "loi de probabilité” est appeléai Hypergéométrique de paramétré&l,n,pl = %)
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3.2. Urne a | catégories , | > 2.

Considérons une urne conten&hboules indiscernables au toucher, diatsont de couleur I\, de
couleur 2, ... N; de couleutt (onadondN = N3 + N2+ --- + N;). Pour tout = 1,... |, la proportion de
boules de couleurestp; = % On considére I'expérience aléatoffe "extrairen boules de I'urne”. On
cherche & calculer la probabilité d’obtenir exactemenhehéme tempk; boules de couleur 1 <i </,

|
avecZ ki = n.
i=1

3.2.1. Tirages successifs avec remise
On considére le méme espace probabilisé qu’au 1.1.
Choisir les positions pddr lds boules de couleur 1 < i <, revient a choisir une permutation avec
répétition de la combinaison avec répétiti@h, ...C1,C,,...,Cs,...,Cy,...,Ci], ou chaque coulelE; est
répetée; fois ; cette combinaison ayantéléments. Le nombre de choix des positions est donc le nodebre

ces permutations avec répétition, ke——0b—
Kilko!. . k!

Les positions étant déterminées, il W& choix des boules de couleyrl < i < I.
N NN N

ki'ko!.. . k! I
Ona donmkly---kl—l = P(Akly---kl—l) = 122 an = k! k2r|1 k! plilpléz . prl .
Cette "loi de probabilité” est appeldéa Multinomiale de parametres

(n,p1,P2;---,PI-1).

3.2.2. Tirages successifs sans remise
On considére le méme espace probabilisé qu’au 1.2.
Pour simplifier, on suppose qke < N; pour touti = 1,... .
llya toujoursﬁ choix des positions.
1: Kol L K|!

llya anrsA'ﬁ}i choix des boules de couleyrl <i <.

ki a ko ki
I AN AR. . A
Ona dOn(ﬁkl ..... K1 = P(Ak1 ..... k|71) = kllkzrll . k|| N ZZRI N :

3.2.3. Tirages simultanés(ou par poignées.
On considére le méme espace probabilisé qu’au 1.3.
Pour simplifier, on suppose qke < N; pour touti = 1,... .
llya CK}i choix des boules de couleyrl <i <.

CKCR...CY

On adonq/kly---kl—l = P(Akly---kl—l) = CRI L, 0<k<n.
Remarque
AKlll AKlzz AKIII Ckl Ckz Ckl
kil kp! "7 k!
On afi,.k, = L 'ZA‘n : e El:zn N Yk, kg
N N

n!
Il'y a encore équivalence entre tirages successifs sanseaniirages simultanés. Cette "loi de

probabilite” est appeléei Multi-hypergéométrique de paramétrés\l,n, p1 = % cesPlo = %
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4 - Exercices .

Exercice 1
On tire trois boules avec remise dans une urne contenanboulgs numérotées de 1 a 5. Soient les
événements, : "la i-éme boule tirée porte le numéro 1”, pout 1,2, 3.
Exprimer en fonction deA; les événements suivants :
a) on obtient trois fois la boule numéro 1,
b) on obtient au moins une fois la boule numéro 1,
c) on obtient une seule fois la boule numéro 1,
d) la boule numéro 1 est obtenue pour la premiére fois au 2eaget
e) la boule numéro 1 est obtenue pour la premiére fois au 3éage t
f) la boule numéro 1 est obtenue au ler tirage ou alors n’esbipnue.
g) on obtient deux fois ou plus la boule numéro 1,
h) on obtient deux fois exactement la boule numéro 1,
i) on n’obtient jamais la boule numéro 1.

Exercice 2
On effectue une suite infinie de lancers d’un dé dont lesasie$ sont numérotées de 1 a 6.
Pour touti € IN*, on considére I'’événement : obtention de I'as aif™lancer.
1) Définir par une phrase ne comportant aucun vocabulaitbéngatique les événements suivants :
+00 4 +00
B = nAi, C= (nx) N (nAi>’ D= UAi.
1=5 =1 1=5 i>4
2) Ecrire a l'aide ded\ I'événementE : on obtient au moins une fois I'as au-delamfil®lancer.

3) Montrer que la suit€E,) = (U Ai) est décroissante. Caractériser par une phrase ne conportan
i>n
aucun vocabulaire mathématique I'événentent (] En.
n>1
4) Ecrire a l'aide de#\ les événements,, : on n’obtient plus que des as a partiritlancer, et

F : on n’obtient plus que des as a partir d’un certain lancer.

Exercice 3
On jette quatre dés discernables équilibrés dont les 6 famdgsiumérotées de 1 a 6. On appelle résultat

la suite ordonnée des quatre faces obtenues. ProposeracegspbabiliséQ, A4, P) adapté a cette
expérience et calculer la probabilité des événementsrsisiva

a)A:’on n’obtient pas d’as au cours des quatre lancers”,

b) B : "on obtient exactement deux as”,

c) C: "on obtient au moins un as”,

d) D : "on obtient un as aux deuxieme et troisieme lancers”,

e) E : "on obtient au moins une fois un numéro pair”.

f) F:”on obtient un carré" (quatre faces identiques),

g) G : "on obtient un brelan” (trois faces identiques et une adifférente),

h) H : "on obtient une double paire" (deux couples différentsate=§ identiques),

i) 1 : "on obtient une simple paire" (deux faces identiques ekarures différentes),

j) J: "on obtient un résultat banal” (quatre faces différentes)

Exercice 4
On rappelle qu’un jeu de 52 cartes est constitué de 13 castealdur 1, 2, ..., 9, 10, Valet, Dame, Roi
dans chacune des 4 couleurs Pigue, Carreau, Coeur et Tréfle.
On titre simultanément 6 cartes d'un jeu de 52 cartes. Galdalprobabilité d’obtenir :
a) six cartes de valeurs différentes ;
b) deux brelans (brelan 3 cartes de méme valeur) ;
C) une paire et un carré (paie2 cartes de méme valeur, cagd cartes de méme valeur) ;
d) trois paires (différentes) ;
e) un brelan, une paire, un singleton
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Exercice &

Dans une loterie de 100 billets, deux billets sont gagnants.

1) Quelle est la probabilité de gagner au moins un lot si I'eeng 12 billets ?

2) Combien faut-il prendre de billets pour que la probabitie gagner au moins un lot soit supérieure a
4/57?

Exercice 6
Dans une assemblée d@ersonnes, quelle est la probabilité que deux d’entre allgroins aient le
méme jour d’anniversaire ?

Exercice 7.
On lance six fois de suite un dé équilibré a 6 faces numéroigdsa 6.
Quelle est la probabilité que le résultat du lancer et le mordé lancer coincident au moins une fois ?

Exercice 8
On place au hasard sur une étagerenlesmes d’'un encyclopédie, numérotés derl a
Pouri = 1,...,n, on désigne pad; I'événement "le tomeretrouve sa place".
Calculer la probabilité des événements suivants :
a) le tome retrouve sa place,
b) les tomes etj retrouvent leur place,
c) lesktomesiy,iz,... ik retrouvent leur place, avecd k < n,
d) chacun des tomes retrouve sa place,
e) aucun des tomes ne retrouve sa place.
En déduire le nombre déérangementdeE = {i1,i»,...,in}, cC’est-a-dire de permutations &@gelle
gu’aucun €lémenf ne retrouve sa position.

Exercice 9

On lance un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6, et truqué de tedlgse les faces paires sont
équiprobables, les faces impaires sont équiprobables pebbabilité d’obtenir une face paire est égale au
double de celle d’obtenir une face impaire.

1) a) Proposer un espace probabili€e.4,P) adapté a cette expérience.

On pourra considérer les probabilités @’obtenir laface ji = 1,...6.
b) Calculer la probabilité d’obtenir une face inférieureémale a 3.
2) Comparer au cas d’'un dé équilibré.

Exercice 1Q

SoientQ = N*, a un réel et(px) - la suite définie papx = . Déterminer: pour que(Pk) -

a
k(k+ 1)
soit une distribution de probabilité sOx.

Exercice 11
Une urne contient 10 boules dont 6 blanches et 4 noires. @ota# successivement 5 tirages d’'une boule
de l'urne.
1) Les tirages sont effectués avec remise. Calculer la pitiiéad’obtenir :
a) aucune boule blanche ;
b) au moins une boule blanche ;
) une boule blanche (exactement) ;
d) deux boules blanches (exactement) ;
e) deux boules blanches suivies de trois boules noires.
2) Reprendre les questions du 1) avec des tirages effea@nésemise.
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