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1. Simulations

1.1. Loi de Bernoulli et simulation

Soit (2,4, P) un espace probabiliseé.
Une variable aléatoir& suit la loi de Bernoulli de parametre € 10, 1], que I'on noteB(p), si et
seulement sK est a valeurs dan®; 1}, etP(X = 1) = petP(X=0) = 1-p.
Une telle variable aléatoire permet d’indiquer si un évémet est réalisé X = 1) ou pas X = 0).
Comme exemples d’application on peut citer :
- lancer d’'une piece menant a Pile ou Fake; "obtenir Pile" ;
- tirer une boule dans une urne contenant des boules blaethegesA = "obtenir une blanche" ;
- choisir d'un individu dans la populatioA = "I'individu est malade".
Ainsi, une telle variabl@ermet de représenter un caractere qualitatif a deux modates

Simulation 1

p étant donné dan¥), 1], on considere une urne contenant une proportiate boules blanches. Plus
précisément, on considére I'entid plus petit multiple de 10 tel quélp soit entier, et ainsi une urne
contenantN boules, doniNp boules blanches ét(1 - p) boules noires. Par exemple, pque 0,42, on a
N = 100,Np = 42 etN(1 - p) = 58.

On suppose que lé$ boules sont numérotées de Nade 1 aNp pour les boules blanches, tip+ 1 an
pour les noires.

A l'expérience aléatoire " tirer une boule au hasard dansnéu”, on peut associer l'univers
Q = {1,...,N} etle munir de I'équiprobabilit®.

Dans ce contexte, I'événemeAt"obtenir une boule blanche" est= {1,... Np}, sa probabilité étant

alorsP(A) = —gg:gé = % =p.

Considérant la variable aléatoXequi a chaque tirage d’une boule associe 1 si elle est blartdhsieon,
ona(X=1)=Aet(X=0) =A etdoncP(X = 1) = P(A) = petP(X=0) =P(A) =1-P(A) =1-p.

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuilleeBnoulli simulation 1)

Le tirage d’'une boule de I'urne est simulé par l'instructiehLEA.ENTRE.BORNES(1N) a entrer dans
la cellule B8 (par exemple).

La valeur correspondante deest alors obtenue par l'instructieisl(B8<=Np;1;0).

Simulation 2

A I'expérience aléatoire "choisir un nombre au hasard dangetvalle [0;1]" on peut associer une
variable aléatoireY suit la loi Uniforme sur I'intervallg0; 1] (loi a densité) )Y indique le nombre obtenu. On
sait que pour towy € [0;1], P(Y <vy) =Y.

p étant donné dan30,1], on a alorsP(Y < p) = p. Considérant la variable aléatoidé définie par
X=1)=(Y<pet(X=0)=(Y<p) = (Y>p),Xsuit laloi de BernoulliZ(p).

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuilleeBnoulli simulation 2)

Une valeur de¥ est simulée par I'instructiorALEA() & entrer dans la cellule B7 (par exemple).

La valeur correspondante deest alors obtenue par l'instructiesI(B7<=p;1;0).
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1.2. Loi binomiale et simulation

Reprenons I'exemple d’une urne contenant une propoptier0, 42 de boules blanches.

On tire une boule au hasard dans l'urne : le nombre de "bowalache" obtenu en un tirage est une
variable aléatoireX de loi de BernoulliB(p) : P(X=1) =p=0.42 etP(X=0)=1-p=0,58. On a
E(X) = p=0,42 etVar(X) = p(1-p) = 0,2436.

Si on effectuen = 50 tirages avec remise d’'une boule, on observe la réalisal@oX; , X, , ... , Xs0 ,
variables aléatoires indépendantes de méme lodXqu@n dit que I'on a un échantillon aléatoire simple de
taille n = 50 de loi de Bernoulli de parametpe= 0,42.

La proportion de "boules blanches" obtenue est une varaébgoire :

n

X

F = X1+X2+---+X50 B Z; I
" 50 . n

n
ou Y _ Xi représente le nombre de "boules blanches" obtenuas-eB0 tirages.
i=1

n
Ayant procédé par répétitions d’expériences indépendankg = > X; est une variable aléatoire de la

i=1
loi Binomiale B(50;0,42 = B(n,p).
On a doncnE(Fn) = E(nFy) = np et n?Var(F,) = Var(nF,) = np(1-p), d'ou E(F,) = p = 0,42 et
_ p(1-p)  0,2436
Var(Fy) = A = St

On constate donc que lorsqu’on augmente la talide I'échantillon, 'espérance de, reste constante,
égale &4 0,42, alors que la variance diminue.

Utilisation du tableur Excel (voir fichier excel - feuilleeBnoulli simulation 1 et 2)

On reprend les simulations 1 et 2 en répétant 50 les instngprécédentes sur 50 lignes. Il suffit ensuite
de "sommer" les valeurs déobtenues pour avoir le nombre de boules blanches obtenuissigdiviser par
50 pour avoir la fréquence.

2. Echantillonnage : cas d’une proportion

2.0. Quel cadre mathématique?

Statistique et probabilités:

Description des observations et modele théorique.

La Statistique consiste a étudier un ensemble d’objets éole jple population, composée d’individus ou
unités statistiques) sur lesquels on observe des castijads, appelées variables statistiques.

Le calcul des Probabilités permet de proposer un modelerithieo d’'une situation concrete afin de
guantifier la fiabilité des affirmations.

Population et échantillon:

Dans certains cas on peut obtenir les valeurs de ces variagblel’ensemble de la population ; en
appliquant les méthodes de la statistique descriptive tilpessible, au moyen de tableaux, graphiques,
parametres, d’analyser ces résultats. Exemples : Recenselm la population francaise, notes obtenues par
tous les candidats a un examen, salaires de tous les employpésentreprise, etc...

Mais la population peut étre trop vaste pour étre étudiés dartotalité, par manque de moyens, ou de
temps. (C’est le cas si on s’intéresse aux intentions dededd-rancais pour une élection). Elle peut méme
étre considérée comme infinie. C’est le cas si I'on note lalitgi(défectueuse ou non) des piéces produites
par un certain procédé : le nombre de ces pieces est a plifitdl, et on ne peut toutes les tester.

De méme, si I'on s’intéresse aux fréquences d’obtentionpilie” et "face” avec une piece de monnaie,
le nombre de lancers de piece a étudier est a priori infinia @i une population latente infinie.

Il arrive aussi que la mesure d’'une variable soit destreetpour I'individu : si on étudie la durée de vie
de certains appareils, il serait absurde de les faire touifmner jusqu’a la panne, les rendant inutilisables.

Dans tous ces cas, on est amené a n’étudier qu’une partie mgoldation, un échantillon, obtenu par
sondage, dans le but d’extrapoler a la population entiésetlservations faites sur I'échantillon.
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Fluctuation d’ échantillonnage

Lorsqu’on étudie un caractere sur plusieurs échantillcunsedméme population, on peut observer que les
résultats ne sont pas identiques selon les échantillons.I®taille de I'échantillon étudié est grande, plus les
résultats obtenus seront fiables. Cela s’explique pamtardition de la variance, et aussi par la loi des grands
nombres.

La fluctuation d’échantillonnage représente la fluctoiatentre les difféerents résultats obtenus d’une
méme enquéte sur différents échantillons d’'une méme ptipola

Ces différents résultats présentent une certaine régjlae qui se traduit par la notion d’intervalle de
confiance.

2.1. Caractere statistique et variable aléatoire

Considérons une populatida sur laquelle on définit un caractére qualitatif & deux mibéialA et B. On
convient de représenter la modaltgpar 1 et la modalit® par O.

Le caractére est ainsi représenté par une applicatioeQ dansR qui, a tout individuw, associe un réel
X = X(w) € X(Q) = Qx = {0,1} ensemble des "valeurs" du caractere.

Cette application modélise le caractere de facon détestginisi on connait l'individuo, on connait
aussitot la valeux. Son étude reléve de la statistique descriptive qui congait exemple, au tableau des
couples(x;,fi) oux; est une valeur observéefesa fréquence.

Supposons maintenant que I'on tire au hasard un indigidians cette populatio® pour consigner la
valeurx du caractere. Ne pouvant pas prévoir quel individu précis e, on ne peut pas prévoir non plus la
valeur précise d& qui sera consigner. On aimerait donc disposer d’un moyettridaer une probabilité aux
éléments d€x.

Ici, X est une variable aléatoire de loi de Bernoujp) ou p est la proportion d’individus ayant la
modalitéA dans la populationP(X = 1) = petP(X=0) = 1-p.

2.2. Echantillonnage

Lorsgu’on n’'a pas acces a I'ensemble de la population, lpgtmn p est inconnue. On procede a un
échantillonnage i.e. au choix den individus dans la population, sur lesquels on observe lawat du
caractereX. Lorsque les tirages ont lieu avec (respectivement sanmsjsee I'échantillonnage est dit
non-exhaustif (resp. exhaustif). Lorsque la tailede I'échantillon est faible par rapport a celede la
population N > 10n), alors tout échantillonnage est assimilable au cas nbatestif.

Pour un premier échantillonnage, on observera des vakgurs, ..., X, du caractere. Pour un deuxieme
échantillonnage de méme taille, on observera des vaiguxs, ..., x,, du caractére. Et ainsi de suite. On peut
alors considérer la suite, X}, ... comme les valeurs observées d’'une méme variable aXtg la suitex,,

X5, ... comme les valeurs observées d’une méme variable aatg ... Ainsi, pour touti = 1,...,n, la
variable aléatoire; correspond aux valeurs du caractérd-éme individu obtenu par échantillonage, et aura
donc laméme loi de probabilité queX. De plus, I'échantillonnage étant non-exhaustif (tiragesc remise),
les variables aléatoire§ sont indépendantes.

Plus précisément, les variables aléatoingés sont des applications d€" dans R, qui a tout
échantillonnagéw1, >, . ..,on) associei = Xj(w1,02,...,0n) = X(®i)

On dira que(X1, Xz, ...,Xn) est unéchantillon (aléatoire simpleyle taille n de X, et que(xi, Xz, ...,Xn)
est une observation de I'échantillon.

Le terme d’échantillon désigne a la fois lesindividus choisis et len-uple de variables aléatoires
(X1, X2, ..., Xn).

2.3. Estimateur et estimation d une proportion

Objectif : déterminerp a l'aide d’'informations obtenues a partir d’'un échantilage de taillen extrait
de la population. Impossible tant gone< N, mais la théorie de I'échantillonnage conduit & demationsp
dep, d’autant meilleures que est grand.
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n

DX,
Estimateur du parametre : proportion (ou fréquencell’ échantillon F = ‘=ln , ou _Z;Xi représente
1=

le nombre d’individus de I'échantillonnage ayant la moida.
n
Pour une observatiofxs, Xz, . .. ,Xn) de I'échantillon (en pratique on observe souvent directerex;),

n i=1
D Xi

uneestimation ponctuelledep estf, = =+— = p.

2.4. Proportion d’échantillon

Un exemple sur la proportion
Un groupe de 4 enfants, Alexis, Benjamin, Cyril et David,g#f respectifs 12, 13, 14 et 15 ans.
On choisit un enfant au hasard dans le groupe, on peut coesidée

- X, indicatrice du fait que I'enfant plus 14,5 ans,

variable aléatoire de loi de Bernouﬂ’(%) :
P(X=1) =4 =petPX=0)= 2 - 1-p
Cherchons a retrouver ou a approcher ces résultats a pédirashtillons non-exhaustifaec remisg de
taille n= 3. Il y en a # = 64, ils forment un univer§)’, ensemble des résultats possibles de I'expérience
aléatoire "choisir un échantillon".
On peut munirQ' de la tribu des événement$' = P(Q') et de I'équiprobabilitéP’ sur (Q',A"). A
chacun des résultats (échantilloms)on peut associer la proportidt(w) = f, d’enfants ayant plus de 14,5
ans. On obtient les résultats suivants :

1) f, 10) fn 1) fn 1) fn
(AJAJA) | O (BLAJA)| 0 || (CAA) | O (D,A/A) | 1/3
(AAB)| 0 | |[(BAB) 0| (CAB)| 0 (D,A,B) | 1/3
(AAAC)| O (BLAC)| 0 [|(CAC)| O (D,A,C) | 1/3
(ALAD)|1/3| | (B,AD) | 1/3| (C,AD) | 1/3| | (D,AD) 2/3
(ABA) | O (B,B,A)| 0 || (CBA | O (D,B,A) | 1/3
(AB,B)| 0 (B,B,B)| 0 || (C,B,B)| O (D,B,B) | 1/3
(AB,C) O (B,B,C)| 0 || (C,B,C)| O (D,B,C) | 1/3
(A,B,D) | 1/3| | (B,B,D) 1/3| | (C,B,D) 1/3| | (D,B,D)|2/3
(AACA O (B,CA | 0 | (CCA O (D,C,A) | 1/3
(A,C,B)| O (B,C,B)| 0 || (C,C,B)| O (D,C,B) | 1/3
(AACO)| O (B,C,C)| 0 || (C,CC | O (D,C,C) | 1/3
(A,C,D) | 1/3| | (B,C,D) | 1/3| | (C,C,D) | 1/3| | (D,C,D) |2/3
(AD,A) | 1/3| | (B,D,A) | 1/3 | (C,D,A) | 1/3] | (D,D,A) | 2/3
(A,D,B) | 1/3| | (B,D,B) 1/3| | (C,D,B) | 1/3| | (D,D,B)|2/3
(AD,C) | 1/3] | (B,D,C)|1/3||(C,D,C)|1/3| |(D,D,C) | 2/3
(A,D,D) | 2/3| | (B,D,D)|2/3||(C,D,D)|2/3 |(D,D,D)| 1
On définit ainsi une variable aléatoiFg, dont on peut obtenir la loi de probabilité :
Xi 0 1/3 | 213 1
P(Fn =x) | 27/64| 27/64 9/64 1/64

On peut alors calculer :
-E(Fn) = % :on remarque qUE(F,) = p = E(X).

pl-p) _ Var(X)
n n_-

-Var(Fn) = %6 : on remarque qu¥ar(F,) =
Stéphane Ducay ’
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n
2%
P AL A AnA _ =1
Propnert1es générales dé&n = —x

nF,=>_X; suit la loi Binomiale B(n,p). On a alors nEF,) = E(nF,) =np et
i=1
nPVar(Fn) = Var(nFa) = np(1 - p), d'oll E(Fy) = petvar(F,) = 2P
On a ainsE(Fn) = p et on dit que~, est unestimateur sans biaigdep.
On a de plus limvar(Fn) = 0 et on dit que=, est unestimateur convergentdep.

Théoréme Loi faible des grands nombres
Si lesX; sont indépendantes et admettent la méme espépagida méme variance?,
alors pour tout > 0, lim P(|Fn —p| > ¢) = 0 ; cette convergence €tant uniformeyen

Cela signifie qu€Fn) converge en probabilité veps

Théoreme central limite
Si lesX; sont indépendantes, de méme espérance mathématajude méme écart-type
n

> X —
etsiX, = ‘=ln , alorsz, = X”G_“ suit approximativement la loi normal€(0; 1) ;
Jn
autrement dit qué, suit approximativement la loi normaﬁé’(u; %)

De plus, sinp> 10 etn(1-p) > 10, on peut approcher la loi BinomiaB(n,p) par la loi normale

N(np ;/np(l-p) ) On en déduit quaF, suit approximativement la loi norma,Vte'(np ;J/np(l-p) ) et
donc F, suit approximativement la loi normale\/(p ;JM ) Ainsi, U = Ll N suit

approximativement la loi normal&(0; 1).

Commentaires de ces résultats

Fn a toujours pour espérange : la proportion dans I'échantillon est, "en moyenne", cale la
population.

La variance dd-, est d’autant plus faible queest grand : la proportion dans I'’échantillon varie d’autant
moins d’'un échantillon a I'autre que la taille de cet écHemtiest grande.

A la limite, sintend vers l'infini,Var(Fn) tend vers 0 et donE, tend vers la constanfe

Dans la pratique, I'approximation de la loi df, par une loi normale est correcte dés que> 10 et
n(1-p) > 10, ou dés quep(l - p) > 18, ou sous d’autres conditions proches, d’autant plusgst grand
etp proche de 0.5.

Lorsquep n’est pas connu, on veérifie ces conditions sur la fréquénobservée.

3. Intervalle de fluctuation et intervalle de confiance pour u ne proportion

Considérons une variable aléatoXede loi de BernoulliB(p), ou p est la proportion d’individus de la
population ayant une propriété donnée, un échantiinXa,...,X,) de taillen de X et la proportion (ou
n

2 X n
=—, ol z;xi représente le nombre d’individus de I'échantillonnagenaya
1=
la propriété. On sait que sip > 10 etn(1 - p) > 10, alorsU = _Fo-p
[p1-p)
n

normaleN(0;1). On détermine comme le rée} tel queP(-u, < U < u,) = 1 -« grace a la table 2. Pour
a = 5%, on au, = 1.96.

fréquence) d’échantillofr, =

suit approximativement la loi

Remarque. Lorsque est petit, on doit utiliser la loi exacte aé=,, & savoir la loi Binomialeé3(n, p).
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3.1. Intervalle de fluctuation de la fréquenceF,
On suppose que I'on connait

On en déduit que P(p—dMuaanspﬂ/ p(l 2) ) et donc

P(Fn € IFp) = 1—-a, aveclFp, = [ 1} pA=-p) —p) Ug s P+ p(l p) J intervalle de fluctuation IF

deF, au niveaul—-a = 0.95.

3.2. Intervalle de confiance de la proportionp
On suppose que I'on ne connait gasais que I'on a une observatiépnde F, a partir d’un échantillon.

On a P(Fn—JM Uy <p< F,ﬁd@ ua> =1-a, et doncP(peICp) =1-a, avec
ICp = [Fnj/M Ug ; F,ﬁd@ uaJ intervalle de confiance IC, de p au niveau

1-a=0.95.
Comme M est un estimateur sans biais (1n_ P on en deduit, sinf, > 10 et
n(1-f,) > 10, un intervalle de confiance de la proportpau niveau - o :

S P S N (S

Exemple dintervalle de confiance

Dans une certaine espéce de rongeur, on a compté 206 mak0sumissances.

On peut considérer la situation suivante.

Population : les rongeurs d’une certaine espece.

Variable : le sexe, a deux modalités (male et femelle), s par une variable aléatoire de loi de
Bernoulli B(p), ou p est la proportion de méles dans la population ; on a aP@ =1) =p et
P(X=0)=1-p.

Echantillon(Xy, Xz, ...,X,) de taillen = 400 deX.

Observation de I'échantillon(xs, X2, ...n,xn) =(1,1,0,1,...,0.

X

Estimateur de la proportiop : F, = i=ln

n
> Xi représente le nombre de méles de I'échantillon.
i=1

n
>x
Estimation ponctuelle de la proportign: f, = '=1n = % = 0.515, fréquence (ou proportion) de

males dans I'observation de I'échantillon.
Intervalle de confiance de la proportipn
nf, = 206 > 10 etn(1-f,) = 194> 10
Poura = 0,05 (i.e. 5%, on au, = 1, 96.

oo = [t [BA=Eu, o [BO= 4 ] < o.466 ; 0,560

Exemple dapplication de I'intervalle de fluctuation
Reprenons I'exemple précédent et supposons savoir qu’iléguaprobabilité male/femelle a chaque
naissance, autrement dit gpe-= 0, 5.
Pour échantillon de n=400 naissances, [lintervalle de fluctuation dé, est

|: 'p(l p) . p+ lp(erp) Ua:| _ |:0_5_ /W x 1.96 :0.5+ [% ><1.96:|

Ainsi, 95 % des échantillons de 400 naissances donneronfrégeence d’échantillon comprise entre
0.451 et 0.551.

L’échantillon étudié donne une fréquence obseffyée 0.515 qui appartient a I'intervalle de fluctuation
. il est donc représentatif d’'une population pour laquplte 0, 5.
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3.3. Intervalle de fluctuation de la fréquenceF, et loi binomiale

On considére une population dans laguelle on suppose quepartion d’un certain caractere gstPour
juger de cette hypothése, on y préleve, au hasard et avesaemm échantillon de tailla sur lequel on
observe une fréquenégdu caractére.

On rejette I'hypothése selon laquelle la proportion dangdaulation estp lorsque la fréquencé,
observée est trop éloignée pgedans un sens ou dans I'autre. On choisit de fixer le seuilédéstbn de sorte
que la probabilité de rejeter I'hypothese, alors qu’ellevesie, soit inférieure a 5 %.

Lorsque la proportion dans la population vauta variable aléatoirX correspondant au nombre de fois
ou le caractere est observé dans un échantillon aléatotalléden, suit la loi binomiale de parametraset p.
On cherche a partager l'intervall®,n], ou X prend ses valeurs, en trois intervallgsa— 1], [a,b] et
[b+ 1,n] de sorte qu& prenne ses valeurs dans chacun des intervalles extrémesi@eerobabilité proche
de 0,025, sans dépasser cette valeur.

En tabulant les probabilités cumuléeeX < k), pourk allant de 0 an, il suffit de déterminer le plus petit
entier a tel que P(X < a) > 0,025 et le plus petit entieb tel que P(X < b) > 0,975, c'est-a-dire
P(X > b) < 0,025. Autrement dita est le plus grand entier tel qUEX < a) < 0.25. On observe aussi que
a<bhb.

OnaainsP(X<a)U(X>hb)) =P(X<a)+P(X>b)<0.05

etdoncP(a< X <h) = P((X <a)UX> b)) > 0.95, en étant "assez proche" de 0.95.

CommeF, = % on aainsP(% <Fn< %) > 0.95, en étant "assez proche" de 0.95.
La regle de décision est la suivante : si la fréquence obségappartient a I'intervalle de fluctuation a
95 % [% % } on considere que I'hypothése selon laquelle la propoestp dans la population n’est pas

remise en question et on I'accepte ; sinon, on rejette I'lygwe selon laquelle cette proportion vaut
Pourn>30, nxp>5 etnx(1-p) >5, on observe que lintervalle de quctuati({n%, %} est

sensiblement le méme que I’intervaEep - % , P+ ﬁ} proposé dans le programme de seconde.

Jn
Exemple d exercice

Monsieur Z, chef du gouvernement d’un pays lointain, aféirque 52 % des électeurs lui font confiance.
On interroge 100 électeurs au hasard (la population essanffnent grande pour considérer qu'il s'agit de
tirages avec remise) et on souhaite savoir a partir de gquiglguences, au seuil de 5 %, on peut mettre en
doute le pourcentage annoncé par Monsieur Z, dans un sedansd’autre.

1. On fait I'hypothése que Monsieur Z dit vrai et que la prdigor des électeurs qui lui font confiance dans
la population esp = 0,52. Montrer que la variable aléatoi¥¢ correspondant au nombre d’électeurs lui
faisant confiance dans un échantillon de 100 électeurs,|suibi binomiale de parametres = 100 et
p = 0,52.

2. On donne ci-contre un extrait de la table des probabititésulée(X < k) K | POX < K
ou X suit la loi binomiale de parametres= 100 etp = 0,52. 20| 0 0106
Déterminera etb tels que définis precédemment et comparer les mtervallez-f1 00177
iR 2 ab 1 1
de fluctuation a 95 O/Eﬁ,ﬁ:l et[p—ﬁ s p+ﬁ:| 42 0,0286
. - . R 43| 0,0444
3. Enoncer la regle décision permettant de rejeter ou ngpdthése = 0,52,
selon la valeur de la frequentdes électeurs favorables & Monsieur Z obtenue
. : 61| 0,9719
sur I'échantillon. 62| 0.9827
4. Sur les 100 électeurs interrogés au hasard, 43 déclar@intanfiance o3 0’9897
en Monsieur Z. Peut-on considérer, au seuil de 5 %, I'afftraomade Monsieur Z :
64| 0,9941
comme exacte ?

Remarque : la recherche de l'intervalle de fluctuation gt illustrée par le diagramme en baton de la loi
binomiale de parametres= 100 etp = 0,52.
Utilisation du tableur Excel
Construire la table des probabilités et des probabilitésnclées de la loi Binomiale de parameétres
n = 100et p= 0,52 Construire le diagramme en baton de cette loi.
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4. Test de conformité pour une proportion p

On s’'intéresse a la question suivante : étant donnée unelgtigoudans laquelle une proportign
d’individu ont une certaine propriéte, peut-on raisoneai®nt supposer queest égal a une certaine valeur
po donnée a priori ?

Par exemple, des tests en laboratoire permettent d’affiquen certain médicament est efficace sur une
proportionpe d’individus atteints d’une certaine maladie. Mais apresngse sur le marché, le médicament
a-t-il la méme efficacité sur I'ensemble des individus rdala ? Comment savoir si la proportignde
malades guéris par le médicament est bien égple?a

La réponse a la question est donnée par la mise en place gwoteteonformiteé.

De facon générale, utest statistique est une procédure permettant de calculer la valeur d’urtainer
fonction des observations d’'un ou de plusieurs échantiltpi conduit & rejeter ou non, avec un certain
risque d’erreur, une hypothese généralement apgsipethese nulleet notéeH,. Celle-ci porte sur la (ou
les) population(s) d’ou est (sont) issu(s) le(s) échamt{8). Elle s'oppose a urteypothésedite alternative
et notéeH;.

Considérons une variable aléatoXede loi de BernoulliB(p), ou p est la proportion d’individus de la
population ayant une propriété donnée, un échantiinXa,...,X,) de taillen de X et la proportion (ou
n

in n
fréquence) d’échantilloRr = izln , oUZXi représente le nombre d’'individus de I'échantillonnagenaia
i=1
propriété. On sait que gip > 10 etn(1-p) > 10, alorsU = (1_ P ) suit approximativement la loi
pii-p
n

normaleN(0;1).

Test (bilatéral)deHo : p = po contre Hy : p # po.
On utilise alors une variable aléatoire dont on connait lad® probabilité lorsqueH, est vraie. Par

exempleU = —P , car lorsqueHy est vraie, on sait qud = PP suit la loi A(0; 1).

F

On fixe une valeur € 10, 1. En général, on prend petit, le plus souvent 0,05, 0,01, 0,001. On peut
trouver un réel, tel queP(-u, < U < u,) = 1—a. Ce réelu, peut étre trouvé dans la table 2.

On est donc amené a comparer la proportiorde I'échantillon a la proportion théorique = po.
L’hypothése Ho signifiera que les différences observées sont seulememts déux fluctuations
d’échantillonnage (i.e. ne sont pas significatives).

On ne rejettera pady si les différences observées ne sont pas significativest-@-dire sU est "petite”,
ce que I'on peut traduire patu, < U < u,, c'est-a-dirdu| < u,.

On rejetera donely si les difféerences observées sont significatives, ce quepeut traduire pad > u,
ouU < —u,, c'est-a-direlU| > u,. Par construction da,, on aP(U > u,) = P(U < -u,) = 4, soit encore

71
P(U| > Uy) = a, i.e.P(U & ]-Uy, Uy [) = a.
En pratique, on calcule = —Po

W

- de rejeterHp siu ¢ ]-u,,U,[, car siHo était vraie, 'événement) ¢ ]-u,,u,[ aurait une probabilité
faible de se réaliser ; on pourra dire que la valeur obsexvéest pas conforme a la valeur théoriquemais
on ne pourra pas donner de valeur acceptable de

- de ne pas rejeteH, si U € ]-u,,U.[, car siHg était vraie, I'événement € ]-u,,u,[ aurait une
probabilité forte de se réaliser ; on pourra dire que la vabservéd est conforme a la valeur théoriqpe
et que la valeupo ne peut étre rejeter. Attention : d’autres valepspg, ... peuvent également convenir.

et on décide

Erreurs de décision

Lorsqu’on rejetteH, alors queHg est vraie, on commet une erreur. On a donc une probabildé se
tromper : o est appeléeerreur de premiere espéce En effet, lorsqueHy est vraie, on a
P(U ¢ ]-U,,uq[) = a.
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Lorsque I'on ne rejette pado alors queH, est fausse, on commet une erreur. On a une probapilité
se tromper B est appeléerreur de deuxieme especeCette erreur est difficilement calculable. La plupart
du temps, on ne connait pas la loi JelorsqueHy est fausse. La valeur-1 est appelée lpuissance du
test

Test (bilatéral)deHp : p = po contre Hy : p # po.
_ f—Po
On calculeu =

W

- Siu € ]-u,,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;
-siu ¢ ]-uq,U,[, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

. On déterminey, tel queP(-u, < U < u,) = 1-«a, et on décide que :

Exemple
Reprenons I'exemple précédents sur les rongeurs.
Sur un échantillon de 400 naissances, on a observé 206 nsagsune fréquence de males de

f— 421—88 — 0.515.

On se demande s'’il y a autant de males que de femelles danpu#apion ; autrement dit si la proportion
de méles dans la population @st 0.5.
On peut effectuer le test statistiquelde: p = po contre Hi : p # po, avecpo = 0.5.

On calculeu = f-Po - 0.515-0.5  _ g 6. Pour = 0,05 (i.e. 5%, on au, = 1, 96.
‘/ Po(1 — po) 0.51-0.5
n 400

Commeu € ]-u,,U,[, alors on ne peut rejetéty : il est donc possible que = 0.5.

Test (unilatéral)de Ho : p = po contre H1 : p > po.

On déterminau,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢"1(1—a) = Uy, et on décide que :
- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Ho : p = po contre H1 : p < po.

On déterminau, tel queP(U > u) = 1—a,i.e.u, = ¢"1(a) = U2, = —Uy,, €t on décide que :
- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < u), alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Remarque: la p-valeur.

L'utilisation de logiciels (tels R) évite d’avoir a menerscealculs. Lors de la mise en oeuvre de tout test
avec un logiciel (cela sera valable dans tous les chapitigargs de ce cours), ce dernier fournit souvent la
p-valeur qui sera comparée au risqueour la prise de décision. Ainsi, lorsqpe< a, on rejetteHo au risque
a ; lorsquep > a, on ne peut rejetaflp au risquex.

L'interprétation de Ig-valeur est simple : plus elle est faible, plus la décisionajeterH, est fiable.
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5. Comparaison de deux proportions
Dans deux populationB; et P, on étudie le méme caractére "avoir ou non une propriété agnSéient
X1 et X, des variables aléatoires de loi de Bernoii{p1) et B(p2) représentant le caractere dans chaque
population, otp; (respectivemenp,) est la proportion d’individus ayant la propriété ddhs(respectivement
dansP,). De P1 et P, on extrait un échantilloE; = (X1,1,X12,...,X1p,) de taillen; de X; et un échantillon
E2 = (X2,1, X2,2, e ,X2,n2) de taillenz deX2.

ny ny
le,i sz,i
Les fréquences d’échantillon sont alérs = '=1nl etF, = '=1n2 .

5.1. Cas d échantillons indépendants
Les échantillon&; etE; sont supposeés indépendants.

Test (bilatéral)deHo : p1 = p2 = pcontre Hy : p1 # p2.

Supposons que nify > 5, ni(1-f1) >5, nofy>5 ny(l-fz)>5. Sous [Ihypothése Ho,

= 1— 2 suit approximativement la loi normal&/(0;1), et en regroupant les deux
J G+ )Pl -p)

échantillons, on peut estimgy par fi, =

f1—f2
\/(n—ll + 7 )f12(1—f12)
détermineu, tel queP(-u, <U < u,) =1-a,i.e.u, = ¢‘1<1— %) (table 2) et on décide que :

- Siu € ]-u,,Uq[, alors on ne peut rejetéty ;
-siu ¢ ]-uq,U,[, alors on rejettédy avec une probabilité de se tromper.

nlfl + n2f2

ny + Ny On

. On calculeu =

Test (unilatéral)de Ho : p1 = p2 contre Hy : p1 > p2.

On déterminau,, tel queP(U < u,) = 1—a,i.e.u, = ¢1(1 - a) = Uy, et on décide que :
- siu < uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu > u,, alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

Test (unilatéral)de Hop : p1 = p2 contre Hy : p1 < p2.

On déterminau), tel queP(U > u) = 1—a,i.e.u, = ¢"1(a) = U2, = —Uy,, €t on décide que :
- siu > uy, alors on ne peut rejetéty ;

- siu < u), alors on rejettédo avec une probabilité de se tromper.

5.2. Cas d échantillons appariés: test de McNemar
Deux échantillon€E; et E; sont ditsappariéslorsque chaque observation; de E; est associée a une
valeurxy; de E; (appariés= associés par paires). C’est par exemple le cas lorEgue E; proviennent d’'un
méme groupe de malades avant et aprés traitement. Deuxtidohanappariés ont donc la méme taille
N =Ny =nN.
On utilise le tableau suivant des effectifs de présence eeraie de la propriété étudiée :

P1\ P2 | présent absent| totaux

présent a b a+b
absent c d c+d
totaux | a+c b+d n
Le test de McNemar s’appuie sur le calcul de- % et se poursuit de fagon analogue au cas
+C

d’échantillons indépendants (paragraphe 5.1). On petitiser dés qué + ¢ > 10.
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5.3. Exemple
Dans une méme catégorie sociale, un échantillon de 40 horarfeesni 8 fumeurs et un échantillon de
60 femmes a fourni 18 fumeuses. On se demande si la propal@domeurs est la méme pour les deux
sexes.
On peut considérer la situation suivante.
Population 1 : hommes.
Variable X; : étre fumeur, représenté par une variable aléairde loi de BernoulliB(p1), ou ps
est la proportion d’hommes fumeurs.
Echantillon de taillen; = 40.

Estimateur de; : fréequence d’échantillof . Estimation de; : f; =
Population 2 : femmes.
Variable X, : étre fumeuse, représenté par une variable aléaxoide loi de BernoulliB(p2), oup;
est la proportion de femmes fumeuses
Echantillon de taillen, = 60.
18

Estimateur de; : fréequence d’échantillof,. Estimation degp; : f, = 0 - 0,3.
Les échantillon&; etE; sont indépendants.

8 _
20 0,2.

Test (bilatéral) déHo : p1 = p2 = p contreH; : p1 # pa.

Supposons queif; = 8> 5,n1(1—f1) = 32> 5,nyf, = 18> 5,n(1-f2) = 42> 5.

Sous I'hypotheéséd,, U = el suit approximativement la loi normal®(0;1), et en

JG + 7Pl - p)

regroupant les deux échantillons, on peut estimpepar fi2 =
remplacanp parfi 2, on ne modifie pas la loi approchée de

On calculeu = fa—Tz = 0,2-03
JG + 2 )fa(l-fi2) J(% +2)0,261-0,26)
On déterminay, tel queP(-u, < U < u,) = 1 -« (table 2) : poux = 0,05, on trouvel, = 1,96.
Commeu € J-u,,Uq[, ON ne peut rejetero : la proportion de fumeurs ne differe pas significativement

entre les deux sexes. Pour cette décision de non-rejet, conmait pas la probabilité de se tromper (erreur de
deuxiéme espece).

n1f1+n2f2 _ 8+18 _
e = 45y = 0,26 . En

~-1,12.

6. Exercices

Exercice 1

On admet que dans la population d’enfants de 11 a 14 ans dparteéénent francais, le pourcentage
d’enfants ayant déja eu une crise d’asthme dans leur vieeek3®b.

Un médecin d’'une ville de ce département est surpris par tebne@ important d’enfants le consultant
pour des crises d’asthmes. Il décide de mener une étudstisia¢i en choisissant de maniére aléatoire 100
enfants de 11 a 14 ans de la ville. Il observe que 19 d’entr@stidéja eu une crise d’asthmes.

1) Utiliser un intervalle de fluctuation pour aider le méike@ décider s'il y a plus d’enfants ayant des
crises d’asthmes dans la ville que dans le département.

2) Le médecin n'est pas convaincu par la décision obtenueretepque le nombre d’enfants interrogés
était insuffisant. Combien d’enfants faudrait-il integey pour qu’une fréquence observée de 0,19 améne a
conclure gu'il y a plus d’enfants ayant des crises d’asthdees la ville que dans le département.

Exercice 2

Un groupe d'étudiants en Statistique réalise une enquépeésud’une population d’étudiants en
sociologie en interrogeant un échantillon de 135 individissdésirent connaitre, entre autres, la proporgion
d’étudiants ayant suivi des études secondaires sciaresiq

Pour accélérer le traitement, ils partagent le dépouillgree deux groupes. Un groupe constate que sur
60 des étudiants interrogés, 24 ont suivi des études seicesdaientifiques. L'autre groupe constate que sur
les 75 des étudiants interrogés restant, 33 ont suivi degegsecondaires scientifiques.

1) Déterminer trois estimations ponctuellesde

2) A partir de I'échantillon des 135 étudiants, détermineintervalle de confiance deau seuile = 5%.
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3) On souhaite estimgravec une précision de 0,05. Quelle devrait étre la taitle I'échantillon ?
Exercice 3

Pour obtenir une estimation de la proportion d’hyperglycgres parmi les personnes agées de plus de
soixante ans (population P), on choisit au hasard 170 peesodgans P. On constate que parmi celles-ci, 31
sont hyperglycémiques.

1) Donnez un intervalle de confiance au niveau 95% pour lpgntomn p de personnes hyperglycémiques
de P.

2) Si on effectuait 200 fois le tirage de 170 personnes de Faoamrait construire 200 intervalles de
confiance du type précédent. Parmi ces 200 intervallesbmmen moyenne, contiendraient la valeupde

Exercice 4

Un sondage effectué sur un échantillon de 400 électeursed@tbf intentions de vote en faveur d’un
candidat C.

1) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% payrbportion d’électeurs, dans I'ensemble
de la population électorale, ayant I'intention de voterarefir de C.

2) Quelle taille minimale de I'échantillon faudrait-il prdre pour que l'intervalle (au méme niveau 95%)
ne contienne pas la valeur 0,50 ?

Exercice &5

Lors d’'une précédente consultation électorale, le candidavait obtenu 51% des suffrages exprimeés. A
I'approche de nouvelles élections, il réalise un sondageiswechantillon de 400 électeurs choisis au hasard
dans sa circonscription. Il obtient 196 intentions de votes

Peut-il conclure que sa cote de popularité est restée able

Exercice 6

Une agence de publicité affirme qu’un produit d’entreties efficace a 90% pour déboucher éviers et
lavabos en deux heures, quelle que soit la nature de I'alikiru Une association de défense du
consommateur a fait une enquéte qui reléve que sur 100 lavataachés, 80 seulement sont débouchés en
deux heures en utilisant le produit d’entretien.

1) Doit-on faire un procés a I'agence de publicité ? Faireash au risque 5%, puis 1%.

2) En utilisant le logiciel R, on a obtenu les résultats soisa

F pEop eSS e 08,0 S Al LEraL avesT g ety
l-gawple proportions test with continuity correction

data: &S0 out of 100, null prokability 0.9
X=zdquared = 10.027%8, df = 1, p-value = 0.000771
alternative hypothesis: true p is less than 0.9
95 percent confidence interwval:

0.0000000 0.8617706

sample estimates:

B
0.4

Cela confirme-t-il les résultats du 1) ?

Exercice 7.

On compare les effets d’'un méme traitement dans deux hopd#igérents. Dans le premier hopital, 70
des 100 malades traités montrent des signes de guérisoa.l®dauxieme hopital, c’est le cas pour 100 des
150 malades traités.

Quelle conclusion peut-on en tirer ?
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Exercice 8 D’'aprés examen de mars 2011
Afin d’évaluer I'impact d’'une campagne média anti-tabat,séest intéressé a la proportion de fumeurs
menant des actions pour essayer d'arréter de fumer (dimmute la consommation, achat de patchs
anti-tabac, consultations médicales, ...), c’est-a-@i@proportion de fumeurs "actifs" pour arréter.
Un sondage "avant campagne" a été effectué auprés de 30@rgnet un sondage "apres campagne” a
été effectué auprés d’'un autre échantillon de 3000 fumdassdeux échantillons sont donc indépendants.
Le premier sondage donne une proportion de 0,15 de fumeati$s"aalors que le deuxieme sondage
donne une proportion de 0,17 de fumeurs "actifs".
On veut savoir si la campagne a été efficace ; autrement da proportion de fumeurs "actifs" a
augmenté apres la campagne.
1) a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95%agedportion de fumeurs "actifs" avant la
campagne. Préciser la population et le caractere étud#|lead’échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu.
b) De facon analogue, donner (sans détailler les calculg)tarvalle de confiance au niveau 95% de
la proportion de fumeurs "actifs" apres la campagne.
c¢) Peut-on déduire de ces deux intervalles que la campageee#fiéace ?
2) a) Expliquer brievement ce que représentent les erreupmemiére et deuxieme espece d'un test
statistique.
b) Effectuer un test statistique au risque 5%, puis 10%, pauoir si la campagne a été efficace. En
cas de décisions contradictoires avec les deux risques 398&tpréciser et justifier la décision a retenir.

Exercice 9

Sous forme de comprimé un médicament est efficace danstientient d’'une maladie dans 80% des cas.
Le pharmacien du laboratoire qui commercialise ce médicdmessaie une forme injectable par voie
intra-musculaire, de ce méme médicament. Il observe surchandillon de 50 malades, 35 guérisons.
L’efficacité de la forme intra-musculaire est-elle diffiéte de celle en comprimé ? Lui est-elle inférieure ?
(conclure au risque de 5%).

Exercice 10

On sait qu'une maladie atteint 10% des individus d'une patah P donnée. Un chercheur a
expérimenté un traitement sur un échantillomdadividus : il a alors recensé 5% de malades. Déterminer la
valeur minimale den qui permette au chercheur de conclure a 'efficacité dienaént au risque de 5%.

Exercice 11
Pour traiter un certain type de tumeur, on a utilisé deuxmses&hérapeutiques :
- sur 40 malades traités avec le schéma A, on a observé unalitdoat5 ans de 15 % ;
- sur 60 malades traités avec le schéma B, on a observé unalitdaxt5 ans de 25 %.
Si I'on considere la mortalité a 5 ans, peut-on dire que legs@as A et B different significativement au
risque 10 % ? au risque 5 % ?

Exercice 12

Pour comparer deux somniféres A et B, on procéde aux deuxierpés suivantes.

1) Dans la premiere expérience, on compare deux sériestitc@es par tirage au sort, de 64 sujets
ayant recu A pour la premiéere, de 64 sujets ayant recu B posedande. Considérant qu’'un soporifique
donne un succes en cas de durée de sommeil supérieure o &gadeires, on obtient les résultats suivants :

A |B
Succes 42 3
Echec| 22 32

Au risque 5%, les différences observées entre les deux gamasisont-elles significatives ?
2) Dans la deuxeme expérience, on utilise 64 sujets recevenfois A et une fois B, dans un ordre tiré
au sort. On obtient les résultats suivants :

1A}

Succes avec B Echec avec B

Succes avec A 27 15

Echec avec A 5 17

Les somniféeres A et B ont-ils la méme efficacité ?
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