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1. INTRODUCTION, EXEMPLES DE GROUPES ET D’ALGEBRES DE LIE

Un groupe de Lie (sur R resp. C) est un groupe qui est en méme temps une
variété différentielle (réelle, resp. complexe) telle que la multiplication et le passage
a I'inverse soient des applications C'*°. Un exemple élémentaire est le groupe additif
(C,4) ou (R, +). Un exemple fondamental de groupe de Lie complexe est le groupe
GL,,(C) des matrices n x n inversibles complexes. Si n = 1 c’est simplement le
groupe multiplicatif de C. A un groupe de Lie on associe une “algebre de Lie”
(voir définition plus bas) de la fagon suivante : un groupe de Lie G est une variété
donc admet un espace tangent 77 en ’élément neutre. Cet espace tangent est muni
d’une structure supplémentaire venant de la structure de groupe : un groupe, en
particulier un groupe de Lie, opére sur lui-méme par conjugaison : g opere par
h + ghg—!'. On en déduit en différentiant une action linéaire de G sur Ty c’est-
a~dire une application C* de G dans End(77) qu'on peut différentier & son tour
pour obtenir une application linéaire 77 — End(T}), c’est-d-dire une application
bilinéaire Ty x T; — T} que nous noterons [X, Y], appelée crochet de Lie.

Pour permettre de calculer [X,Y] et d’en donner des propriétés on peut utiliser
les champs de vecteurs : un groupe de Lie GG opeére sur lui-méme par multiplication
a gauche : un élément g € G agit par my : © — gx. La différenticlle de my, est
un isomorphisme de 7; sur I'espace tangent T, en g. Donc a partir d’un vecteur
X €T on peut définir un (unique) champ de vecteurs invariant par multiplication
a gauche par X, = (dmy)X. Pour un tel champ on a existence et unicité d’une
courbe t — 7(t) (ou t € R) telle que le vecteur tangent a la courbe en 7(t) soit
Xty et v(0) = 1 (théoreme d’existence et d’unicité des solutions d'une équation
différentielle ; la courbe est définie partout grace a I'invariance du champ de vecteurs
par multiplication a gauche). Cette courbe vérifie v(s + t) = v(s)v(¢) (exercice).
C’est ce qu’on appelle un sous-groupe a un parameétre.

Prenons l'exemple du groupe de Lie GL, (sur R ou C). Son espace tangent en
I'identité s’identifie & 'espace M,, de toute les matrices carrées de taille n. Pour
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detX
X € M, on a une courbe t — €' dans GL,, et —t|t:0 = X. Pour un sous-groupe

de Lie G de GL,, si X est dans l’espace tangent a G en l'identité, qui est donc un
sous-espace de M,,, comme la courbe v de G solution de I’équation différentielle est
aussi une courbe de GL,,, I'unicité de v montre que (t) = X et donc que I’espace
tangent en l'identité & G est g = {X € M,, | !X € G,Vt € R}.

Nous allons calculer [X,Y] pour un sous-groupe de Lie G de GL,. L’action
de G sur un sous-groupe & un parametre est donnée par Ae!X A~ = etAX AT
En dérivant cette action on obtient 'action de G sur g qui est donc donnée par
X +— AXA~!. En dérivant & nouveau, on obtient une action de g sur elle-méme :

d(eXYe tX)
dt

On a donc [X,Y] = XY — Y X. Cette formule définit une loi interne bilinéaire sur
g qui possede les deux propriétés suivantes :

(i) [X,X] =0 pour tout X.

(i) [X,Y],Z]+[Y,Z],X]+ [|Z,X],Y] = 0 pour tous X,Y, Z.
La deuxieme identité ci-dessus s’appelle I'identité de Jacobi (vérifiez-1a!). La premiere
identité implique que [X,Y]+[Y, X] = 0 pour tout X et tout Y (elle est équivalente
en caractéristique différente de 2).

On peut montrer que pour tout groupe de Lie 'application (X,Y) — [X,Y]
vérifie ces deux propriétés.

Une autre point de vue est de considérer les champs de vecteurs sur un groupe
de Lie comme des opérateurs différentiels sur I’espace des fonctions sur ce groupe.
On sait définir le crochet de deux opérateurs différentiels d’ordre 1 par [X,Y] = X o
Y —Y oX, qui est un opérateur différentiel d’ordre 1 (vérifier ceci, voir exercice .
On voit facilement que le crochet de deux champs de vecteurs invariants donne un
champ invariant, d’ou le crochet sur 'espace T7. On montre que cette construction
redonne le crochet défini précédemment.

limo = XY — VX,

Définition 1.1. Soit k un corps commutatif et V un k-espace vectoriel. Une loi
bilinéaire alternée sur V vérifiant l'identité de Jacobi est appelée crochet de Lie.
Si V' est muni d’un crochet de Lie, on dit que V est une k-algebre de Lie.

Ezercice 1.2. Montrer que ’ensemble des dérivations d’une algebre sur un corps k
est une algebre de Lie pour le crochet [Dy1, Do] = D o Dy — Dy o Dy. On rappelle
qu’une dérivation est une application linéaire de ’algébre dans elle-méme qui vérifie
D(ab) = D(a)b+ aD(b).

Donnons quelques exemples. on a vu que groupe GL, de toutes les matrices
complexes, resp. réelles, inversibles de rang n est un groupe de Lie dont I'algebre
de Lie est I'ensemble M,, de toutes les matrices n X n complexes, resp. réelles,
muni du crochet [A, B] = AB — BA. Plus généralement I’ensemble de toutes les
matrices carrées n X n a coefficients dans un corps commutatif £ muni du crochet
[A, B] = AB — BA est une algebre de Lie que nous noterons gl,, (k).

Tout sous-groupe fermé de GL,, est un groupe de Lie. Ceci permet de construire
un certain nombre d’exemples. En voici deux :

1 e groupe n des matrices de n de déterminant 1. Comme det(e” ) =

i) L SL, d i de GL,, de dé i 1.C d X
etrace X Palgebre de Lie sl, de SL, est I'ensemble des matrices de trace
nulle.
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(ii) Le groupe orthogonal, formé des matrices A € GL,, telles que 'A = A7L.
Un calcul analogue montre que son algebre de Lie est I’ensemble des ma-
trices X € M,(C) telles que *X = —X.

Ezxercice 1.3. Quelles sont les algebres de Lie du groupe unitaire (sous-groupe de
GL, (C) des matrices A vérifiant 'A = A=) et du groupe symplectique (*tAJA = J

N 0 I
ouJ = (I 0))?

Beaucoup de questions sur les groupes des Lie peuvent se ramener a des questions
sur leurs algebres de Lie. L’avantage des algebres de Lie est leur structure linéaire :
ce sont des espaces vectoriels et le crochet est bilinéaire.

2. ALGEBRES DE LIE, ALGEBRE ENVELOPPANTE, ALGEBRES RESOLUBLES ET
NILPOTENTES

2.1. Morphismes, idéaux, quotients. Nous allons développer la théorie abs-
traite des algebres de Lie, sur un corps k commutatif quelconque dans un pre-
mier temps. On peut évidemment définir les notions de sous-algebre de Lie et de
morphismes d’algebres de Lie. Un morphisme étant en particulier une application
lindaire il a un noyau. Si f : L — L’ est un morphisme d’algebres de Lie de noyau
N C L, pour tout * € N et tout y € L on a f([z,y]) = [f(x), f(y)] = 0, donc
[z,y] € N. On dit que N est un idéal de L. Précisément :

Définition 2.1. Un idéal d’une algébre de Lie L est un sous-espace vectoriel I de
L tel que [x,y] € I pour tout x € L et tout y € 1.

Un idéal est en particulier une sous-algebre de Lie. Si I est un idéal de L alors
Pespace vectoriel quotient L/I a une structure d’algebre de Lie, le crochet étant
défini par [x + I,y + I] = [z,y] + I pour z et y dans L (exercice : vérifier que
cette formule a un sens et définit une structure d’algebre de Lie). Si f : L — L'
est un morphisme d’algebres de Lie, son image est une sous-algebre de Lie de L/,
isomorphe au quotient de L par le noyau de f.

On peut définir aussi la notion de somme directe d’algebres de Lie, comme la
somme directe des espaces vectoriels le crochet entre deux facteurs différents étant
défini comme égal a 0.

Ezercice 2.2. Soient I et J des idéaux d’une algebre de Lie alors

(i) Vespace vectoriel [I, J] engendré par les crochets [i,j] avec i € T et j € J
est un idéal ;

(ii) D'espace vectoriel somme I+ J est un idéal (plus généralement une somme
quelconque d’idéaux est un idéal) ;

(iii) Pespace vectoriel I NJ est un idéal;

Un idéal particulier est le centre de L : c’est ensemble des x tels que [z,y] =
0 pour tout y € L. Une algebre de Lie est dite abélienne ou commutative si
elle est égale & son centre, c’est-a-dire si [x,y] = 0 pour tout x et tout y. Un
exemple d’algebre de Lie commutative est la sous-algebre de gl, (k) formée des
matrices multiples scalaires de l'identité. C’est le centre de gl, (k). Remarquons
qu’une algebre de Lie de dimension 1 est toujours abélienne.
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2.2. Algebre enveloppante d’une algébre de Lie. Si A estune algebre associa-
tive, on peut la munir d’une structure d’algebre de Lie en posant [z,y] = zy — yz.
On est alors amené, étant donnée une algebre de Lie a trouver une algebre associa-
tive “la plus petite possible” (propriété d’universalité, voir ci-dessous) la contenant
telle que le crochet de Lie devienne le commutateur dans cette algebre. Nous allons
construire une telle algebre et en démontrer 'unicité.

On commence par construire ’algebre tensorielle T'(L) (construction valable pour
un espace vectoriel quelconque). C’est ’espace vectoriel T(L) = @penL®™ muni du
produit bilinéaire donné par le produit tensoriel L™ x L& — L&(m+n)  lest une
algébre graduée : on note T'(L), = L®" le sous-espace des éléments de degré n. On
aT(L)o=ket T(L); = L. Soit J I'idéal bilatere de T'(L) engendré par les éléments
r®y—y®x—[r,y] pour x et y dans L = T(L);. L’algébre enveloppante de
L est par définition le quotient U(L) = T'(L)/J. C’est donc une algebre associative
munie d’un morphisme d’algebres de Lie j : L — U(L) ou le crochet sur U(L) est
donné par le commutateur [a,b] = ab— ba. Nous verrons plus bas que j est injectif.
Montrons la propriété d universalité de U (L)

Proposition 2.3. Pour tout morphisme d’algébres de Lie de f : L — A dans
une algebre associative A il existe un unique morphisme fy : U(L) — A tel que
f=1fvuej.

Démonstration. Si (x;);cr est une base de L, les mondémes en les x; forment une
base de T'(L). On peut donc étendre le morphisme f en un morphisme d’algebres
associatives T(L) — A par z;, ...z, — f(ziy)... f(z4,). Ce morphisme s’annule
sur J donc passe au quotient, d’ou le résultat (I'unicité est claire). O

Corollaire 2.4. L’algebre enveloppante d’une algébre de Lie est unique da isomor-
phisme prés

La démonstration est laissée au lecteur.
Il reste a voir I'injectivité de j. C’est une conséquence du théoreme fondamental
suivant :

Théoreme 2.5 (Théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt). Si L est une algébre de
Lie de base (x;);cs et si < est un ordre total sur l’ensemble I des indices alors les

images dans U(L) des monémes x;, ... x;, avec iy < ig < --- < ig forment une
base de U(L).

Démonstration. Pour i € I posons y; = j(z;). Par définition les mondmes en les
y; engendrent U(L). D’autre part ¥, ... Yi, Yipss - - Vi = Yir - - - Yinor Yin - - - Yy, +
Yiy - - Win> Yinia) - - - Yir,- Or le crochet [ys,,i,,,] est dans j(L), donc combinaison
linéaire des y;. on en déduit que le deuxieme terme de la somme précédente est
combinaison de monomes de degré au plus k—1 en les y;. Par récurrence sur le degré
on voit qu’on peut exprimer, en faisant des transposition successives, tout monéme
comme combinaison des monémes ou les indices sont dans ’ordre croissant.

Il reste a prouver que les y; sont indépendants. Pour cette preuve, assez fasti-
dieuse nous renvoyons par exemple & [Cal, theorem 9.4]. O

Corollaire 2.6. Le morphisme d’algébres de Lie L — U(L) est injectif.

2.3. Algebres résolubles et nilpotentes. Etant donnée une algebre de Lie on
peut considérer la suite d’idéaux définie par récurrence par L(® = L et L") =
[L0) L™M)]. L’algebre de Lie L est commutative si et seulement si L) = 0.
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Définition 2.7. (i) On dit que L) = [L, L] est lalgébre de Lie dérivée de
L.

(ii) Une algébre de Lie est dite résoluble si on a L") =0 pour n assez grand.

Un exemple d’algébre de Lie résoluble est la sous-algebre de gl, (k) formée des
matrices triangulaires supérieures.

FEzercices 2.8. (i) Démontrez I’assertion ci-dessus.
(ii) Montrer que [L, L] est le plus petit idéal I tel que I’algebre de Lie L/I soit
commutative.

(iii) Montrer qu'une algebre de Lie est résoluble si et seulement si il existe une
suite d’idéaux emboités tels que les quotients successifs sont abéliens.

Introduisons une autre suite d’idéaux emboités définie par récurrence en posant
L' =L et L™ =[L,L"].

Définition 2.9. Une algébre de Lie est dite nilpotente si on a L™ = 0 pour n assez
grand.

Une algebre de Lie commutative est nilpotente. Une algebre de Lie nilpotente est
résoluble (exercice : on pourra montrer que L™ ¢ LQ"). Un exemple d’algebre de
Lie nilpotente est 'algebre des matrices triangulaires supérieures de taille donnée,
avec des 0 sur la diagonale (exercice : démontrer cette propriété).

Les algebres de Lie nilpotentes et résolubles joueront un réle fondamental dans
la suite.

Définition 2.10. (i) Une algébre de Lie L est dite simple si elle est non nulle
et n'a pas d’idéal autre que {0} et L.
(ii) Une algébre de Lie L est dite semi-simple si elle n’a aucun idéal résoluble
non nul.

Nous verrons (3.15)) qu’en caractéristique 0 toute algebre de Lie semi-simple de
dimension finie est une somme directe d’algebres simples, ce qui est l'origine de la
terminologie. Cette propriété est fausse en caractéristique quelconque.

Lemme 2.11. Si I est un idéal résoluble de L tel que L/I soit aussi résoluble alors
L est résoluble.

Démonstration. On a (L/I)™ = {0} pour un certain n, c’est-a-dire L™ C I. Or
I0™) = {0} pour un certain m, d’ott L("+™) = {0}. O

On déduit de ce lemme (exercice) que si I et J sont deux idéaux résolubles alors
I 4+ J est un idéal résoluble. Donc si I est un idéal résoluble maximal il contient
tous les idéaux résolubles. On en déduit I'existence, si la dimension de L est finie,
d’un plus grand idéal résoluble : le radical de I'algebre. On a donc une définition
équivalente de la semi-simplicité dans le cas de la dimension finie :

Proposition 2.12. Une algébre de Lie de dimension finie est semi-simple si et
seulement si son radical est réduit a {0}.

De plus on a

Proposition 2.13. Si J est le radical d’une algébre de Lie L de dimension finie
alors L/J est une algébre de Lie semi-simple.
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Démonstration. Les idéaux de L/J sont de la forme I/J ol I est un idéal contenant
J. Si I/J est un idéal résoluble de L/J, par I'idéal I est résoluble, donc
inclus dans J par définition de J. Le seul idéal résoluble de I/J est donc bien
J/J = {0}. O

Une algebre de Lie de dimension 1 est a la fois simple et résoluble. Elle n’est
donc pas semi-simple. Par contre

Proposition 2.14. Une algébre de Lie simple de dimension strictement supérieure
a 1 est semi-simple.

Démonstration. Soit L une algebre de Lie simple et non semi-simple. Un idéal
résoluble non nul de L est nécessairement égal & L tout entiere, donc L est résoluble.
Alors L™ est une suite décroissante d’idéaux qui valent {0} pour n grand et qui
ne peuvent étre égaux qu’a L ou & {0}. La seule possibilité est LM =0, donc L
est commutative. Une algebre commutative ne peut étre simple que si elle est de
dimension 1 car tout sous-espace vectoriel est un idéal. Donc L est de dimension
1. O

3. REPRESENTATION ADJOINTE, FORME DE KILLING

Nous donnons dans cette section des outils permettant d’étudier plus en détail la
structure des algebres de Lie de dimension finie, en particulier nous donnerons des
criteres pour qu’'une algebre de Lie soit résoluble ou semi-simple. Un outil important
pour ’étude des algebres de Lie est la notion de représentation : si V' est un espace
vectoriel sur un corps k, I’ensemble des applications linéaires de V dans V est une
algebre de Lie pour le crochet [u,v] = uov —vou. On la note gl(V') ou gl (V) si
on veut préciser le corps. On appelle représentation d’une k-algebre de Lie L un
morphisme d’algebres de Lie L — gl (V) pour un certain espace vectoriel V. On
dit aussi que V est un L-module. Remarquons que

Lemme 3.1. Les L-modules sont en bijection avec les U(L)-modules.

Démonstration. Un L-module V' est un k-espace vectoriel muni d’un morphisme
d’algebres de Lie L — Endg (V). Un tel morphisme se factorise donc par U(L),
autrement dit V' est un U(L)-module. La réciproque est immédiate. ]

Une représentation particuliere est la représentation adjointe : si L est une
algebre de Lie, c’est en particulier un espace vectoriel ; considérons 'application
ad : L — Endg(L) définie par ad(x)(y) = [z,y]; la relation de Jacobi exprime
que ad est un morphisme d’algebres de Lie (exercice : vérifiez ceci). On Pappelle
la représentation adjointe. Autrement dit : la représentation adjointe d’une algebre
de Lie L est laction de L sur elle-méme ot € L opére par y — [x,y]. Le noyau
de la représentation adjointe est le centre de L.

A partir d’ici, sauf mention du contraire, les algébres de Lie considérées seront
toujours de dimension finie sur le corps k.

Nous allons donner, en dimension finie, une caractérisation des algebres de Lie
nilpotentes utilisant la représentation adjointe. Remarquons que si une algebre de
Lie L est nilpotente on a (adz)® = 0 des que L"™ = 0, donc pour tout z € L
lopérateur ad x est nilpotent. Nous allons prouver la réciproque, mais auparavant
démontrons la propriété suivante :
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Proposition 3.2. Soit L une algebre de Lie de dimension finie ; pour toute représen-
tation de L dans un espace vectoriel V' telle que l'image de L soit formée d’opérateurs
nilpotents, il existe un vecteur v non nul de V tel que x.v =0 pour tout x € L.

On anoté v— x.v lactionde x € L sur v € V.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de L. Le
résultat est vrai en dimension 1 car un opérateur nilpotent a toujours 0 comme
valeur propre. Soit L — gl(V) une représentation vérifiant I’hypothese. Quitte &
remplacer L par son image on peut supposer que L est une sous-algebre de gl(V).
Soit H une sous-algebre de Lie de L distincte de L de dimension maximale; une
telle algebre de Lie existe car un sous-espace vectoriel de dimension 1 est une
sous-algebre de Lie. On fait opérer H sur L par 'action adjointe. Comme cette
opération envoie H dans H on en déduit une action de H sur l’espace vectoriel
L/H. Utilisons le fait que si f € gl(V) est un opérateur nilpotent alors ad f est
nilpotent (exercice). On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence & H agissant
sur L/H. On obtient un « € L— H tel que [h, z] € H pour tout h € H. Donc le sous-
espace vectoriel engendré par H et x est une sous-algebre de Lie de L contenant
strictement H donc égale a L d’apres ’hypothese de maximalité de H. Considérons
alors V' = {v € V |Vh € H,h.v = 0}. C’est un sous-espace vectoriel de V' non nul
d’apres 'hypothese de récurrence et ce sous-espace est stable par ’action de x car
h.(zx.v) = [h,z].v+ z.(h.v) =0si v € V', car [h,z] € H. Comme z est nilpotent, il
existe un vecteur v # 0 dans V' annulé par x, d’ou la proposition. O

Corollaire 3.3. Si H est une sous-algébre de Lie formée d’opérateurs nilpotents
de lalgébre de Lie gl(V) ot V' est un espace vectoriel de dimension finie, il existe
une base de V telle que les matrices des éléments de H soient toutes des matrices
triangulaires supérieures de diagonale nulle.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de V. La proposition
précédente montre que il existe un vecteur propre commun a tous les éléments de
H (pour la valeur propre 0) Prenons ce vecteur e; comme premier vecteur de base.
Dans le quotient V/ < e; > on peut appliquer ’hypotheése de récurrence, ce qui
donne le résultat. (]

On peut maintenenant prouver le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 (Théoreme d’Engel). Une algébre de Lie L de dimension finie est
nilpotente si et seulement si pour tout x € L lopérateur ad x est nilpotent.

Démonstration. Appliquons la proposition[3.2]a la représentation adjointe de L. On
obtient que le centre ZL de L n’est pas nul. Par récurrence sur la dimension [’algebre
L/ZL est nilpotente. Ceci implique que L elle-méme est nilpotente (exercice). O

Un deuxieme outil essentiel a I’étude de la structure des algebres de Lie de
dimension finie semi-simples est la forme de Killing.

Définition 3.5. Soit L une algébre de Lie (de dimension finie) ; la forme bilinéaire
sur L définie par (x,y) —< x,y >= trace(ad z o ady) s’appelle la forme de Killing
de L.

Proposition 3.6. La forme de Killing est bilinéaire symétrique et invariante, c’est-
a-dire vérifie < [x,y],z >=< x, [y, z] > pour tout x, tout y et tout z.
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Démonstration. La bilinéarité et la symétrie proviennent des propriétés élémentaires
de la trace. D’autre part, comme ad est une représentation on a < [z,y],z >=
trace(ad([z,y]) o adz) = trace(adz o ady o adz) — trace(ady o adz o adz) =
trace(ad x o ady o ad z) — trace(ad z oad z 0 ad y) =< x, [y, 2] >. O

Ezercice 3.7. Soit B(L) l'espace vectoriel des formes bilinéaires sur une algebre
de Lie L Montrer qu’on définit une représentation de L en faisant agir x € L sur
¢ € B(L) par (z.9)(y, 2) = ©([y, z], 2) + ¢(y, [, z]). De facon générale, pour une
représentation d’une algebre de Lie L — gl (V'), un vecteur v € V' est dit invariant
si z.v = 0 pour tout = € L. Montrer que cette définition coincide avec celle de la
proposition pour la représentation ci-dessus de L sur B(L).

Les lemmes suivants seront utiles.

Lemme 3.8. Si I est un idéal de L, I’orthogonal I+ de I pour la forme de Killing
est ausst un idéal.

La démonstration est laissée au lecteur.

Lemme 3.9. La restriction de la forme de Killing d’une algébre de Lie L a un
idéal I est la forme de Killing de I.

Démonstration. Comme I est un idéal, pour z,y € I on a (adx oady)(L) C I,
donc la trace de ad x o ad y sur L est égale a la trace de la restriction de ad zoady
al. O

En caractéristique 0, la forme de Killing donne des conditions pour qu’une algebre
de Lie de dimension finie soit résoluble ou semi-simple.

Théoréme 3.10 (Critére de résolubilité de Cartan). Supposons le corps de base
k de caractéristique 0 et soit L une k-algébre de Lie de dimension finie. Si L est
orthogonal a [L, L] pour la forme de Killing alors L est résoluble.

Avant de prouver le théoreme nous prouvons le résultat technique suivant :

Lemme 3.11. Soient V' un k-espace vectoriel de dimension finie et A C B deux
sous-espaces de l'algebre de Lie gl(V'). Soit T (B, A) le transporteur de B dans A
c’est-a-dire T(B,A) = {X € gl(V) | [X,B] C A}. Si un élément X € T(B,A)
vérifie trace(XY) = 0 pour tout Y € T(B, A), alors X est nilpotent.

Preuve du lemme. On peut étendre le corps pour qu’il devienne algébriquement
clos. Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de X. Nous devons montrer que ces valeurs
propres sont toutes nulles. On peut écrire X = S + N avec S diagonalisable, N
nilpotent et [S,N] = 0 (décomposition de Jordan). Fixons une base (e;) de V
dans laquelle la matrice de S est diagonale et soit (E;;) la base de gl(V') telle que
E;j(er) = djke;. On a ad S(Eij) = (A — Aj)E;;. Considérons maintenant le Q-
sous-espace vectoriel E' de k engendré par les valeurs propres Aq,..., A\, et soit f
une forme linéaire sur E. Il existe un polynéme P; a une variable, a coefficients
dans k, tel que P§(0) = 0 et Pr(A; — A;) = f(A — Aj) pour tout ¢ et tout j
(interpolation de Lagrange). Définissons Yy € gl(V') par Y(e;) = f(Ai)ei. On a
ade(Eij) = f()\z — )\j)Eij = f)f()\z — )\j)Eij, donc ade = Pf(adS) Or ad S est
lui-méme un polyndme sans terme constant en ad X car la décomposition de Jordan
de ad X est ad X = ad S+ad N (exercice). On en déduit que ad Yy est un polynéme
sans terme constant en ad X, donc Yy € T'(B, A). L’hypothese du lemme implique



INTRODUCTION AUX GROUPES ET ALGEBRES DE LIE 9

donc que trace(XYy) = 0. Cette derniere trace vaut »_ A; f(;). Appliquons f & cet
élément de E, on obtient >, f()\;)> = 0 donc les rationnels f()\;) sont tous nuls.
Comme ceci est vrai pour toute forme linéaire f sur F, on en déduit que les A;
eux-mémes sont tous nuls, c’est-a-dire S = 0, donc X = N est nilpotent. ([l

Preuve du théoréme[3.10. Nous pouvons maintenant prouver le théoréme. Appli-
quons le lemme avec V=L, B=adL et A= ad[L,L] =[ad L,ad L] : prenons X;
et Xy dans L et X = [X1, X3]. On a ad X = [ad X;,ad X3]. Pour Y € T (B, A), on
a
trace((ad X)Y') = trace([ad X1, ad X5]Y") = trace(ad X, [ad Xo,Y])

par les propriétés de la trace. Cette derniere trace est nulle par hypothese puisque
[ad X2,Y] € [ad L, ad L]. Par linéarité on a trace((ad X)Y') = 0 pour tout X € [L, L]
et tout Y € T(B, A). Donc, par le lemme, ad X est nilpotent pour tout X € [L, L],
ce qui implique que [L, L] est une algebre de Lie nilpotente par le théoréme d’Engel.
Donc L est résoluble. O

On a immédiatement le cas particulier suivant :

Corollaire 3.12. Si la forme de Killing de L (de dimension finie sur un corps de
caractéristique 0) est identiquement nulle alors L est résoluble.

Exercice 3.13. Montrer que si une algebre de Lie est nilpotente sa forme de Killing
est identiquement nulle.

Théoréme 3.14 (Critere de semi-simplicité de Cartan). Supposons le corps de
base k de caractéristique 0 et soit L une k-algébre de Lie de dimension finie; la
forme de Killing de L est non dégénérée si et seulement si L est semi-simple.

Démonstration. Supposons la forme de Killing dégénérée et soit L+ le noyau de
cette forme. C’est un idéal non nul et la restriction de la forme de Killing & L+,
qui est la forme de Killing de L par le lemme est identiquement nulle. Par
L+ est résoluble, donc L n’est pas semi-simple. Réciproquement, supposons L
non semi-simple et soit R son radical. Soit n le plus grand entier tel que R(™ = 0.
Alors R™ est un idéal et si y € R™ alors ady(L) € R™ et ad(y)(R"™) = 0. On
en déduit en écrivant les matrices par blocs sur R(™ et sur un supplémentaire que
pour tout & € L et tout y € R(™ la diagonale de la matrice de ad z ady est nulle,
donc < z,y >=0, donc 0 # R c L+ O

Théoréme 3.15. Une algébre de Lie de dimension finie sur un corps de ca-
ractéristique 0 est semi-simple si et seulement si elle est somme directe d’algéebres
simples non abéliennes

Démonstration. Soit L une algebre de Lie semi-simple non nulle et soit I un idéal
non nul. La restriction de la forme de Killing & I NI+ est identiquement nulle et est
la forme de Killing de cet idéal par Donc I NI+ et résoluble, donc nul puisque
L est semi-simple. On a alors L = I @ I+. La somme est une somme directe au sens
des algebres de Lie car I et I+ sont des idéaux. Par récurrence sur la dimension de
L on obtient le résultat. La réciproque est laissée au lecteur. (I

4. SOUS-ALGEBRES DE CARTAN, RACINES

4.1. Sous-algebres de Cartan. Rappelons que toutes les algebres de Lie considérées
sont de dimension finie. La notion suivante de sous-algebre de Cartan est fonda-
mentale dans 1’étude de la structure des algebres de Lie :
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Définition 4.1. (i) Le normalisateur N(H) (ou Np(H)) d’une sous-algébre
H d’une algébre de Lie L est défini par N(H) = {x € L |Vh € H,[z,h] €

(ii) On appelle sous-algebre de Cartan d’une algébre de Lie une sous-algebre
nilpotente €gale a son propre normalisateur.

Remarquons (exercice) que le normalisateur d’une sous-algebre de Lie H est une
sous-algebre de Lie et que c’est la plus grande sous-algebre de Lie dans laquelle H
est un idéal.

Ezemple 4.2. La sous-algeébre H de gl, (k) formée des matrices diagonales est
une sous-algebre de Cartan. En effet elle est commutative, donc nilpotente et si
>4 @ijEij est dans N(H) alors le calcul (analogue au calcul du lemme faites-
le) montre que a;; = 0 sauf si i = j.

Lemme 4.3. Une sous-algebre de Cartan est une algébre nilpotente mazximale.

Démonstration. En effet si H est une sous-algebre de Lie nilpotente d’une algebre
de Lie K nilpotente strictement plus grande et si n est le plus grand entier tel que
K™ n’est pas inclus dans H alors K™ C N(H). O

Attention : une sous-algebre nilpotente maximale n’est pas nécessairement une
sous-algebre de Cartan. Par exemple dans sly(C) Palgebre des matrices (8 8) est

nilpotente maximale (démontrez-le!) mais elle est normalisée par la sous-algebre
des matrices diagonales.

Nous allons étudier montrer ’existence des sous-algebres de Cartan dans le cas ou
le corps de base est infini. Pour cela nous introduisons la notion d’élément régulier :
un élément x d’une algebre de Lie est régulier si le sous-espace propre généralisé de
adz (noté Lo ;) pour la valeur propre 0 est de dimension minimum (rappelons que
si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel, le sous-espace propre généralisé
de f pour la valeur propre A est U, ker(f — A\)™). Il existe toujours des éléments
réguliers dans une algebre de Lie. .

Définition 4.4. On appelle rang d’une algébre de Lie la dimension de Lo, pour x
réqulier.

Théoréme 4.5. Sile corps k est infini et si x est un élément régulier d’une algébre
de Lie L, alors Ly 5 est une sous-algébre de Cartan.

Démonstration. C’est un résultat général que pour z fixé quelconque (pas néces-
sairement régulier) Lo, est une sous-algebre de Lie. Ceci se déduit de la formule
générale (ad2)([y. 2]) = ¥, () [(ad 2)/(y), (ad 2)"~* ().

Montrons maintenant que H = Lg , est nilpotente. Soit P, € k[t] le polynéme
caractéristique de ady ot y € L. C’est un polynome de degré dimy (L) en ¢ qui est
divisible par 4™ Lo.v Dire que z est régulier revient donc a dire que P, est divisible
par t4mH pour tout y € L. Si y € H on peut décomposer P, en produit PnyL/H
car H est stable par ady (attention : ici L/H n’est pas une algeébre de Lie mais
simplement un espace vectoriel quotient). Les coefficients de Pf et PyL M sont des
fonctions polynomiales de y (c’est-a-dire des polyndmes en les coefficients de y dans
une base fixée de H). Comme Pf /H n’a pas 0 comme racine le coefficient constant
de PyL M ost un polynéme en y non nul. Comme le coefficient de ¢* de Pf PyL /H
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est un polynome en y identiquement nul pour tout ¢ < dim H, les coefficients de
P;{ ont cette propriété (par récurrence sur 7). On a donc P;I = t4mH pour tout y.
Ceci implique que ad(y) : H — H est nilpotent pour tout y € H, donc H est une
algebre de Lie nilpotente d’apres le théoreme d’Engel.

Il reste & voir que N(H) = H.Siz € N(H) on a [z, 2] € H, donc ad(x)"*1(2) =
ad(z)™([x, z]) = 0 pour n assez grand, donc z € H = Lg ,. O

Nous admettrons le résultat suivant (voir par exemple [Bbkl Chapitre VII, §3
Théoréme 2]

Théoréme 4.6. Si le corps est de caractéristique 0 toutes les sous-algébres de
Cartan d’une algébre de Lie L ont méme dimension égale au rang de L.

Remarque 4.7. Si le corps est de plus algébriquement clos on démontre que les sous-
algebres de Cartan de L sont toutes conjuguées par le groupe des automorphismes
“intérieurs” de L (voir par exemple [Bbkl Chapitre VII, §3 Théoreme 1], [S2, III,
§4] ou [Cal, section 3.4]).

4.2. Représentations des algebres de Lie nilpotentes. En utilisant les pro-
priétés des représentations des algebres de Lie nilpotentes et 'existence de sous-
algebres de Cartan, nous pourrons détailler la structure des algebres de Lie semi-
simples. Commencons par 1’étude des représentations des algebres nilpotentes.

Définition 4.8. Soient L est une algébre de Lie, V' un L-module et A\ une appli-
cation L — k.

(i) On note Vy ={v|Vax € L,3In € N, (x — A(x))"v = 0}.
(if) Si Vi # 0 on dit que A est un poids de L dans V.

Proposition 4.9. Soit H une algébre de Lie nilpotente et V. un H-module de
dimension finie sur k. Soit K une sous-algebre de Lie de H. Si A est un poids de
K dans V', alors

(i) Vi est un sous H-module de V.

(ii) Supposons k de caractéristique 0, alors \ est une forme linéaire et s’annule
sur [K, K.

On peut exprimer (ii) en disant que A estune représentation de dimension 1 de
K. Evidemment, on peut appliquer cette proposition avec K = H.

Démonstration. Pour deux endomorphismes quelconques f et g d’un espace vec-
toriel et tout entier n > 0, on prouve par récurrence (laissée au lecteur) que
frog =320 (1) (ad )k (g) o S,

Notons p la représentation H — gl(V'). On veut voir que pour v € V) et y € H on
a p(y)(v) € Vy, c’est-a-dire que pour tout z € K on a (p(x) — A(z))" o p(y)(v) =0
pour n assez grand. Posons f = p(x) — A(z) et g = p(y). Alors (ad f)"(g9) = 0
pour n assez grand, car ad f = ad p(x) et H est nilpotente. De plus si v € Vy, on
a f"(v) = 0 pour n assez grand puisque x est dans K. Par la formule générale
ci-dessus, pour n assez grand on a bien f™ o g(v) =0.

Montrons (ii). Notons px(x) laction de x € K sur V). Comme py(z) — A(x)
est nilpotent, on a trace(px(z)) = dim(Vy)A(x). Ceci montre la linéarité de A car
dim(V)) est non nul dans le corps k. De plus comme la trace d'un commutateur est
toujours nulle A s’annule sur [K, K]. O
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Corollaire 4.10. Si H et V sont comme dans la proposition précédente et si
k est de caractéristique 0, pour tout poids A de H dans V', les opérateurs py(x)
pour x € H sont simultanément trigonalisables; en particulier il exviste un vecteur
v € Vy —{0} tel que x.v = A(z)v pour tout x € H.

Démonstration. Comme \ s’annule sur [H, H], I'aplication 2 — py(z)—A(z) est une
représentation de H sur V). L’image de cette représentation est formée d’opérateurs
nilpotents, donc par [3.3] on obtient le résultat. O

Théoréme 4.11. On suppose k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit H
une algebre de Lie nilpotente et V un H-module de dimension finie sur k; alors
V = @,V ot la somme porte sur les poids de H dans V.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la dimension de V. Si chaque x € H
a une seule valeur propre, on note cette valeur propre A\(z) et V' = V). Sinon, il
existe un z € H qui a plusieurs valeurs propres distinctes A1, ... \.. Appliquons la
proposition [4.9(i)| en prenant pour K la sous-algebre de dimension 1 engendrée par
2. Chaque sous-espace propre généralisé V), de = pour la valeur propre A; est un
H-module, donc par hypothese de récurrence se décompose en somme directe de
sous-espaces correspondant a des poids de H. (I

4.3. Décomposition de Cartan. Dans cette section le corps k est algébriquement
clos de caractéristique 0. On fixe une algebre de Lie L et une sous-algebre de Cartan
H. On peut appliquer le théoréme [I.11] & la représentation de H dans L restriction
de la représentation adjointe. On obtient une décomposition L = @, L) ou la somme
porte sur les poids de H dans L.

Proposition 4.12. On a Ly = H.

Démonstration. Puisque H est nilpotente on a H C Ly par[3:4 Si Ly # H, par [3:2]
appliqué a l'action de H sur Lo/H, il existe T € Ly/H non nul tel que H agisse par
0 sur Z, c’est-a-dire tel que [H,z] C H, ol x a pour image Z. Donc z normalise H
et, par définition des algebres de Cartan, on a x € H, ce qui est une contradiction,
d’ou le résultat. O

SiA#0et Ly # 0 on dit que A est une racine de H dans L. L’ensemble des
racines de H dans L est noté ®. On a donc L = H ® (BrecaLy).

Proposition 4.13. Si A et p sont des représentations de dimension 1 de H on a
[L)\,L#] C LA—}-;;-

La preuve est laissée au lecteur.

Corollaire 4.14. Soient o et 8 deux racines de H dans L.
(i) Sia+p#0eta+ ¢ alors [Ly, Lg] = 0.
(ii) St 8 = —a alors [Ly,Lg) C H.

Nous allons appliquer ce qui précede dans le cas ou L est semi-simple.

Les hypothéses dans la suite de cette section sont donc : L est une algébre semi-
simple de dimension finie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0.
On garde les notations précédentes : H est une sous-algebre de Cartan de L et ®
I’ensemble de racines de H dans L. On note <, > la forme de Killing de L.

Proposition 4.15. (i) Si o, 8 € @ U {0} sont tels que a + B # 0, on a
< Ly, Lg >=0.
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(ii) La restriction ¢ H de la forme de Killing de L est non dégénérée.

(iii) Si a est une racine alors —a est une racine et la restriction de la forme
de Killing a Lo X L_,, est une dualité parfaite.

Dualité parfaite signifie que chacun des deux espaces s’identifie via la forme de
Killing au dual de I'autre.

Démonstration. Soit A un poids de H dans L. Si z € L, et y € Lg; par on
a (adzoady)(Lx) C Latat+s. Comme a+ B+ A # A, et comme L = @Ly o A
décrit les poids de H, dans une base adaptée a cette décomposition les coefficients
diagonaux de ad z o ad y sont nuls, d’ott (i).

D’apres (i) H est orthogonale pour la forme de Killing & L, pour tout o € ®.
Siz e HNH* on adonc x € L* et donc 2 = 0 car L est semi-simple (cf., .
D’ou (ii).

Le méme raisonnement montre que pour o € ®, si € L, est orthogonal a L_,,
(en particulier si L_, = {0}) alors z = 0, d’ou (iii). O

Corollaire 4.16. L’algebre de Cartan H est abélienne.

Démonstration. Soit x € [H,H| et y € H alors < y,x >= traceady o adz. Or
ad(z) et ad(y) sont représentés dans la méme base par des matrices triangulaires
d’apres et les valeurs propres de x sont toutes nulles puisque tous les poids
s’annulent sur [H, H] (voir [£.9(ii)). Donc < y,z >= 0 pour tout y € H, dot z =0
par Donc H est abélienne. O

Corollaire 4.17. Les racines engendrent linéairement le k-sous-espace vectoriel
dual H* de H.

Démonstration. Si le sous-espace engendré par les racines est strictement inclus
dans H*, il existe h € H — {0} tel que a(h) = 0 pour toute racine a. Alors ad h
n’a que la valeur propre 0 sur L et par le méme argument que dans [£.16] on obtient
h =0. O

Théoreme 4.18. Pour toute racine o« € ® on a dim L, = 1 et les seuls n € Z tels
que na € & sont n = £1.

Démonstration. Fixons a € ®. Comme H est abélienne, elle agit dans toute représen-
tation par des opérateurs qui commutent donc qui ont au moins un vecteur propre
commun. En particulier, il existe e, € L, vecteur propre de h pour tout h € H.
Comme par définition h € H a une seule valeur propre sur L, qui est a(h), on a
[h,eq] = a(h)e, pour tout h € H. Comme L, et L_, sont mis en dualité parfaite
par la forme de Killing, il existe f € L_, tel que < e, f >= 1. Pour tout h € H
on a alors < h, leq, f] >=< [h,en], f >= a(h) < eq, f >= a(h). Or [e,, f] € H,
donc [eq, f] est égal & 'unique élément h., € H qui vérifie < h, h,, >= a(h) pour
tout h € H (Pexistence et 'unicité d'un tel h], vient du fait que la restriction de
la forme de Killing & H est non dégénérée). Nous aurons besoin des deux résultats
suivant :

Lemme 4.19. (i) Si hl, est comme ci-dessus, on a a(hl) # 0

(ii) Pour tout y € L_, Uélément [eq,y] est multiple de h!,.
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Preuve du lemme. Soit 5 € ® quelconque. Considérons le sous-espace vectoriel F' =
@nezLlgina. Alors F est stable par les actions de e, et de f, donc la trace de h,
sur F est nulle, ce qui s’écrit ) (8 + na)(h,)dim Lgyno = 0. Si a(h,,) = 0 on
en déduit S(hl,) = 0 pour tout 8 € ® ce qui implique par que hl, =0, ce qui
est faux.

Montrons maintenant (ii). On a < h, [eq,y] >=< [h, €],y >= a(h) < eq,y >
pour tout h € H et [eq,y] est un élément de H. La définition et l'unicité de h/,
impliquent que [eq, Y] =< €q,y > hl,. O

Considérons maintenant le sous-espace vectoriel E = ke, ®kh,, ®(Dnezn<olna)-
D’apres ce sous-espace est stable par ade, ; il est aussi stable par ad f.
Comme hl, = [eq, f], la trace de h/, sur E est nulle. La seule valeur propre de hl,
sur Lyq étant na(hy,), on obtient a(hf,)(1 4 >, ondimL,,) = 0. On sait que
dimL_, # 0 et, par que a(hl) # 0. On en déduit que dimL_, = 1 et
dim L, = 0 pour n entier négatif strictement plus petit que —1. En appliquant le
résultat avec la racine —a au lieu de v on obtient le théoreme. (]

Le théoreme précédent montre en particulier que pour tout « et tout h € H,
le sous-espace L, est un espace propre de h, donc les éléments de H sont simul-
tanément diagonalisable dans leur action sur L.

Ezercice 4.20. Montrer que pour h,h’ € H on a < h,h' >= 3 _4a(h)a(h)
(utiliser la définition de la forme de Killing et la décomposition de Cartan de L).

4.4. L’algébre de Lie sl,. Nous allons illustrer ce qui précede sur ’exemple de
sl, (k) ol k est de caractéristique 0 (le lecteur pourra étudier ce qui reste vrai pour
un corps quelconque). C’est Palgebre de Lie des matrices n x n de trace nulle. Sa
dimension est n? — 1. Soit F;; la matrice dont le coefficient d’indices (h, k) vaut
0;indji. L'algebre sl, a une base formée des matrices £;; pour i # j et By — Ejj
pour % > j.

Proposition 4.21. Le centre de sl,, est réduit a {0}.

Démonstration. Soit M = (m;;) une matrice quelconque. Pour ¢ # jon a [M, E;;] =
>oameiEry — Zs m;s ;. Donc la matrice M commute avec la matrice E;; si et
seulement si m,; = 0 pour r # j, m;s = 0 pour s # j et m;; = m;;. Une matrice

est du centre de sl,, est donc de la forme M = diag(a, a,...,a). Comme la trace de
M est nulle on a a = 0. O
Proposition 4.22. (i) La sous-algébre des matrices diagonales est une algébre

de Cartan de sl,,.
(ii) La décomposition de Cartan de s, relativement a la sous-algébre H des
matrices diagonales est sl, = H & (Bix;kE;;).
(iii) Les racines de H dans sl,, sont les a;; pouri # j, ot cyj(diag(aq, ..., ay)) =
a; — aj.
Démonstration. La sous-algebre H est commutative. D’autre part, prenons h =
diag(ai,...,a,) € Het x =3, b Ej; € sly;ona [ha] =37, (a; —a;)bi;Eyj. En
particulier [h,x] € H pour tout h € H si et seulement si b;; = 0 pour i # j. Ceci
montre que N(H) = H, donc H est une sous-algébre de Cartan. Le calcul que nous
venons de faire prouve aussi les assertions (ii) et (iii). O

Proposition 4.23. L’algébre de Lie sl,, est simple



INTRODUCTION AUX GROUPES ET ALGEBRES DE LIE 15

Indication de démonstration. 1l s’agit de montrer que tout idéal non nul contient
tous les éléments de la base ci-dessus. On peut le faire par une suite de calculs de
commutateurs bien choisis. Ces calculs sont laissés au lecteur. Voir par exemple
[Cal 4.25]. O

Nous regardons mantenant le cas de sl,. Posons E = (O (1)), et F'= ((1) 8)
1 0

Ona[E,F|=HouH = (0 1>. On a sly = kF @ kH @ kE et la structure

d’algebre de Lie est déterminée par les relations [E, F| = H, [H,E] =2E, [H,F] =
—2F.
Considérons maintenant une algebre de Lie semi-simple L, une sous-algebre de
h! h!
Cartan et une racine «. Fixons e, € L, — {0} et soit h, = 2a(f;a) =2 m 70‘%[ S
ou hl, est comme dans [4.19(i)] Il existe f, € L_, tel que [eq, fo] = ha- On a
[hasea] = 264 €t [ha, fo] = —2fa. Ceci montre

Proposition 4.24. Avec les notations précédentes, pour toute racine «, le sous-
espace keq @ khy @ kfo est une sous-algébre de Lie de L isomorphe a sly par
Uapplication qui envoie ey, h et f, respectivement sur E, H et F.

Ezercice 4.25. Calculer la restriction a la sous-algebre H des matrices diagonales
de la forme de Killing de sl,. En déduire la valeur de h,,; pour toute racine ;.
Quelle est la sous-algebre isomorphe a sly correspondant & une racine o;; comme

dans [4.241?

5. SYSTEME DE RACINES D’'UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE, GROUPE DE
WEYL, CLASSIFICATION

5.1. Propriétés des racines d’une algebre de Lie semi-simple. Ici le corps
k est toujours algébriquement clos de caractéritique 0. On considere une algebre
de Lie semi-simple de dimension finie L sur k, une sous-algebre de Cartan H et
I’ensemble ® des racines de H dans L. Nous allons prouver d’autres propriétés de
P et aboutir & une classification. Pour chaque racine a € ® on a comme dans [£.24]
un triplet (eq, fa, o) qui engendre une sous-algebre isomorphe & sly. Notons que
I'isomorphisme entre H et H* déduit de la forme de Killing fait correspondre a &
% (exercice : vérifiez ceci, c’est-a-dire que h/, = dihigp ou h!, est comme
dans la section précédente). Notons aussi que l'on peut transporter la forme de
Killing par cet isomorphisme en une forme bilinéaire non dégénérée sur H* que

nous noterons de la méme fagon. Avec ces notations < «a, 8 >=< hl, h:,_g > et hy

2c
<o,o>"

correspond par l'isomorphisme a
Proposition 5.1. Si « et 8 sont deuz racines proportionnelles alors f = +a.

Démonstration. Supposons 8 # +a. On sait par 4.18| que 5 n’est pas un multiple
entier de «. Il existe donc deux entiers positifs ou nuls p et ¢ tels que 8 + i« soit
une racine pour —p < ¢ < ¢ et ne soit pas une racine pour i =g+ 1oui= —p—1.
Le sous-espace vectoriel £ = ®_p<i<qLgtia est stable par ad e, et par ad f,, donc
aussi par hy. La trace de hy sur M est nulle puisque hy = [€q, fol. Or chaque Lgiiq
est de dimension 1 et ad h,, y agit par (8 +ia)(ha) = B(ha) + 2i. Donc la trace de
ad hy sur Evaut 0 = >_'—7 (B8(ha)+2i). Donc (p+q+1)B(ha)+(p+q+1)(g—p) =0

i=—p
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c’est-a-dire B(hy) = p—¢q. Or a(hy) =2, doncsi B =ra,onar = (p—q)/2. Si
)

p — q est impair et 8 = a, alors 8 4 ia = a/2 pour i = % ce qui est
impossible par Donc p — q est pair, on a r € Z, donc r = +1 par O
On a vu au cours de la démonstration précédente les résultats suivants :

Proposition 5.2 (Propriétés d’intégralité). Si a et 5 sont deux racines avec [ #
ta alors B(hy) = p—q ol p et q sont des entiers positifs ou nuls tels que B+ia soit
une racine pour —p < 1 < q et ne soit pas une racine pourt=q+1 out=—p—1.
En particulier, si « et B sont deuz racines on a B(hy) € Z et 8 — B(ha)a € .

Démonstration. Toutes les assertions ont été vues au cours de la preuve précédente,
sauf la derniere propriété dans le cas ou 5 = t«. Dans ce cas on obtient le résultat
car a(hy) = 2. O

Introduisons le sous-espace vectoriel rationnel Hg de H engendré par les h, et
le sous-espace vectoriel rationnel Hp du dual H* engendré par les racines. On sait
que H* est engendré linéairement sur k£ par < ® >, donc que H est engendré
linéairement sur k par {h, | @ € @}.

Proposition 5.3. (i) On adimg(Hg) = dimy(H) et dimg(Hg) = dimy(H*)
(ii) Hg est le dual (sur Q) de Hg.

Démonstration. Fixons une base (ai,...,a,) sur k de H* formée de racines. Alors
(Pays---sha,) est une base sur k de H puisque h, correspond & un scalaire pres
& « par Iisomorphisme entre H et H*. Le (i) signifie que toute racine est dans le
sous-espace réel engendré par {«a1,..., .} et que tout élément h,, est combinaison
linéaire réelle de (hq,, ..., ha, ). Soit @ € ®; 0n a hy =Y, A\jhq, ol les coefficients
A; sont a priori dans k. Nous allons montrer que ces coefficients sont dans Q. On
a aj(ha) = >; Miaj(ha,) pour tout j € {1,2,...,7}. Par a;(hy) et aj(hq,)
sont des entiers. Donc les coefficients \; sont les solutions d’un systémes linéaire a
coefficients entiers. Le déterminant de ce systeme est non nul; en effet o;(hq,) =
W < ha;, ha, >, donc le déterminant du systéme est multiple par le facteur
Hj<hij,ha ;>
dégénérée. On en déduit la premiere assertion de (i). Un raisonnement analogue
laissé au lecteur prouve la deuxieme assertion.

La partie (ii) est une conséquence de (i). En effet H est un sous-espace du dual
réel de Hg et est de méme dimension que ce dual. O

Corollaire 5.4. Avec les notations de|{.19(i), I’élément h!, est dans Hy.

du déterminant de la forme de Killing restreinte & H qui est non

Démonstration. On a vu au début de la section que h!, = <,12h75> donc est un
aslta

multiple rationnel de h, puisque < hq, ho > est égal & 35 g B(ha)? d’apres m
donc est entier- O

Dans la suite nous notons Hr = Hg ®q R et Hy = Hg ®g R. Les propriétés
analogues a celles de [5.3] obtenues en remplacant Q par R sont clairement vraies.
La forme de Killing s’étend de fagon unique & Hg. Si le corps k de départ contient
R, l'algebre Hp est le sous-R-espace vectoriel de H engendré linéairement par les
hq et la forme de Killing sur Hg est la restriction de la forme de Killing sur H.

Proposition 5.5. La forme de Killing sur Hg est positive non dégénérée.
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Démonstration. On sait que cette forme est non dégénérée. D’autre part pour h et b’/
dans H on a < h,h' >= 3" 4 a(h)a(h’) (voir 4.20). Ceci montre que < h,h >>0
pour h € Hg. (]

Définition 5.6. Pour a € ®, on appelle réflexion de vecteur o l’application linéaire
de so : Hi — Hp définie par so(X) = A — A(hq) .

Remarque 5.7. C’est un cas particulier de la définition générale d’une réflexion
de vecteur donné, par rapport & un hyperplan donné dans un espace vectoriel V'
sur un corps quelconque de caractéristique différente de 2 : on donne un vecteur
a € V et une forme linéaire non nulle o € V* telle que a”(a) = 2; la réflexion
correspondante est x — z—a" (z)a. C’est une involution dont ’ensemble des points
fixes est I’hyperplan noyau de oV et qui envoie o sur —a.

On a vu que Hg est un espace euclidien pour la forme de Killing. L’espace Hy
est isomorphe & Hg par lapplication qui fait correspondre « & hl,. Nous noterons
aussi <, > la forme euclidienne sur Hy transportée de la forme de Killing par cet

h < Wy, h, > <B,a>
isomorphisme. Comme hy, = 2———2—— ona 3(hy) = 2 =2—
P C U< hl, b, > Blha) < hl, hl, > <o, >
. NS <A a> .
pour toute racine 5. Donc par linéarité on a A(hy) = 2ﬁ pour tout A € Hp.
a, o
<A a>

La réflexion s, de vecteur a peut donc s’écrire A — A\ — 2 a. C’est une

<a,a >
réflexion orthogonale de ’espace euclidien Hp.

Proposition 5.8. Soit a une racine; alors la réflexion s, de vecteur o conserve
l’ensemble @ des racines.

Démonstration. La proposition est une conséquence de la deuxieme assertion de la
proposition [5.2 O
Les propriétés
(i) @ est fini, ne contient pas 0 et engendre Hpj.
(ii)) a(hq) =2.
(iii) a(hg) € Z pour tout « et tout f.

constituent les axiomes des systémes de racines (voir section suivante). Un
systéme de racines qui a la propriété [5.1] est dit réduit.

L’intérét de cette notion est que ces propriétés sont suffisament fortes pour qu’on
puisse classifier les systémes de racines et cette classification meéne a une classifica-
tion des algebres de Lie semi-simples complexes.

5.2. Systémes de racines, Groupe de Weyl. Considérons un espace vectoriel
réel de dimension finie V', son dual V* et des ensembles ® C V et ®V C V* en
bijection o — o vérifiant les axiomes des systémes de racines réduits :

(i) @ est fini, ne contient pas 0 et engendre V.

(i) Pour tout o € ® on a a¥(a) =2 et 5,(P) = P.
(iii) «¥(®) C Z pour tout o € P.
)

(iv) Soit a € R; si a et ax sont des racines alors a = £1.
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Dans cette définition s, est la réflexion par rapport a la racine a définie comme
dans la remarque On dit que oV est la coracine associée & a. Le rang d’un
systeme de racine est la dimension de V.

Définition 5.9. Le groupe de Weyl d’un systéme de racines est le groupe engendré
par les réflexions par rapport aux racines.

Proposition 5.10. Le groupe W est fini.

Démonstration. Le groupe W permute ® et si un élément de W fixe toutes les
racines alors il fixe tout élément de V puisque ® engendre V. Donc W s’injecte
dans le groupe fini des permutations de ®. (I

Lemme 5.11. L’ensemble ®V engendre V* et est un systéme de racines dans V*
pour lequel (aV)Y = a.

Indication sur la démonstration. Il existe un produit scalaire, noté <, > sur V in-
variant par W : il suffit de faire la moyenne des transformés par W d’un produit

scalaire quelconque sur V et on obtient un produit scalaire invariant. Ce produit sca-
. . . . . . N a

laire fournit un isomorphisme entre V et V* qui fait correspondre oV & 2ﬁ
o, o

pour tout a € ®, d’ou la premiere assertion. On peut identifier V' et V* par cet

a\/

—— > d’ott les autres assertions. ([
<av,a¥ >

isomorphisme. On a o = 2

Dans la suite on identifie V' et V* grace a un produit scalaire invariant par W
comme dans la preuve ci-dessus.

Lemme 5.12. Si Vi est un sous-espace de V' engendré par une partie de ®, alors
P =D NVy est un systeme de racines.

Démonstration. Si « et 3 sont dans ®; alors s5,(3) = 8 — a¥(B)a € DNV = ®y.
Les autres propriétés sont immédiates. O

Avant de classifier les systemes de racines on étudie les positions possibles pour
deux racines. Si « et 8 sont deux racines non proportionnelles et non orthogonales
<o, B >2 <o, B> <o, B>
5 <1.0ra¥(B) = 25202 o pv(a) = 2S00 >
<a,a><f,8> <a,a> <B,B8>
sont des entiers. Les seules possibilités sont donc (en supposant < «, 8 >< 0 et
< a,a ><< (3,8 >, quitte & changer a en —« et & échanger « et ) :
(i) aV(B) = BY(a) = —1. Dans ce cas < a,a >=< 3,8 > et I'angle non
orienté de « et 5 vaut 27/3.
(ii) o (B) = =2 et BY(a) = —1. Dans ce cas < 3,8 >=2 < o, > et 'angle
non orienté de « et 8 vaut 37 /4.
(iii) «¥(B) = =3 et B8Y(a) = —1. Dans ce cas < 3,3 >= 3 < a,a > et 'angle
non orienté de « et B vaut 57/6.

alors 0 <

Corollaire 5.13. Soient a et f deux racines telles que o # £0.
(i) Si<a,B>>0 alors a — B est une racine.
(il) Si < a,B ><0 alors a+ f est une racine.
Démonstration. 1l suffit de démontrer la deuxieme assertion. On vérifie alors que

dans chacun des cas possibles pour < «, 8 >, en supposant < a,a ><< 3,5 > on
a sgla) =a+ B. O
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Nous introduisons maintenant la notion d’ordre sur les racines. Un ordre sur un
espace vectoriel réel est une relation d’ordre (total) stable par translation et mul-
tiplication par un scalaire positif. Un ordre est completement défini par I'ensemble
des éléments supérieurs a 0.

Ezercice 5.14. Montrer qu’une partie V1 d’un espace vectoriel réel V est I’ensemble
des éléments supérieurs a 0 pour un ordre sur V si et seulement si elle vérifie

i) Vtu(-vhH =V
(i) Vtn(=v*t)={0}
(iii) A\V* C VT pour tout A réel positif.
(iv) La somme de deux éléments de V' est dans V.

On obtient facilement un tel ordre en ordonnant une base fixée et en prenant
ensuite 'ordre lexicographique (x > 0 si la premiére coordonnées non nulle de z est
positive). Etant donné un systeme de racines ¢ dans l’espace V' et un ordre sur V'
on note ®* I’ensemble des racines positives et =~ = —®+. Ona ® =dTUP~. On
définit I’ensemble II des racines simples comme ’ensemble des racines positives
qui ne sont pas somme de racines positives.

Définition 5.15. L’ensemble des racines simples pour un ordre donné sur V' s’ap-
pelle une base du systéme de racines.

Cette définition est justifiée par le résultat suivant et par plus bas.
Proposition 5.16. Toute racine positive est somme de racines de I1.

Démonstration. Raisonnons par 'absurde. Soit o € &+ minimale pour I'ordre (pos-
sible car ® est fini) qui n’est pas somme de racines de II. Alors « n’est pas dans
II donc « est somme de racines positives qui sont strictement plus petites que «
pour l'ordre donc sont sommes de racines de Il par minimalité de «, d’ou une
contradiction. O

Précisons ce résultat :

Proposition 5.17. Soit II une base du systéme de racines. Pour toute racine
positive 3 non simple il existe o € 11 tel que B — o € .

Démonstration. Ona 3 =3 aqc ol les coefficients a, sont tous positifs ou nuls.
Si < f,a >< 0 pour toute racine simple «, alors < 5,6 >=>"_ an < B,a ><0,
ce qui est contradictoire. Si « est une racine simple telle que < 8,a >> 0, on sait
par que 8 — « est une racine (nécessairement positive). O

Lemme 5.18. Si a et 8 sont deuzx racines simples distinctes alors < a, 8 >< 0.

Démonstration. Si < a,8 >> 0, alors par [ — « est une racine qu’on peut
supposer positive, quitte & échanger o et 8. Alors 8 = a + (8 — «) ce qui signifie
que [ & 1I. O

Théoreme 5.19. Pour tout ordre sur V, l’ensemble des racines simples est une
base de V.

Démonstration. 1l est clair que II engendre V puisque ® engendre V et que & =
@“‘_ U-—-ot, Une relation linéaire entre les éléments de II peut toujours s’écrire
Z;z}f a;o; = Z:ziﬂ a;c; avec a; réel positif et a; € II pour tout i. Posons v =
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ZZ? a;a;. En faisant le produit scalaire des deux membres, on obtient < v,v >< 0
par p.18 Donc v = 0 et tous les coefficients a; sont nuls car une somme a coefficients
strictement positifs de vecteurs non nuls de V' ne peut pas étre nulle. (]

Comme II est une base de V et que par [5.16] les racines positives sont sommes
de racines simples on en déduit

Corollaire 5.20. Soit II une base d’un systéme de racines alors une racine est
positive si et seulement si elle est combinaison linéaire des éléments de 11 avec au
moins un coefficient strictement positif.

Théoreme 5.21. Les bases d’un systéme de racines forment une orbite sous l’ac-
tion du groupe de Weyl.

Démonstration.

Lemme 5.22. Soit IT une base et @ ’ensemble des racines positives. Si a € II et
B e dt —{a} alors s,(B) € T.

Preuve du lemme. On a s,(8) = 8 — a¥(B8)a. Donc s, ne change que le coefficient
de o dans ’expression de  comme combinaison de la base. Les autre coefficients
restent positifs et 'un d’eux au moins n’est pas nul, d’ou le résultat, par [5.20] O

Prouvons alors le théoréeme. L’image d’un ordre sur V par n’importe quel au-
tomorphisme linéaire est un ordre sur V. Donc un élément de W envoie une base
du systeme de racines sur une autre base. Réciproquement, soient II; et Il deux
bases d'un systéme de racines ® et ®f et ®J les ensembles de racines positives
correspondants. Il suffit de démontrer qu’il existe un élément de W envoyant <I>T
sur ®7. Raisonnons par récurrence sur |®] N ®;|. Si ce cardinal est nul alors
& = ®F. Sinon ®f N ®; n’est pas vide, donc II; N ®; n’est pas vide non plus.
Soit a € II; N @5 ; alors par le lemme 5q(®) = ®F — {a} U {~a}. Donc
5o (@) N @5 | = |®] N @5 | — 1. Par hypothese de récurrence il existe w dans le
groupe de Weyl qui envoie s, (®]) sur ®F donc ws, envoie ®] sur &3 . g

Définition 5.23. Un réflexion de vecteur une racine simple est appelée réfiexion
simple.

Proposition 5.24. Toute racine est limage par un élément de W d’une racine
simple.

Démonstration. Le lemme suivant donne un résultat plus précis, ce qui prouve la
proposition.

Lemme 5.25. Toute racine est limage d’une racine simple par un produit de
réflexions simples.

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour une racine positive f car s,(a) = —a.
Ecrivons 3 = > act Ga et raisonnons par récurrence sur la somme ) | aq. Si cette
somme vaut 1, la racine 3 est simple. Sinon, comme < 8,8 >= 3" _a, < f,a >> 0,
il existe une racine simple g telle que < 8, g >> 0 et a, # 0. Soit ¥ = 54, (6). On
ay=p— 2%&0. Les coefficients de  sur les racines simples autre que ag sont
les mémes que ceux de 3, donc positifs et non tous nuls. Ceci montre que ~y est une
racine positive par La somme des coefficients de ~ est strictement inférieure
a somme des coefficients de 8. Donc par hypothese de récurrence il existe w € W
produit de réflexions simples tel que w(y) = wsq, (B) soit une racine simple. O
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Corollaire 5.26. Le groupe de Weyl est engendré par les réflexions simples.

Démonstration. Si B est une racine quelconque, le lemmemontre que 8 = w(a)
avec v € II et w produit de réflexions simples. On a alors sz = ws,w ™!, donc sz est
un produit de réflexions simples. Comme W est engendré {sg | 5 € ®}, on obtient
le résultat. g

Ce dernier corollaire va nous permettre de prouver que 'action du groupe de
Weyl est en fait simplement transitive sur les bases :

Théoréme 5.27. Si w(®t) = ®T alors w = 1.
Démonstration. Nous utilisons le lemme suivant

Lemme 5.28. Si w = s1...s, est une écriture de longueur minimale de w € W
comme produit de réflexions simples correspondant aux racines simples oy, . .., o,
on aw(a,) € P,

Preuve du lemme. Supposons par 'absurde que w(a,.) € ®F et soit ¢ maximum
tel que s;8i11...5-(a,) € ®T. Comme s.(a) = —a,, on a i < r — 1. Posons
B = Siy18i42...Sr—1(a;). Clest une racine positive qui devient négative par s;.
Donc § = «; par Or la réflexion de vecteur 8 = «; est le conjugué de sq,,
par S;+18i4+2 ... Sr—1. Ceci s’écrit $;8;415;42 .- Sp—1 = Si415i42 - - - Sp—15p, dOU W =
51 ...8i—18i+1 - - - Sr—1, ce qui est une écriture de w plus courte que I’écriture donnée,
donc impossible. O

On en déduit immédiatement théoréme. O

Ezercice 5.29. Montrer par une méthode analogue que si w € W envoie une racine
simple « sur une racine négative et si w = s1...$, est une expression minimale
de w comme produit de réflexions par rapport a des racines simples, il existe ¢
tel que s;...8, = Si41...5:-5¢. En particulier il existe une écriture de longueur
minimale de w comme précédemment, qui se termine par s,. (ceci est la propriété
dite d’échange, qui prouve que W est un groupe de Coxeter ; voir [Bbk|[IV §1 no
6 théoreme 1]).

Etant donné une base d’'un systeme de racines ® on peut ordonner partiellement
® par a < 8 si 8 — «a est combinaison linéaire de II avec des coefficients positifs;
ce n’est pas un ordre total sur ®, par exemple deux racines simples ne sont pas
comparables (ordre sur V' considéré plus haut est un ordre total qui raffine celui-
ci). La propriété suivante peut étre utile :

Proposition 5.30. Soit ® un systeme de racines; on suppose donnée une base I1
de ® et on suppose que Il n’est pas la réunion disjointe de deuz parties mutuellement
orthogonales. Alors il existe une unique racine (positive) mazximale pour 'ordre ci-
dessus.

Nous verrons plus bas que ’hypothese sur II signifie que ® est un systeme de
racines dit “irréductible”.

Démonstration. Remarquons qu’une racine maximale est nécessairement positive.
Soit B une racine maximale; on Pécrit = > .y aaa Soit I} = {a € IT | an > 0}
et IIy = {a € II | a, = 0}; par hypothese les racines de II; ne sont pas toutes
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orthogonales a toutes les racines de II; Or si a € IIs n’est pas orthogonale a II; on
a < f,a >< 0 par Ceci implique o + 8 € ® par [5.13] ce qui est contraire a
I’hypotheése de maximalité. Donc a; > 0 pour tout i. Soit v une racine maximale
distincte de §; calculons < 8,7 >= > aqo < «@,7 >. Par maximalité de 7 et
par chaque terme de cette somme est positif et comme les racines simples
forment une base de V, certains termes de cette somme ne sont pas nuls. On a donc
< B,v >> 0, donc 8 — v est une racine par [5.13] Soit 3 — =, soit v — 3 est positive,
ce qui contredit la maximalité de g et de ~. ([

Ezercice 5.31. On fixe un ordre sur ®; montrer qu’il existe un unique élément
wo € W tel que wo(®T) = &~. Montrer que wy est un élément d’ordre 2.

5.3. Classification des systémes de racines. Pour classifier les systemes de
racines on commence remarque d’abord que si ® = ®; U®P, ot les racines de ®; sont
orthogonales aux racines de ®5 alors V =V; & V5 ou V; et V5 sont respectivement
engendrés par ®; et @5 et chacun des ensembles ®; est un systeme de racines dans
V;. On dit qu'un systeme de racines est irréductible si une telle décomposition
n’est pas possible. Il suffit de classifier les systemes de racines irréductibles. Si ®
n’est pas irréductible, il est clair que ® a une base (donc toute base) qui est 'union
de deux sous-ensembles orthogonaux I'un a ’autre. La proposition suivante donne
une réciproque de cette propriété.

Proposition 5.32. Si la base II d’un systéme de racines est union disjointe de
deux parties 111 et Ils mutuellement orthogonales alors ® est la réunion disjointe
de deux systémes de racines orthogonaux de bases respectives Il et Ils.

Démonstration. Si II = II; UIly avec ITy L Ils, alors les réflexions s, avec o € Il
commutent avec les réflexions s, avec a € Ily. L’espace V est la somme directe
orthogonale des sous-espaces Vi et V5 de bases respectives Iy et IIs. Si Wi et
Wy sont les sous-groupes de W engendrés par les réflexions simples correspondant
respectivement a II; et Ils, les éléments de Wi commutent avec les éléments de
Ws. Tout élément de W est produit d’un élément de Wi et d’un élément de Whs.
Les éléments de Wy (resp. Ws) agissent par lidentité sur V5 (resp. V1). Donc un
élément de Wi N Wy agit trivialement sur V. Autrement dit W est le produit
direct W7 x Ws. On sait que toute racine est 'image par un élément de W
d’une racine simple. Si w = wywy avec w; € W7 et wy € Wa, et si a € IIy, on
a w(a) = wy(«) et de méme pour les racines de IIs. Donc @ est I'union disjointe
Dy U Dy avec &3 = Wi(I11) C Vi et &y = Wr(Ily) C Va. Par le lemme Dy et
®, sont des systemes de racines dans V; et V5 respectivement. Les ensembles I1;
et Il sont des bases respectives de ces deux systeémes, puisque leur union est une
base de ®. [l

Introduisons la matrice de Cartan d’un systeme de racines ®. C’est la matrice
indexée par les éléments d’une base Il de ® dont le coefficient dans la ligne a et
la colonne 3 vaut oV (). Par cette matrice est indépendante du choix de la
base. Introduisons la matrice symétrique indexée par les racines simples dont les
coefficients diagonaux valent 2 et le coefficient d’indice («, 8) vaut —y/a¥ (8)5Y ().
C’est la matrice d’une forme quadratique Q. Le coefficient ci-dessus peut s’écrire
QJJS%% si <, > est un produit scalaire invariant par W.

Proposition 5.33. La matrice de Cartan d’un systéme de racines vérifie les condi-
tions suivantes
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(i) Les coefficients diagonauz valent 2 et les autres coefficients valent 0, —1,
-2 ou —3.

(il) Si un coefficient est nul, le coefficient de mémes indices dans la matrice
transposée est aussi nul.

(iii) La forme quadratique Q est définie positive.

De plus le systéme de racines est irréductible si et seulement si la matrice ne peut
pas s’écrire comme une matrice diagonale par blocs de facon non triviale.

Démonstration. Nous avons déja vu la propriété (i). La derniére assertion provient
de la proposition La propriété (ii) provient de la symétrie de <, >. La propriété
(iii) se prouve en remarquant que si = ), ca, on a Q(z) = 2 < y,y > ou

CaQt
y:Zaenﬁ' [

Nous allons montrer que ces conditions sont suffisament restrictives pour donner
toutes les matrices de Cartan possibles et fournir une classification. Remarquons
d’abord

acll

Lemme 5.34. Si C = (c;;) est une matrice vérifiant les conditions de et si
C" = (c;) est une matrice de méme taille vérifiant la condition telle que
ci; =2 et cij < c; <0 pouri# j alors C" vérifie aussi les conditions (i) et (iii)

de[5.33

Démonstration. Seule la relation (iii) nécessite une preuve. Soit @’ la forme quadra-
tique associée & C’ comme précédemment. Soit & un vecteur de coordonnées (x;) et

soit y le vecteur de coordonnées (|z;|) ;ona Q' (z) = >, c;;x?—2 Doinj\/ChiCriTiT; >

> ciia? —2 Dt/ CiCiilrizi| = Q(y) = 0, d'ott la positivité de Q" et aussi le fait
que Q' (x) = 0 implique z = 0. O

On prouve facilement :

Lemme 5.35. Si C vérifie les conditions de toute matrice extraite de C
correspondant a un sous-ensemble des indices vérifie aussi ces conditions.

Pour classifier les matrices de Cartan, a toute matrice C' = (¢;5); jer (ol I est un
ensemble fini) vérifiant les conditions[5.33]on associe son graphe (ou diagramme)
de Dynkin. Remarquons d’abord que le fait que @ est définie positive impose que
pour tout couple (¢,j) avec ¢ # j, 'un des deux entiers ¢;; ou ¢j; vaut —1, ou
bien ils valent tous deux 0 (regarder la forme sur le sous-espace de dimension 2
correspondant & ¢ et j). On considere le graphe qui a comme ensemble de sommets
I’ensemble I et olt deux sommets ¢ et j distincts sont reliés par une aréte si ¢;; =
cji = —1, deux arétes si ¢;; = —1 et ¢j; = —2, trois arétes si ¢;; = —1 et ¢j; = —3.
Ces aréte sont orientées de i vers j si |cji| > |ci;|; dans le cas de la matrice de
Cartan d’un systeme de racines, cela revient a orienter les fleches de la racine la
plus longue vers la racine la plus courte pour <, >.

Le graphe de Dynkin d’une matrice de Cartan est connexe (on dit aussi irréductible)
si et seulement le systeme de racines est irréductible. Une matrice vérifiant les condi-
tions [5.33] est déterminée par son graphe de Dynkin. Voici une liste de graphes de
Dynkin connexes dont nous verrons que les matrices vérifient les condition de
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L’indice dans le nom du graphe représente le nombre de sommets.

A, (n>1): e—e .- —o
Bn(n22):.=:._. ...... o———o
Ch(n>2): =—2—e - oo

(5~36) D, (n > 3) : Q—I—Q ...... — o
En(n=6,7,8):.—o—I—< ...... -~ o

Fi:o—e—<—2o—o
Gy : ==

Exercice 5.37. Ecrire les matrices de Cartan correspondant a chacun de ces dia-
gramimes.

Remarque 5.38. Les diagrammes Bs et Cy sont identiques, de méme que Aj et
D3. En dehors de cette coincidence les systéemes de racines correspondants a ces
diagrammes sont deux a deux non isomorphes d’aprées le théoréme suivant.

Théoréme 5.39. (i) Une matrice vérifie les conditions de st et seule-
ment si chaque composante conneze de son graphe de Dynkin est l'un des
graphes ci-dessus.

(ii) Chacun des diagrammes ci-dessus est le diagramme d’un systéme de ra-
cines. Ces systémes sont deux & deux non isomorphes a l’exception de

BQ :CQ et Ag :D3
Démonstration. Remarquons que les conditions [5.33] ne dépendent pas de l'orienta-

tion des arétes du graphe de Dynkin. Pour prouver (i) nous montrons que certains
diagrammes sont impossibles et nous utilisons les lemmes et

Lemme 5.40. Pour les diagrammes suivants la forme Q de est dégénérée
quelle que soit lorientation des fléches :

4 /'\

C: ) .

2 n—1
D;._I_.l 3 e ._I_."
F:eo * °
G

Démonstration. Pour chacun de ces diagrammes nous donnons un vecteur dans le
noyau de Q : A : (1,1,...,1), B : (%%\/5\/51) C:(1,v2,...,v/2,1),
D:(1,1,2,2...,2,1,1), F : (1,2,3,2v2,v/2), G : (v/3,2,1), ol1 ces vecteurs sont
représentés dans la base numérotée comme indiqué sur le diagramme. [
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Démontrons maintenant le (i) du théoréme. Pour le cas d’un diagramme ayant
trois branches, de longueurs p, ¢ et r avec un sommet commun et toutes les arétes
simples (voir figure), nous donnons une formule pour la forme Q.

o1
r—1
1 2 p—1 g—1 1
o ——O - O—@—@ - - - @
Si on note respectivement 1,...Tp—1, Y1,.-.,Yg—1, #1,---,%r—1 les coordonnées

d’un vecteur x sur les éléments de base correspondant a chaque branche et u la
coordonnée sur le vecteur de base correspondant au sommet commun aux trois
branches, le lecteur vérifiera que

Qx) = Cplar, - xp—1,u) + Colyr, -+ Yg—1, 1)

w1l 1 1
+Cr(z1, oy 2p1,u) + 5 (= + = +o -1
( ) 2 (p q )
ot C”(al’ T a") = Zﬁj_l 72(13_1) (ai+1 — %ai)? Ceci montre que @ est définie

positive si et seulement si % + % + % > 1, ce qui montre qu’une des branches doit
étre de longueur 2 et que si la deuxieme est de longueur 3 la derniere ne peut étre
que de longueur 3, 4, ou 5. Si on a deux branches de longueur 2 la troisieme peut
étre de longueur arbitraire.

D’autre part, remarquons que le diagramme de Dynkin de C’ dans le lemme
[5-34) s’obtient & partir de celui de C' en diminuant le nombre d’arétes entre deux
sommets donnés. Donc par les lemmes [5.34] et [5.35] pour tous le graphes contenant
les graphes du lemme précédent comme sous-graphes, éventuellement apres avoir
diminué le nombre d’arétes entre deux sommets, la forme @ est dégénérée. Il ne
reste alors comme possibles que les diagrammes de 1’énoncé.

La preuve de (ii) consiste & construire explicitement un systéme de racines pour
chacun des diagrammes. Nous donnons ci-dessous les cas A,,, By, Cy, D,, F4 et
Gs. Pour les types Fg, E7 et Eg nous renvoyons a Bourbaki, [Bbkl, Chapitre VI, §4]
Pour vérifier que ce sont bien des systémes de racines on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.41. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n; on note <,>
le produit scalaire. Soit L un sous-groupe discret de V', soit A un ensemble fini de
réels strictement positifs ne contenant pas a la fois deux nombres de la forme X et
4\ et soit R l’ensemble des o € L tels que < a,a >€ A. Si R engendre V et si
22 =, gi est entier pour tout « et tout B dans R alors R est un systeme de racines
dcms V.

Preuve du lemme. L’ensemble R est fini car A est fini et L discret. L’axiome (i) des
systemes de racines est donc vérifié. L’hypothese faite sur A assure aussi ’axiome
(iv) des systemes de racines : en effet 2<<a” f>> et 2<§’[§3>> sont des entiers, donc si
B =raavecr € R, |r| > 1 alors 2|r| et 2/|r| sont des entiers différents de 2 donc
r =42, ce qui contredlt I’hypotese sur A.

Si on pose a¥ =2 —a o> laxiome (iii) est bien vérifié. On a so(8) = 22045 <a.f>

<a,a>
donc s(8) € L puisque 223‘ f; est entier. Comme de plus s, (3) et S ont méme

carré scalaire, on a bien s,(8) € R, d’ou 'axiome (ii) des systeémes de racines. O

Q,
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Nous laissons le lecteur trouver pour les exemples (i), (ii), (iv), (v) et (vi) ci-
dessous un sous-groupe discret L et un ensemble A comme dans le lemme et vérifier
les hypothese du lemme. Le type C,, s’obtient en considérant le systéme des cora-
cines d'un syteme de type B,,.

Montrons que ces systémes de racines sont deux a deux non isomorphes, sauf
pour les exceptions du théoréeme. Deux systemes de rang différents ne peuvent pas
étre isomorphes. Si les matrices de Cartan sont différentes, les systémes ne sont
pas non plus isomorphes, en particulier si 'un des systemes n’a qu’une longueur de
racines et I’autre deux longueurs de racines. Ces arguments suffisent a prouver le

résultat. 0
Ezemples 5.42. (i) Considérons l'algebre de Lie sl,(C). On a vu dans

que l'algebre des matrices diagonales est une sous-algebre de Cartan H
et que le systéme de racines est I'ensemble des vecteurs e; — e; dans un
espace vectoriel de dimension n de base e; ou e; est la forme linéaire sur
H : diag(a;) — a;. Les racines sont dans un hyperplan de cet espace. Une
base II est formée des racines o; = e; —e;41 pour ¢ = 1,...,n — 1. Le
diagramme de Dynkin est de type A,_1. Ona @ = {a; + 41+ +a; |
1<i<j<n-—1}

(ii) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(e;) I'ensemble constitués des vecteurs +e; & e; et des vecteurs fe;. On
obtient un systeme de racines de type B,. Une base est constituée des
vecteurs e; 11 — e; et eq.

(iii) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(e;) Pensemble constitués des vecteurs +e; + e; et des vecteurs £2¢;. On
obtient un systeme de racines de type C,. Une base est constituée des
vecteurs e;+1 — e; et 2e;.

(iv) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(e;) I'ensemble constitués des vecteurs +e; £ e;. On obtient un systéme de
racines de type D,. Une base est constituée des vecteurs (e; — e2,e1 +
€2,63 —€1,64 —€3,...,Ep — enfl).

(v) Le systéme de type Fy s’obtient en considérant dans un espace euclidien de
base orthonormée (e, e2, €3, e4) les vecteurs te; +e;, te; et %(iel +eqt
es teq). Une base est donnée par (es —es, e3 — ey, €4, %(el —ea—e3—eyq)).

(vi) Considérons dans le plan euclidien muni d’une base orthonormée (ey, e3)
les vecteurs o = e et ap = %(—361 +/3e3). Ces deux vecteurs forment
la base d’un systeme de racines de type Gs. Les racines positives sont
{1, a9, a1 + a9, a9 + 21, a2 + 3, 22 + 3 }.

Exercices 5.43. (i) Montrer que dans un systéme de racines de type A,, D,
ou F,, toutes les racines ont méme longueur. Montrer que dans un systeme
de racines de type B,,, Cy,, Fy ou G5 il y a deux longueurs possibles pour
les racines. Montrer que dans un systeme de racines de type B,, les racines
longues forment un systéme de racines de type D,, (en considérant que
Dy = Ay x Ay). Etudier de facon analogue les racines longues dans les
systemes de racines de type C),, Fy et Go. Répondre a la méme question
pour les racines courtes.

(ii) Quel est le type du systéme des coracines pour chacun des systémes irréductibles ?
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6. CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES COMPLEXES,
AUTOMORPHISMES

6.1. Représentations de sly. La proposition montre qu'une algebre de Lie
L semi-simple contient des sous-algebres isomorphes a slp, ce qui fait de L un
sla-module. La théorie des représentations de sly va nous permettre d’étudier la
structure des algebres de Lie semi-simples. On suppose dans cette section le corps
de base k de caractéristique 0 et il sera supposé algébriquement clos a partir de|6.7]
On considére anneau de polynémes k[X, Y] et on note dx et Oy les dérivations par
rapport & X et & Y respectivement. On note As la sous-algebre de End(k[X,Y])
engendrée par X,Y,dx,dy ou X (resp. Y) dans End(k[X,Y]) désigne la multipli-
cation par X (resp. par Y).

Remarque 6.1. L’algebre A, s’appelle 'algébre de Weyl de rang 2. On peut
évidemment faire la méme construction avec n variables et obtenir I'algebre de
Weyl A,, de rang n.

Exercice 6.2. (i) Montrer que 'ensemble des opérateurs différentiels de degré
1 en les Ox; est un k[Xq,..., X,]-module libre de base (9x1,...,0xp,)-

(ii) Montrer que si on appelle dérivation de k[X,..., X,] une application
linaire D : k[X1,...,X,] = k[X1,...,X,] telle que D(PQ) = D(P)Q +
PD(Q), alors le module libre de la question précédente est exactement
I’ensemble de toutes les dérivations de k[Xq, ..., X,].

(iii) Plus généralement on appelle dérivation d’un espace vectoriel A muni
d’une application bilinéaire ¢ : A x A — A (par exemple une algebre
associative ou une algebre de Lie) une application linéaire D : A — A qui
vérifie D(p(z,y)) = o(z, D(y)) + ¢(y, D(x)). Montrer que si L est une
algebre de Lie, pour tout = € L, ad(x) est une dérivation de L. Montrer
que de méme si A est une algebre associative alors pour tout « € A, ad(z)
est une dérivation de A

Lemme 6.3. Les relations suivantes sont vérifiées dans As :

(i) [0x,0v] =[X,Y] = [0x,Y] = [0y, X] =0.

(i) [Ox, X] = [0y, Y] =1
Proposition 6.4. L’application sla(k) — As qui envoie E, F, H respectivement
sur Yox, X0y et YOy — X0x définit une représentation de l’algébre de Lie sls.

Démonstration. 11 faut vérifier les trois relations
[YOx,X0y] =Y0y — X0x,
YOy — X0x,Y0x] =2Y0x,
Y8y — XOx, X0y] = —2Xdy.
Utilisons On obtient
[YOx,X0y] = [YOx, X0y + X[YOx,0y] =
Y[ox, X0y + [Y, X]|0x0y + [X,Y]0x 0y + X[Y, 0y]0x.

Par le lemme [6.3] cette derniere expression vaut Yy — X0x, d’ou la premiere
relation. Les autres se vérifient de fagon analogue. [



28 FRANCOIS DIGNE

Notons k[X,Y],, la composante de k[X,Y] formée des polynémes homogenes de
degré total n. Les actions de FE, F et H conservent le degré total, donc chaque
k[X,Y], est un sous-slz(k)-module de k[X,Y].

Proposition 6.5. Le sly(k)-module k[ X,Y],, est simple. Quand n varie ces modules
sont deux a deux non isomorphes.

Rappelons qu'un module simple est un module non nul qui n’a pas de sous-
module autre que lui-méme et {0}.

Démonstration. Le mondéme XY™ ™% est un vecteur propre de H pour la valeur
propre n — 2i car (Ydy — XO0x)(X'Y" ") = (n—i) XY™ " —iX'Y" ¢, Comme les
X?¥y"=% forment une base de k[X,Y], on a ainsi toutes les valeurs propres de H,
qui sont donc toutes dans k. Si V' est un sous-module non nul de k[X,Y],. 1l est
stable par H et comme toutes les valeurs propres de H sont dans k, le sous-espace V'
doit contenir au moins un vecteur propre de H, donc un des monémes X*Y"~¢ Or
par 'action itérée de F, ce monéme donne a des constantes pres tous les mondémes
XJY"=J avec j < i et par I'action de F il donne tous les monémes X7Y "~/ avec
j>1i.0OnadoncV=k[X,Y],.

Ces modules étant de dimensions toutes différentes, ils sont deux a deux non
isomorphes. ([l

Notation 6.6. Par abus de notation nous désignerons dans la suite les poids de la
sous-algebre de Cartan kH de sly par leur valeur sur H.

Avec cette notation, les poids de sly dans k[X,Y], sont les entiers —n,—n +
2,—n+4,...,n—2.n.
Dans la suite de cette section le corps est de plus supposé algébriquement clos.

Théoréme 6.7. Tout slo-module simple de dimension finie est isomorphe a un des
modules k[X, Y], (pour un unique n).

Démonstration. Soit V un sly-module simple de dimension finie. Par on a
V = @,V) ou A parcourt les poids de l'algebre commutative kH. Par chaque
V) contient un vecteur propre pour H. Si v est un vecteur propre de H pour
A, alors H(Ew) = EHv + [H,Elv = AEw+ 2E.v = (A + 2)Ev, et de méme
H(Fv) = (A—2)Fv. Donc si E'Vy # 0 (resp. F'Vy # 0), A+ 2i (resp. A —2i) est un
poids. Comme la dimension est finie, il n’y a qu’un nombre fini de poids. Fixons un
poids A tel que V4o = 0 et soit v € V) un vecteur propre de H. On pose v; = Fiuv;
c’est un vecteur propre de H pour la valeur propre A — 2i. Les v; non nuls sont
indépendants puisque ce sont des vecteurs propres de H pour des valeurs propres
distinctes. Le sous-espace engendré par les v; est stable par par F' et H. Il est aussi
stable par F car

Lemme 6.8. Ev; =i(A—i+1)v;_1.

Preuve du lemme. Ev; = EFv;_y = FEv;_1 + [E,Flv;.1 = FEv;_1 + Hvu;—1 =
(—DA=i4+2)v;1+(A=2(—1))vi—1 = i(A—i+1)v;_1, Vavant-derniere égalité
par récurrence. O

Soit m le plus grand entier tel que v,, # 0; le sous-espace de base (vg, V1, ..., Un)
est donc un sous sls-module non nul de V' donc est égal a V' car V' est un module
simple. De plus le lemme appliqué avec i = m + 1 donne 0 = (m + 1)(A — m),
ce qui prouve que A = m est entier positif. On a donc V = @=™ V,,_q;, chaque

1=—m
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Vin—_o2; est de dimension 1, et I’action de E, H et F sur les v; montre que ce module
est isomorphe & k[X,Y],,, I'isomorphisme envoyant v; sur m(m — 1)...(m — i +
1) Xiym=i, O

Corollaire 6.9. (i) Les poids d’un sly-module simple de dimension finie ont
tous méme parité et le sous-espace de poids 0 ou 1, suivant la parité, d’un
tel module est toujours de dimension 1.

(ii) Soit V' un sly-module de dimension finie non nul; notons Vy1 la somme
directe du sous-espace de poids 0 et du sous-espace de poids 1 de V ; alors

Vo,1 est non nul et V est simple si et seulement si Vy 1 est de dimension
1.

Démonstration. La propriété (i) se déduit de la description des sly modules simples
de dimension finie. Comme tout module de dimension finie contient un module
simple on obtient la premiere assertion de (ii). D’autre part, si V' est un sly-module,
on peut le décomposer en somme directe d’espaces de poids pour H. Si V'’ est un
sous-module il est aussi la somme directe d’espaces de poids. On a donc V' = @,V
et V' = @,\V{ ol VJ est un sous-espace vectoriel de V. Donc V/V' = @&,V)\/V{
et V/V) est de poids A pour H. Si l'espace de poids 0 ou 1 est de dimension 1 il
est nécessairement dans V’/, donc il n’y en a pas dans le quotient, qui est donc nul
d’apres la premiere assertion. [

6.2. Relations de Serre, théorémes d’existence, d’unicité et d’isomor-
phisme. Il s’agit de trouver un systeme de générateurs et de relations pour toute
algebre de Lie semi-simple complexe, le but étant de montrer qu’il existe telle
algebre de Lie, unique & isomorphisme pres, pour chaque systéme de racines. Soit
L une algebre de Lie semi-simple complexe, H une sous-algebre de Cartan, ¢ le
systeme de racines et II une base de ®. On sait que pour toute racine o on peut
trouver un triplet d’éléments non nuls (€4, fo, ha) € Lo X L_o x H tels que

b [eoufa] = ha,

o [ha,ea] =2e4

i [havfa} =—2fa
La sous-algebre de base (eq, fo, ha) est isomorphe a sls ; nous la noterons sl,. On
dira que (eq, fa,ha) est un sly-triplet.

Proposition 6.10. Si«, 5 et o+ 5 sont des racines, on a [Ly, Lg] = Lo+s.

Démonstration. Rappelons que l'on sait que [Ly, Lg] C Lq+s. Considérons le sous-
espace V = @nezLgina. Comme B # £, chaque terme de la somme directe est de
dimension 0 ou 1. L’espace V' est stable par les actions adjointes de e, f, et hq.
C’est donc un sl,-module. Le poids de hq sur Lgine est B(hq) + 2n. Les espaces
de poids pour h, dans V sont donc tous de dimension 1, ce qui montre que V est
simple par Donc V' est isomorphe & C[X, Y31, )42m pour un certain m. En
particulier comme a + 3 est une racine, laction de sl, sur V ~ C[X, Y]ﬁ(ha)+2m
montre que [eq, Lg] = Lots-

Corollaire 6.11. L’algébre de Lie L est engendrée par les e, et les fo, pour o € 11.

Démonstration. On sait que les h,, forment une base de H et par définition [eq, fo] =
he. D’autre part pour toute racine non simple positive 3 il existe une racine simple



30 FRANCOIS DIGNE

a telle que 8 — « soit une racine. Par récurrence sur ’ordre, en utilisant la proposi-
tion précédente on voit que les e, pour a € II engendrent la sous-algebre ©gcq+ L.
De méme les f, pour « € II engendrent la sous-algebre @geq- L. O

Proposition 6.12 (Relations de Serre). Soient « et 8 deuz racines simples dis-
tinctes. On a

(i) ad(eq) #te)+1(L) = 0.
(i) ad(fa)=#0)*1(L_g) = 0.

Démonstration. Le sous-espace ad(eq) )41 (Lg) est de poids B — B(ha)a + a
pour H. Or 8 — B(ha)a+ a = 54(8 — ). Comme « et 8 sont des racines simples,
B — « n’est pas une racine, donc s, (8 — @) n’est pas non plus une racine. Donc il
n’y a pas de sous-espace correspondant au poids S — B(hq)a + o dans L, d’ou (i).
La relation (ii) se démontre de la méme maniere. O

Théoréme 6.13 (Théoréme d’unicité et d’existence). (i) Une algébre de Lie
semi-simple complexe de systéeme de racines ® de base 11, de matrice de
Cartan (Cq.g) est engendrée par les {eq | @« € U} U{fo | @ € I} U {hy |
a € II} avec comme seules relations

o [ha,hgl =

® [eq, fg] = habap

® [ha,ep] = Capep

o [ha, fa] = —Capfs

o ad(ey) @t (eg) = 0.
e ad(fa)” M+1(fza) =0.

(ii) Pour toute matrice C vérifiant les conditions (i) a (iii) de[5.33 il existe une
algébre de Lie semi-simple complexe ayant C comme matrice de Cartan.

Une conséquence de ce théoreme est que les algebres de Lie simples complexes
sont en bijection avec les diagrammes de Dynkin de la liste[5.36] Nous ne démontrons
pas ce théoreme. Le lecteur peut se reporter a [S2, Chapitre 6], [H, §18] ou [Cal
Chapitre 7]. On a déja vu que I'algeébre de Lie simple de type A, est sl,. On peut
montrer que les algebres de Lie simples de type respectifs B,,, C, et D, sont les
algebres de Lie des groupes de Lie SOs,11, Span et SOay, (voir section 1).

Corollaire 6.14. Soient L et L' deuz algébres de Lie semi-simples complexes.
Fizons des sous-algébres de Cartan respectives H et H' et notons ® et @' les
systemes de racines correspondants. Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ de
@ sur @ ; notons encore @ lisomorphisme induit de H sur H'. Soit II une base
de @ et I = p(Il). Choisissons des éléments non nuls e, € Ly pour tout o € 11
et des éléments non nuls e, € Lo pour tout o € II'. Alors il existe un unique
isomorphisme f: L ~ L' tel que f(eq) = ey(q) pour tout o € 11 et f coincide avec
@ sur H.

Les algebres étant semi-simples, les sous-algebres de Cartan sont engendrées
par les coracines donc un isomorphisme de systeémes de racines induit bien un
isomorphisme sur les sous-algebres de Cartan.
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Démonstration. Les h, étant donnés, il existe pour tout o € II un unique f, € L_,,
tel que [eq, fo] = ha, et de méme dans L’. Alors les e, et les f, engendrent L par
d’on I'unicité.

Les systémes de racines étant isomorphes, les matrices de Cartan sont égales,
donc les relations de sont les mémes dans les deux algebres. Comme ces re-
lations constituent une présentation de L et de L’ il existe un morphisme comme
annonceé et ¢’est un isomorphisme car le méme raisonnement en échangeant les roles
de L et L’ fournit un morphisme inverse. ([

Application : L et H étant données, pour tout automorphisme 7 du diagramme
de Dynkin et choix des e, pour a simple, il existe un automorphisme de I’algebre
de Lie qui envoie e, sur eq(,). On voit sur la liste des diagrammes de Dynkin
irréductibles que seuls les diagrammes de type A,, D, et Fg ont des automor-
phismes non triviaux, qui sont d’ordre 2 sauf dans le cas D, ou le diagramme a des
automorphismes d’ordre 3.

Autre application : Partons de 'automorphisme de ® qui envoie o sur —« pour
toute racine. Cet automorphisme agit par —1 sur H. L’image de II est —II. Choi-
sissons — f, comme e_,. Donc il existe un automorphisme qui envoie e, sur —f,
pour tout « simple. Cet automorphisme est une involution car il doit envoyer f,
sur —e,. Dans le cas de sl,, cet automorphisme est A — —!A. (vérifier que ceci est
bien un automorphisme d’algebres de Lie).

7. REPRESENTATIONS DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

7.1. Modules de plus haut poids, modules de Verma. Nous allons étudier
plus en détail les représentations de dimension finie des algébres de Lie semi-simples
complexes. On fixe une sous-algebre de Cartan H d’une algebre de Lie semi-simple L
et on choisit un ordre sur le systeme de racines ®. On note II la base correspondante
de ®@. On choisit aussi un sly-triplet (e, fa, ha) pour chaque racine a. On sait déja
par [£.11] que si V est un L-module de dimension finie on a V' = @, V) ou A parcourt
les poids de H dans V. Soit A un poids de H dans V. On dit que v € V — {0} est
un vecteur primitif de poids A si h.v = A(h)v pour tout h € H et si Ly(v) =0
pour tout o € @ ou, ce qui revient au méme, pour tout o € II. Comme ’ensemble
des poids de H dans V est fini il existe dans V' des poids maximaux. Comme
L, (V) C Vit pour toute racine a, si A est un poids maximal on a L, (V) = {0}
pour tout o € ®*. Donc, par il existe des vecteurs primitifs dans tout L-
module de dimension finie (par contre il existe des modules de dimension infinie
qui n’ont pas d’élément primitif).
Proposition 7.1. Siv est un vecteur primitif de poids A dans un L-module V' (pas
nécessairement de dimension finie) alors

(i) Le L-sous-module E engendré par v est un module indécomposable.

(ii) Le L-module E est engendré linéairement par les fi't o fi'2 o+ -0 fI'm(v),

ot T ={a1,...,q,} et m; € N pour tout i.
(i) On a E = ®,E, ot la somme porte sur les poids de H dans E.

(iv) Les poids de H dans E sont tous de la forme X =" .
cients n, sont entiers positifs ou nuls et dim(Ey) = 1.

(v) Pour tout poids i de H on a E,, = {x € E | h.x = p(h)x pour tout h € H}
et la dimension de F, est finie.

naeo ot les coeffi-
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Un module est dit indécomposable s’il n’est pas la somme directe de deux sous-
modules non nuls.

Démonstration. Décomposons l'algébre L =L~ @ H® LT ou L (resp. L™) est la
somme des L, pour « positif (resp. négatif). Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt, algebre enveloppante U(L) de L est linéairement engendrée par les éléments
ot faz - foirhe ou h parcourt P'algebre enveloppante de H et e P'algebre enve-
loppante de L™. Comme L*v = 0 et Hv = kv, on en déduit que le module E
est linéairement engendré par les fi't fi2 ... fl'*v, ce qui est I'assertion (ii). On
en déduit aussi (iii) et (iv) car f'* o fI'? o---o fi'"(v) est un vecteur de poids
A — >, mioy et chaque «; est une somme de racines simples; de plus A — Y. m;a;
n’est égal a A que si tous les m; sont nuls donc Ey ne contient que les vecteurs
colinéaires a v. On a (v) car fJ'* o fi2 o--- o fl'"(v) est un vecteur propre pour
tous les éléments de H. La dimension de E, est finie car E,, est engendré par les

Mo fi2o. ..o fitr(v) tels que g = A — >_i_] m;q; qui sont en nombre fini.
Il reste & prouver (i). Si F est la somme directe de deux sous-modules E; et Es

alors E) = (E1)x @ (E3)x, et comme dim Ey = 1 on a par exemple E) C E;. Or
FE) engendre E par définition. Donc F = Fj. O

Définition 7.2. Un module (indécomposable) engendré par un vecteur primitif de
poids A est appelé module de plus haut poids .

Pour tout poids A de H, on peut construire un L-module de plus haut poids A
de la facon suivante : on considere le quotient de l’algebre enveloppante U (L) par
l'idéal & gauche engendré par LT et les éléments h — A(h) pour h € H. C’est un
L-module. Soit vy I'image de 1 € U(L) dans ce quotient. C’est par construction un
vecteur primitif de poids .

Définition 7.3. Le module construit ci-dessus s’appelle le module de Verma de
poids \. Nous le noterons M()\).

Par construction tout L-module de plus haut poids A est un quotient de M ().

Remarques 7.4. (i) Le module M (\) n’est pas de dimension finie. Plus préci-
sément, on a M(X) = U(L™).uy et par le théoreme de Poncaré-Birkhoff-
Witt M()) a donc une base formée des f7'! fi'2 - fi'"(vy) comme dans
ii). Remarquons aussi que, si on note B la sous-algebre de Lie H @ LT,
on peut voir M(A) comme le produit tensoriel U(L) @y () Cx, out Cy est

le B-module de dimension 1 ot Lt agit par 0 et H agit par \.

(ii) La preuve du théoréme|6.7montre que si un sl (C)-module V' de plus haut
poids A est de dimension finie, alors A est un entier positif.

Nous pouvons maintenant décrire tous les L-module simples ayant un élément
primitif. C’est ’objet du théoréme suivant.

Théoréme 7.5. (i) Si un L-module simple V' contient un élément primitif,
cet élément est unique, a un scalaire prés. Le poids de cet élément sera
appelé plus haut poids de V.

(ii) Deux L-modules simples possédant des éléments primitifs sont isomorphes
si et seulement si ils ont le méme plus haut poids.

(iii) Pour tout A € H* il existe un (unique d isomorphisme prés) L-module
simple de plus haut poids .
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Les assertions (i) et (ii) de ce théoréme s’appliquent en particulier aux modules
simples de dimension finie puisqu’ils possedent toujours des éléments primitifs.

Démonstration. Soit v un vecteur primitif de poids \. Le sous-module engendré par
v doit étre égal a V tout entier, puisque V est simple. La proposition montre
que si v est un élément primitif de poids A" alors A’ — X et A — X sont tous deux
sommes de racines positives ce qui n’est possible que si A = X\. On sait aussi par
que V) est de dimension 1, d’ou lassertion (i).

Montrons (ii). Soient V; et Vo deux L-modules simples, et v; et vy des éléments
primtifs respectifs de Vi et V5 de méme poids A. Posons V' = V; & V5. C’est un
L-module dont le vecteur v = vy 4+ vy est primitif de poids . Soit E le sous-module
engendré par v. Considérons p; et ps, les restrictions & E des deux projections de
V dans Vi et V5. Les images de p; et ps sont des sous-modules et ne sont pas
nulles car p;(v) = v; ; donc la simplicité de V; et V5 impliquent que ces projections
sont surjectives. D’autre part le noyau E N V5 de p; est un sous-module de V5
qui ne contient pas vy puisque les vecteurs primitifs de poids A de F sont tous
proportionnels a v, + vo. Ce noyau est donc nul et de méme pour le noyau de ps.
Donc p; et ps sont des isomorphismes, d’ou le résultat.

Soit M(A)~ la somme des sous-modules stricts du module de Verma M ()). Les
poids d’un sous-module strict de M () sont tous différents de A puisque les vecteurs
de poids A sont tous colinéaires et engendrent M (A) comme L-module. On a donc
M(X)~ C @uzaxM (M), # M(X). Par construction le quotient M(X)/M(X\)~ est
simple de plus haut poids A d’otu (iii). O

Remarquons que la preuve de (iii) montre que M (\) posséde un unique sous-
module maximal, donc aussi un unique quotient simple.

Notation 7.6. Le L-module simple de poids A sera noté S(\).

Nous aurons besoin aussi du résultat suivant sur les sls-modules de dimension
finie :

Proposition 7.7. Si V est un sly-module de dimension finie et si v € V est un
vecteur propre de poids m € Z alors F™v # 0 (resp. E=™v £ 0) sim > 0 (resp.
m <0).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la dimension de V. Remarquons que
la description des sls-modules simples donnée dans et montre que le résultat
est vrai pour un module simple. C’est le départ de la récurrence. Soit V; un sous-
module maximal de V. Le quotient V/V; est simple donc isomorphe & k[X,Y],
pour un certain n. Soit v est un vecteur comme dans 1’énoncé, si v € V7, on obtient
le résultat par récurrence. Sinon son image dans le quotient est non nulle, et on
obtient le résultat car F™v (resp. E~™v) a une image non nulle dans V/V; donc
est non nul. (]

Théoréme 7.8. Un module simple de plus haut poids X\ est de dimension finie si
et seulement si A(ho) € N pour toute racine simple o € 1.

Démonstration. Si V' est un module de dimension finie de plus haut poids A et v
un vecteur primitif de poids A, alors v engendre un sl,-module de plus haut poids
A(ho), de dimension finie pour toute racine o € ®*, donc, par on a bien
A(ha) € N pour toute racine o € ®F.
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Réciproquement, soit v un vecteur de plus haut poids A d’'un module simple V'
tel que A(hy) soit entier positif pour tout « € II. Soit v une racine simple ; posons

Vo = fé(h“)ﬂ.v. Le lemme qui est applicable a tout vecteur primitif d’un
slo-module, montre que e v, = 0. D’autre part pour g racine simple différente
de a, comme f, et eg commutent on a egv, = ’\(h”)ﬂe v = 0, puisque v est

5 «@ B Bla @ B , P q
primitif. Si v, est non nul, c’est donc aussi un vecteur primitif. Mais son poids
est A — A(hq)or ce qui est en contradiction avec 1'unicité de I’élément primitif de V
énoncée dans Donc v,, est nul et le sous espace vectoriel engendré par les fi v,
pour i =0,...,A(hy), est un sl,-module de dimension finie d’apres les formules de
638

Soit V7 la somme de tous les sous sl,-modules de dimension finie de V. D’apres
ce qui précede Vi n’est pas nul. Remarquons que si V'’ est un sous sl,-module
de V alors > ., 2.V’ est un sl,-module. De plus on obtient la méme somme
en faisant parcourir & z une base de L. Si V' est de dimension finie on a donc
Y wer 2.V C V1. Ceci montre que Vi est un L-module, donc V; = V' puisque V'
est un module simple. Donc V' est somme de sl,-modules de dimension finie, ce qui
signifie que tout élément de V est dans un sl,-modules de dimension finie. Nous
allons montrer que ’ensemble des poids de V est stable par s,. Soit x € V un
vecteur de poids p. On sait par [7.1(iv)|que p(he) est un entier m. Posons y = f'x
sim > 0, resp. y = e,z si m < 0. La proposition applicable puisque y est
dans un sl,-module de dimension finie montre que y # 0. Or le poids de y est
w—ma = p— pulhe)a = so (), d’ott 'assertion.

En utilisant la propriété précédente nous montrons que I’ensemble des poids de V'
est fini. Comme I’ensemble de ces poids est stable par toutes les réflexions simples,
il est stable par le groupe de Weyl donc par 1’élément wy qui envoie IT sur —II (voir
exercice lm Si p est un poids de V ona =X =3 .y naa, ol les n, sont des
entiers positifs par [7.1(iv)} On a wo(p) = wo(A) + 3_ ey Pa Ol les pq sont égaux
aux ng a l'ordre pres. Comme wg(A) est un poids on a wo(A) = A=)y aa avec
aq entiers positifs. On a donc wo(p) = A — > c(aa — pa)a, ce qui montre que
pour p, < a, pour tout a € II. Donc les n, sont bornés, donc en nombre fini.

Ceci prouve la réciproque cherchée puisque chaque espace V,, est de dimension

finie par O

Notons wy les éléments de la base duale de h,, ¢’est-a-dire définis par w,(hg) =
0q,3 pour toutes racines simples a et 3. Le théoreme précédent montre que les
L-modules simples de dimension finie sont en bijection avec les poids de la forme
> et MaWa, ol les my, sont des entiers positifs ou nuls. Un tel poids sera dit poids
dominant. Les w, sont appelés les poids fondamentaux.

Le module simple S(0) de poids 0 est 'espace vectoriel de dimension 1 sur le-
quel L agit par 0. Un module sur lequel L agit par 0 est appelé module trivial,
en particulier S(0) est le module simple trivial. Remarquons que comme L est
engendrée linéairement par des commutateurs (les e, fo et h, sont tous des com-
mutateurs), on a L = [L, L] et en particulier sur un module de dimension 1 I’action
de L est nécessairement nulle car tout commutateur est nul en dimension 1. Donc
tout L-module de dimension 1 est le module simple trivial.

Exercice 7.9. Montrer qu’en caractéristique 0 pour toute algebre de Lie L semi-
simple de dimension finie on a L = [L, L] par un raisonnement direct utilisant
seulement la forme de Killing (montrer que [L, L]+ est commutative).
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FEzercice 7.10. Soit L une algebre de Lie semi-simple complexe de dimension finie.
Soit H une sous-algebre de Cartan et W le groupe de Weyl.

a) Montrer que pour tout w € W il existe un automorphisme 6 de L tel que
6(h) = w(h) pour tout h € H.

b) On fixe w et # comme dans la question précédente. Soit A un poids domi-
nant et S(A) un L-module simple de poids A. On fait agir L sur le méme
espace vectoriel S(A\) par z x v = 6(z)v. Montrer qu’on définit ainsi un
L-module simple S’. Quels sont les poids de H dans S’ ?

¢) Montrer que les L-modules S’ et S()\) sont isomorphes (utiliser que I'en-
semble des poids d’'un module simple de dimension finie est invariant par
W). En déduire que pour tout w € W et tout poids p on a dim S(A), =
dim S()\)w(ﬂ) .

7.2. Elément de Casimir, compléte réductibilité. Le but de cette section est
de montrer que si L est une algebre de Lie semi-simple, tout L-module de dimen-
sion finie est somme directe de modules simples. Pour cela nous allons faire inter-
venir le centre de ’algebre enveloppante. Dans cette section on garde les notations
précédentes, en particulier L désigne une algebre de Lie semi-simple de dimension
finie et ® le systéme de racines d’une sous-algebre de Cartan H.

Proposition 7.11. Si z est dans le centre de U(L) alors z agit par un scalaire sur
le module de Verma M(\) pour tout poids A.

Démonstration. Si v est un vecteur de plus haut poids de M (A) on a hzv = zhv =
A(h)zv, donc zv est aussi un vecteur de poids A (ou est nul), donc est colinéaire
& v. On a donc zv = av avec a € C. Comme M(X) = U(L)v et que z commute &
U(L), on voit que z agit par a sur tout M(X). O

Nous allons définir un élément particulier du centre qui nous servira a décomposer
les L-modules en somme de modules simples.

Pour cela commengons par quelque rappels d’algebre linéaire (ici et dans et
le corps de base peut étre un corps commutatif k quelconque). Remarquons
tout d’abord que si V' et W sont deux L-modules alors leur produit tensoriel est
un L-module pour I'action définie par z : v ® w — x.v ® w + v ® x.w. De méme
Pespace vectoriel Homy (V, W) est un L-module pour action définie par (z.¢)(v) =
z.(¢(v)) — ¢(x.v) pour v € V. Ceci s’applique en particulier & V* = Hom(V, k), ou
k est le L-module ot L agit par 0 (les vérifications sont laissées au lecteur).

Proposition 7.12. SiV et W sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un
corps k commutatif quelconque et V* le dual de V', alors V* ®@; W= Homy,(V, W)
par Uapplication qui envoie f @ w sur l’endomorphisme v — f(v)w. Si de plus V
et W sont des L-modules alors lisomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de
L-modules.

Démonstration. Les deux espaces ont méme dimension égale a (dim V').(dim W).
11 suffit donc de montrer la surjectivité. Soit e; une base de V' et e le base duale.
L’homomorphisme qui envoie e; sur un vecteur w € W et les autres vecteurs de base
sur 0 est I'image par I’application de I’énoncé de e ® w. Par combinaison linéaire
de ce type d’homomorphismes on obtient tous les homomorphismes de V' dans W,
d’ou la premiere assertion. La deuxiéme est un calcul laissé au lecteur. ([
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On en déduit :

Corollaire 7.13. Si V est muni d’une forme bilinéaire non dégénérée <,> on a
V ®@p W= Homy (V, W) par Uapplication qui envoie v' @ w sur l’endomorphisme
vi=<v,v>w. SideplusV et W sont des L-modules, cet isomorphisme est un
isomorphisme de L-modules si et seulement et si la forme bilinéaire est L-invariante
(c’est-a-dire vérifie < z.v,v' >+ < v,z.0" >= 0 pour tout x € L et tous v,v' € V)

Démonstration. La premiere assertion est immédiate. Pour la deuxieme il suffit
de voir que dire la forme est invariante revient a dire que l'isomorphisme qu’elle
définit de V sur V* est un isomorphisme de L-modules. Soit v € V, son image
est la forme linéaire < v,. >. L’action de x € L envoie cette forme sur la forme

v/ = — < v,zv’ >. La forme bilinéaire <, > est invariante si et seulement si
— < v, zv" >=< xv,v" >, et < xv,. > est bien la forme linéaire correspondant & xv
par V ~ V*. (]

Sous les hypotheses du corollaire, appliqué avec W = V| il existe donc un élément
unique de V' ® V' qui correspond a l'identité de V. Cet élément s’écrit ), e ® e;
si (e;) et () sont deux bases duales de V' pour la forme <,>. En particulier
I'élément ). e; ® e; ne dépend pas des bases duales choisies. De plus, dans le
cas ou V est un L-module et ou la forme bilinéaire est invariante 1’isomorphisme
V @V ~ Homg(V,V) est un isomorphisme de L-modules. Comme 'identité est un
élément invariant de Homy (V, V), son image dans V ® V est invariante, c’est-a-dire
quonay . x.e;®e;+y . e;@x.e; =0 pour tout x € L. Appliquons ceci en prenant
V = L ol L est une algebre de Lie semi-simple complexe agissant sur elle-méme
par ’action adjointe.

Proposition 7.14. Soit L une algébre de Lie semi-simple ; Uélément c = ), xix; €
U(L), ou (z}) et (x;) sont deuz bases duales pour la forme de Killing de L est
indépendant du choix des bases. De plus c est central dans l’algebre enveloppante.

Démonstration. L’élément ¢ est I'image dans U(L) par le produit L ® L — U(L)
de I’élément ),z ® x; € L® L. Par le corollaire et les remarques qui suivent,
appliqués & L comme L-module par I'action adjointe, I’élément ) a} ® x; est
indépendant des bases duales choisies. De plus, comme la forme de Killing est
invariante, on a ) .[z,2}] ® x; + Y, z; ® [z, x;] = 0. Prenons les images des deux
membres dans U(L). On obtient ) (za} — xix)x; + Y, ) (zx; — x;2) = 0 ce qui
donne zc = czx pour tout x € L, donc c est bien central puisqu’il commute a tout
élément de L et que L engendre U(L). O

L’élément ¢ s’appelle I’élément de Casimr de L.

Proposition 7.15. Sur tout L-module de plus haut poids A\ [’élément de Casimir
agit par le scalaire < A\ A >+ <X, D0 cqr o >.

Démonstration. Soit V un L-module engendré par un vecteur primitif vy de poids
A. Considérons la base de L formée des e, pour a € & et d’une base (h;) de H et
des éléments f: € L_,, pour a € T, tels que < f!,e, >= 1 (qui existent d’apres
4.15(iii)]). D’apres [4.15(i)| 1a base duale est formée des éléments f7,, e, et d’une base
(h%) de H duale de (h;). D’apres on a [eq, f1] = hl,, ou hl, est ’élément de H
qui correspond & « par I'isomorphisme H ~ H*, c’est-a-dire qui vérifie < hl,,h >=
a(h) pour tout h € H. Dans la suite nous identifions H et H* & 1’aide de la forme de
Killing. L’élément de Casimir s’écrit ¢ = Y co+ foa+2; hihi+D  cot €afl- On
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a equy = 0 pour tout € T et e, flun = fleavr+hlvn = AR)vy =< A\, a > vy.
Donc c.uy = Y AR)A(hi)uat < A, D cqpr @ > va. Comme (hy) et (h;) sont deux
bases duales de H, on a A = Y. A(h;)h;, donc ), A(h;)A(h;) =< A\, A >. Donc ¢
agit sur vy par le scalaire annoncé. Comme c est central et que V' = U(L)vy, on
obtient la proposition. (I

La proposition précédente s’applique en particulier aux modules M () et S()).
Remarquons que si A est un poids dominant nonnul,ona < A, A > + <A\, > g @ >>
0, donc ¢ agit par un scalaire strictement positif sur un module de plus haut poids
A # 0. En particulier ¢ agit par un scalaire strictement positif sur tout L-module
simple de dimension finie non trivial. Nous arrivons au résultat le plus important
de cette section :

Théoréme 7.16. Tout L-module de dimension finie est somme directe de sous-
modules simples.

On dit aussi que tout L-module est completement réductible.

Démonstration. Par récurrence sur la dimension il suffit de montrer que pour
tout sous-module W d’un module V| il existe un sous-module supplémentaire. La
démonstration se fait en plusieurs étapes. Rappelons d’abord que tout L module
de dimension 1 est trivial (voir & la fin de la section précédente).

Etape 1 : Supposons W de codimension 1. Donc V/W est un L-module trivial.
Par récurrence sur la dimension de V' on se ramene a W simple de la facon suivante :
si W’ ; W est un sous-module maximal propre de W, alors W/W' est simple de
codimension 1 dans V/W’; supposons qu’il a un supplémentaire Wy /W’ ot Wy
est un sous-module de V' contenant W'; on a W N Wy = W’ et Wi /W' est de
dimension 1 ; par récurrence W’ a un supplémentaire W/ dans W;. On a W/NW =
wW'nwnw,=wW"nw ={0};donc V=wWeWw"

Supposons donc W simple. Alors I’élément de Casimir ¢ agit par un scalaire a
sur W. Si a # 0, le noyau de ¢ est un L-module de dimension 1, car ¢ agit par 0 sur
le quotient V/W donc son noyau dans V' est non nul. Ce noyau est supplémentaire
de W. Si a = 0 alors W est le module trivial (voir remarque au-dessus de [7.16)). Or
si W et V/W sont des modules triviaux, tout élément de L envoie V dans W, donc
la composition de deux éléments de L envoie V sur 0, en particulier tout élément
de [L, L] agit par 0. Comme L = [L, L], le module V est lui-méme trivial. Et tout
supplémentaire de W est un L sous-module.

E‘tapo 2 : W est de codimension quelconque. On se ramene a la situation de
Pétape 1 en considérant le sous-espace V de Homg(V, W) formé des homomor-
phismes de V' dans W dont la restriction a W est un scalaire, et le sous-espace U de
codimension 1 de V formé des homomorphismes de V' dans W nuls sur W. Si on fait
de Homge(V, W) un L-module comme précédemment, alors U et V deviennent des
L sous-modules de Home(V, W) (faites le calcul!). On peut appliquer le résultat
de I'étape 1 a U C V. Soit f € V tel que Cf soit un supplémentaire de U on peut
prendre f tel que sa restriction a W soit I'identité. Comme Cf est un L-module de
dimension 1 on a zf = 0 pour tout € L, c’est-a-dire 2 f(v) — f(av) = 0 pour tout
x € L et tout v € V. Autrement dit f est un morphisme de L-modules de V' dans
W. Comme sa restriction a W est I'identité, c¢’est un projecteur sur W et son noyau
est un supplémentaire de W qui est un L sous-module puisque f est un morphisme
de L-modules. (]
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Remarque 7.17. Le théoreme de complete réductibilité montre en particulier que
tout L-module indécomposable de dimension finie est simple.

8. BASE DE CHEVALLEY D’UNE ALGEBRE DE LIE. GROUPES DE CHEVALLEY

8.1. Bases de Chevalley. Dans cette section nous allons montrer qu’on peut faire
des choix de facon que les constantes de structure d’une algebre de Lie semi-simple
complexe soient entiéres, ce qui permet de construire des analogues sur tout corps.
Rappelons d’abord certains résultats sur les produits scalaires entre racines. Si «
et 8 sont deux racines non proportionnelles on appellera a-chaine passant par
[ une suite de longueur maximale contenant 8 de racines de la forme § + i« avec
1 € Z. Nous gardons les notations des sections précédentes.

Proposition 8.1. Si a et B sont deuz racines non proportionnelles alors

(i) B(ha) =p—gq, ot la a-chaine passant par 8 va de —pa+ B & qa+ 5 avec
p,q=0.
<a+pa+B> p+1

(ii) Si a+ B est une racine alors

<B,B> q
Démonstration. La premiere assertion a été vue dans La deuxieme peut se
vérifier cas par cas sur les systémes de racines de rang 2. [

Lemme 8.2. Avec les notations de la proposition précédente, on a [fu,[eq,ep]] =
g(p+1)eg, ot e, et fo sont comme dans les sections précédentes.

Démonstration. On peut considérer le sl,-module @iq_pLngm. C’est un module
engendré par par le vecteur primitif (ad ey)?(eg), c’est donc un sl,-module simple,
par le théoreme de complete réductibilité, de dimension p+ ¢+ 1, donc de plus haut
poids p + ¢. L’élément eg peut étre pris comme vecteur v, de et [fa,ep] est
alors vg41. Donc par on a [fu,ea,es]] = [eas [fa,es]] — [hares] = (¢ +1)(p +
qa—q)eg — (P —aq)es = q(p+ 1eg 0

Proposition 8.3. Il existe un choix de (eq)acao tel que
(1) [ease—a] = ha pour tout o € D.

(i) Sica, B et a+fB sont des racines et si on définit c, g par [eq, €g] = Ca,pea+8;
on a C_qo,—3 = —Ca,3-

(iii) Awvec les notations précédentes on a cop3 = £(p+1) ot p est comme dans
EMI0)

Démonstration. Par le corollaire [6.14] une fois choisis des e, et des e_, pour o €
I1, automorphisme du systéme de racines qui envoie chaque racine (et chaque
coracine) sur son opposée définit un automorphisme o de L qui échange L, et L_,,
pour tout a € ® et envoie e, sur —e_, pour tout a € II. Cet automorphisme agit
par —1 sur H, puisque H est engendré par les coracines. Comme [e,,e_o] € H,
on en déduit [e_y,0(e_y)] = —[o(en),0(e—a)] = —0([eas€—a]) = [€a,e—q], donc
o(e_q) = —eq. Ceci prouve que o est une involution. Comme o est une involution
on peut choisir e, pour toutes les racines @ € ® de fagon que e_, = —o(ey).
Pour chaque a € &, on modifie e, et e_, en les multipliant par la méme constante
pour avoir (i), ce qui est possible puisque le corps est algébriquement clos. Avec les
notations habituelles, avec ces choix, on a e_, = f, pour tout a € ®.
En appliquant ¢ & I’égalité qui définit ¢, g on obtient (ii).
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Montrons (iii). Par (i)
le-a; 675}7 lea, eﬁ]] = _Ci,ﬁ[e*afﬁﬂ ea+3] = Ci,ﬁhOHrﬂ'
D’autre part, en utilisant que la représentation adjointe est une représentation on
a
He*av e*ﬁ]a [60&’ 65]] = [e*aa [675, [ea’ eﬂm - [6757 [efou [ea’ eﬁm =
- [6_0“ [6—5’ [65’ eam + [6—57 [e_a, [ea7 6,8]]]-
D’apres le lemme [8.2} ceci est égal & —¢/(p/ +1)[e—a, eal +q(p+1)[e—p, e5] = q(p+

<a,a> <p,B>
Dhg—q¢' (p'+1)hg. Or hoyg = ’ o+ ! hg. C
)hs—q' (P +1) I'Natp <a+Bath> <a+ﬁ,a+5>ﬁ omime
<B,8>
hq et hg sont linéairement indépendant on en déduit Cg"ﬁ<a+§ ,z TES =q(p+
. <B,8> q "
1), ce qui donne ¢ 5, = (p + 1)? car d = ar [8.1(ii (]

On a donc montré l'existence d’une base de L vérifiant certaines propriétés
d’intégralité. Notons que si on avait pris pour o l'automorphisme qui envoie e,
sur e_,, (et agissant par —1 sur H), le méme calcul aurait donné ciﬁ =—(p+1)2
et les coefficients n’auraient pas été entiers.

Définition 8.4. Une base de Chevalley d’une algébre de Lie semi-simple complexe
est une base (eq,a € @)U (hq, o € II) vérifiant les propriétés (i) et (ii) de[8.3 (donc
aussi la propriété (iii)).

Résumons les propriétés d’intégralité d’une base de Chevalley :

Théoréeme 8.5. Les constantes de structures relatives a une base de Chevalley sont
entiéres, plus précisément,

(i) Pour tout B € ® on aleg,e_g] = ey Maha avec mq € Z.
(i) Pour tout o € II et tout B € ® on a [ha,ep] = a¥(B)es.

(ili) Pour toutes racines o et  telles que o+ B soit une racine on a [eq, eg] =
+(p+ 1)eqtp ot p est comme dans[8.1(i)

Démonstration. La premiere propriété vient du fait que hg est une coracine donc
s’exprime avec des coefficients entiers sur les coracines simples. La deuxiéme pro-
priété est vraie par définition. La troisieme propriété est |8.3(iii)| O

8.2. Réduction modulo p; groupes de Chevalley. Soit L une algebre de Lie
semi-simple complexe. Si on fixe une base de Chevalley, les relations sont toutes
a coefficients entiers, donc combinaisons linéaires entieres de la base forment un
Z-module stable par le crochet de Lie. On peut dire qu’on a une structure de Z-
algebre de Lie. Nous noterons cette algebre L(Z). On peut réduire modulo p ce
Z-module et on obtient une algebre de Lie sur le corps a p éléments. Par extension
des scalaires on peut donc construire une algebre de Lie L(k) sur tout corps k de
caractéristique p. Nous appellerons ces algebres de algebres de Chevalley. On peut
montrer qu'une algebre de Chevalley ne dépend que du type de L et du corps k,
donc pas du choix de la base.

Nous allons maintenant construire un groupe associé a une algebre de Lie et a
un corps quelconque.
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Proposition 8.6. Soit L une algeébre de Lie semi-simple complexe munie d’une
base de Chevalley et soit L(Z) définie comme ci-dessus. Pour toute racine o et tout

deqa)™ .
entier m > 0, Uopérateur (a# sur L stabilise L(Z).
m!

Démonstration. Calculons 'action de cet opérateur sur la base de Chevalley. On a
(adey)™ —BY(a)eq sim=1,
m! 0 sim>1

Si a et 8 sont deux racines non proportionnelles, on a

(adea)"kl 0 sia+p¢ 0,
o leases] = (ad eq)™1
. Casp m!

(adeqy)™
ml!

(eg) =

€q+s  sinom.

Par récurrence on obtient donc 0 si m > ¢ ou la a-chaine passant par 3 se termine

. 1 .
par B+ qa et sinon mcaﬁ_mca,gwa -+« Ca, B+ (m—1)a€B+ma, C€ qui, par 8.5(iii)} vaut

1 2)...
+ (p ! >(p i )l (p * m) €B+ma = :t(p + m) €8+ma-
m: m

Enfin
ha im=1
(adeqy)™ (ad ey )™t S? "
il (e—a) = R — (ha) =% —eq sim=2
0 sim > 3.

O

On en déduit que le groupe engendré par les exp(aade,) avec a € Z laisse
L(Z) invariant. Si on réduit modulo p on obtient un groupe d’automorphismes de
L(Z/pZ). On peut aussi considérer le groupe engendré par les exp(X ade,), ol
X est une indéterminée, ou ces opérateurs sont vus comme agissant sur ’algebre
de Lie L(Z[X]). Si on réduit modulo un idéal maximal contenant p on obtient un
groupe d’automorphismes de L(k) oll k est un corps fini de caractéristique p. Tous
ces groupes forment la famille des groupes de Chevalley de type adjoint (c’est-a-dire
que leur centre est trivial). Cette construction sur R ou C redonne les groupes de
Lie réels ou complexes adjoints.

9. QUELQUES EXEMPLES

Dans cette section nous donnons les algebres semi-simples complexes de type
B, C, et D,. Nous admettrons que les algebres construites sont semi-simples.
Une démonstration simple de ce résultat peut étre trouvée dans [H, 19.1]. Nous
indiquons aussi une méthode pour obtenir une algebre de Lie de type Gs.

9.1. L’algebre de Lie sp,,,. Prenons comme forme alternée sur un espace vectoriel
0 I
-1 0
identité de taille n. L’algebre de Lie sp,,, est la sous-algebre de gl,, formée des
matrices M telles que ‘M J = —JM. Une matrice de sp,,, s’écrit par blocs carrés
A B

C -'A

Les matrices diagonales forment une sous-algebre abélienne H. Ce sont les matrices

complexe de dimension 2n la forme de matrice J = < , ou I est la matrice

de taille n sous la forme , ou B et C sont des matrices symétriques.
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de la forme h = diag(ay,...,a,, —ai,...,—ay). L’action adjointe de h multiplie le
coefficient a;; d’une matrice de sp,,, par a; — a; si ¢ et j sont compris entre 1 et
n, par a;_, — a;_, si i et j sont entre n + 1 et 2n, par a; +a;_, si1l <17 < n et
n+l1<j<2netpar —a;,_p—a;sin+1<:<2netl<j<n Ceci montre
que N(H) = H, donc H est une sous-algebre de Cartan. On a montré en méme
temps que, si on note e;, pour ¢ = 1,...,n, la forme linéaire sur H qui envoie
h = diag(a1,...,an, —a1,...,—ay) sur a;, les racines sont te; + +e; avec i # j et
+2¢;. Il y a n? racines. Les vecteurs de poids 2e; (resp. —2e;) sont les matrices dont
tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d’indices (i,n +4) (resp. (n +1i,1)).
Les vecteurs de poids e; — e; sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls
sauf les coefficients d’indices (4,7) et (n+j,n+14) qui sont opposés. Les vecteurs de
poids e; + €; (resp. —e; — e;) sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls
sauf les coefficients d’indices (i, + j) et (j,n+14) (resp. (n+4,7) et (n+ 4,4)) qui
sont égaux.

Les racines vy = €1 — €3, 09 = €3 —€3,...,0p_1 = €,_1 — €y, 0y, = 2€, forment
une base du systeme de racines. Les racines positives sont e; —e; = o; +- -+ a1
avec 1 <1< j<n,e+e = o+ +aj + 20541 + ...+ 201 + a, pour
1<i<ji<net2e=20;+ - 4+20,_1+a,pouri=1,...,n.

Donnons h, pour chaque racine simple. Cet élément est déterminé comme le

seul élément de [Ly, L_,] tel que a(hy) = 2. Pour i = 1,...,n — 1, on a h,, =
diag(0,...,0,1,-1,0...,0,—1,1,0...,0), o les coefficients non nuls sont aux places
d’indices 4, i+ 1 et n+1i, n+i+ 1 et ot hy, = diag(0,...,0,1,0,...,—1) ou les

coefficients non nuls sont aux places d’indices n et 2n. On peut alors calculer la
matrice de Cartan : le systéme de racines est de type C,,. Son diagramme est
._.al a.2 ..... ._.z:%l on

Les poids fondamentaux, c’est & dire la base duale de la base (h,,) sont w; =
e1+---+e pouri=1,...,n (exercice : écrivez les poids fondamentaux en termes
de racines).

Considérons le module “naturel” de sp,,, c’est a dire '’espace vectoriel de dimen-
sion 2n sur lequel I'algebre de Lie agit en tant qu’algebre de matrices. Les poids
sont e1,...,en, —€1,—€2,...,—e, et e1 est le plus haut poids. Ce module est simple
car sp,,, agit transitivement sur les vecteurs (la premiére colonne d’une matrice de
5p,,, est arbitraire). On a donc un module simple de dimension finie, de plus haut
poids e; = w1.

9.2. L’algebre de Lie s05,. Considérons la forme quadratique sur un espace vec-
0 I
I 0
matrice identité de taille n, L’algebre de Lie s04,, est la sous-algebre de gl,,, formée
des matrices M telles que ‘M J = —J M. Une matrice de 504, s’écrit par blocs carrés

toriel complexe de dimension 2n donnée par la matrice J = ,ou I est la

C _? a) ou B et C sont des matrices antisymétriques.
Comme pour sp,,, les matrices diagonales h = diag(as, ..., an, —a1,...,—ay) forment
une sous-algebre de Cartan H. Le calcul des racines est analogue au cas sp,,,, sauf
que, les matrices B et C étant antisymétriques les coefficients d’indices (i,n + 1) et
(n+1i,1) des matrices de s02,, sont nuls. Les racines sont donc seulement +e;+e; avec
i # j. Une base du systéme de racines est (a1,...,a,) = (e1—€3,e0—€3,...,€p_1—
€n,en—1 + €. Les racines positives sont e; —e; = a; + -+ ;1 avec ¢ < j et

de taille n sous la forme <
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eite; =oa;+ - +aj1 —|—204j +2aj+1 4+ 20p—2F+ an_1 +a, avec i < j. Cest
un systeme de racines de type D,,. Les poids fondamentaux sont w; =e; +---+¢;
pouri=1,....n—2 w1 =1/2(e1 + - +en_1—€pn) et w, =1/2(e1 +---+¢€y).
Comme pour sp,,, le module naturel est le module simple fondamental de poids w; .

9.3. L’algebre de Lie so0g,41. Prenons comme forme quadratique sur un espace

0 0 I
vectoriel complexe de dimension 2n + 1 la forme de matrice J = [0 1 0|, ou
I 00
I est la matrice identité de taille n. L’algebre de Lie s09,,41 est la sous-algebre de
gly, 1 formée des matrices M telles que *MJ = —JM. Une matrice de 602,41
A v B
s’écrit par blocs sous la forme | —fw 0 —fv |, ou B et C sont des matrices
C w —tA

antisymétriques de taille n, ou A est une matrice carrée de taille n et v et w sont
des vecteurs colonnes de taille n. Les matrices diagonales forment une sous-algebre
abélienne H. Ce sont les matrices de la forme h = diag(ay,...,an,0,—a1,...,—ay,).
L’action adjointe de h multiplie le coefficient a;; d'une matrice de 02,41 par a; —a;
si ¢ et j sont compris entre 1 et n, par a;—,—1 — aj_,_1 si i et j sont entre n + 2
et 2n+1,para; +aj_n_ 1811 <i<netn+2<j5<2n+1etpar —a;_n_1—a;
sin+1<i<2n+1let1l<j<n.Ceci montre que N(H) = H, donc H est une
sous-algebre de Cartan. On a montré en méme temps que si on note e; la forme
linéaire sur H qui envoie h = diag(as,...,a,,0,—ay,...,—a,) sur a;, les racines
sont £e; +te; aveci # jet ke;. llya n? racines. Les vecteurs de poids e; — e;j sont
les matrices dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients d’indices (i, j) et
(n+1—j,n+1—1) qui sont opposés. Les vecteurs de poids e; +€; (resp. —e; — e;)
sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients d’indices
(i,n+1—j)et (j,n+1—1) (resp. (n+1—14,7) et (n+1—7,4)) qui sont égaux.
Les vecteurs de poids e; (resp. —e;) sont les matrices dont tous les coefficients sont
nuls sauf le coefficient d’indices (i,n + ¢) (resp. (n +14,17)).

Les racines a; = e; —eg, 00 = €3 —€3,...,Qp_1 = €n_1 — €,y = €, forment
une base. Les racines positives sont e; —e; = o; + -+ a;_1 avec 1 <i < j < n,
e;+ej = o+ -+ o + 205401 + ...+ 201 + 20, pour 1 < i < 5 < noet
e =q;+ - +a,_1+a,pourt=1,...,n.

Pour i =1,...,n—1, on a h,, = diag(0,...,0,1,—-1,0...,0,—1,1,0...,0), ou
les coefficients non nuls sont aux places d’indices i, i +1letn+i+1, n+i+ 2 et
on a h,, = diag(0,...,0,2,0,...,—2) ou les coefficients non nuls sont aux places
d’indices n et 2n + 1.

Le systeme de racines est de type B,. Son diagramme est

<31 <P On—1  Qn
o —@ -+ .- —e—»
Les poids fondamentaux sont w; = e; +---+¢e; pouri=1,....n—1 et w, =

e+ +en).
Le module “naturel” de so0s,, est un module simple de plus haut poids e;.

Ezercice 9.1. Faire le méme type de calculs pour 'algebre de Lie sl,, (voir 4.22)).

Pour une construction des autres modules simples fondamentaux et des modules
simples fondamentaux pour les autres types d’algebres de Lie simples, nous ren-
voyons & [Cal, Chapitre 13].
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9.4. L’algebre de Lie de type G5. Nous allons construire ’algebre de Lie simple
de type G5 a partir de l'algebre de Lie simple de type Dy L’algebre de Lie L de
type D4 a un automorphisme o d’ordre 3 qui fixe ag et permute les autres racines
par la permutation oy — a3 — a4 — «aq, ou le diagramme de Dy est étiqueté

a3

<2 2 o Z1

On obtient un tel isomorphisme en fixant des e,, pour ¢ =1,2,3,4 et en imposant
que o fixe ey, et permute les autres par eq, — eq, — €q, — €q,-

Considérons la sous-algebre L? des points fixes de o. Ecrivons e;, fi et h; res-
pectivement pour ey, fa, €t Ra,-

Proposition 9.2. Les éléments e; +e3+eq, €2, f1+ f3+ fa, fa, b1+ hs + ha, ho
engendrent L7 qui est une algébre de Lie de type Gs.

Démonstration. Les éléments de ’énoncé sont fixes par . Un calcul montre qu’ils
vérifient les relations de la présentation de type Gs. Ils engendrent donc
un quotient de l'algebre de Lie simple de type G2 qui n’est pas nul donc qui est
isomorphe a 'algebre de type Gs. Cette algebre est incluse dans L. Elle est de
dimension 14. Calculons d’autre part la dimension de L. On a L = H ® (®q Baco
L,), ou la deuxiéme somme porte sur les orbites 2 de o dans ®. Chaque somme
correspondant a une orbite est stable par o. La dimension de H? est 2. La dimension
de L7 vaut 1 si a est fixe. La dimension de Lo @ Lg(a) © Lo2(a) vaut 1 quand o
n’est pas fixe. On a donc dim L7 = 14, donc il y a égalité et L? est bien de type
Gs. O
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