
INTRODUCTION AUX GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE
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1. Introduction, exemples de groupes et d’algèbres de Lie

Un groupe de Lie (sur R resp. C) est un groupe qui est en même temps une
variété différentielle (réelle, resp. complexe) telle que la multiplication et le passage
à l’inverse soient des applications C∞. Un exemple élémentaire est le groupe additif
(C,+) ou (R,+). Un exemple fondamental de groupe de Lie complexe est le groupe
GLn(C) des matrices n × n inversibles complexes. Si n = 1 c’est simplement le

groupe multiplicatif de C. À un groupe de Lie on associe une “algèbre de Lie”
(voir définition plus bas) de la façon suivante : un groupe de Lie G est une variété
donc admet un espace tangent T1 en l’élément neutre. Cet espace tangent est muni
d’une structure supplémentaire venant de la structure de groupe : un groupe, en
particulier un groupe de Lie, opère sur lui-même par conjugaison : g opère par
h 7→ ghg−1. On en déduit en différentiant une action linéaire de G sur T1 c’est-
à-dire une application C∞ de G dans End(T1) qu’on peut différentier à son tour
pour obtenir une application linéaire T1 7→ End(T1), c’est-à-dire une application
bilinéaire T1 × T1 → T1 que nous noterons [X,Y ], appelée crochet de Lie.

Pour permettre de calculer [X,Y ] et d’en donner des propriétés on peut utiliser
les champs de vecteurs : un groupe de Lie G opère sur lui-même par multiplication
à gauche : un élément g ∈ G agit par mg : x 7→ gx. La différentielle de mg est
un isomorphisme de T1 sur l’espace tangent Tg en g. Donc à partir d’un vecteur
X ∈ T1 on peut définir un (unique) champ de vecteurs invariant par multiplication
à gauche par Xg = (dmg)X. Pour un tel champ on a existence et unicité d’une
courbe t 7→ γ(t) (où t ∈ R) telle que le vecteur tangent à la courbe en γ(t) soit
Xγ(t) et γ(0) = 1 (théorème d’existence et d’unicité des solutions d’une équation
différentielle ; la courbe est définie partout grâce à l’invariance du champ de vecteurs
par multiplication à gauche). Cette courbe vérifie γ(s + t) = γ(s)γ(t) (exercice).
C’est ce qu’on appelle un sous-groupe à un paramètre.

Prenons l’exemple du groupe de Lie GLn (sur R ou C). Son espace tangent en
l’identité s’identifie à l’espace Mn de toute les matrices carrées de taille n. Pour
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X ∈Mn on a une courbe t 7→ etX dans GLn et
detX

dt
|t=0 = X. Pour un sous-groupe

de Lie G de GLn, si X est dans l’espace tangent à G en l’identité, qui est donc un
sous-espace de Mn, comme la courbe γ de G solution de l’équation différentielle est
aussi une courbe de GLn, l’unicité de γ montre que γ(t) = etX et donc que l’espace
tangent en l’identité à G est g = {X ∈Mn | etX ∈ G,∀t ∈ R}.

Nous allons calculer [X,Y ] pour un sous-groupe de Lie G de GLn. L’action

de G sur un sous-groupe à un paramètre est donnée par AetXA−1 = etAXA
−1

.
En dérivant cette action on obtient l’action de G sur g qui est donc donnée par
X 7→ AXA−1. En dérivant à nouveau, on obtient une action de g sur elle-même :

d(etXY e−tX)

dt
|t=0 = XY − Y X.

On a donc [X,Y ] = XY − Y X. Cette formule définit une loi interne bilinéaire sur
g qui possède les deux propriétés suivantes :

(i) [X,X] = 0 pour tout X.

(ii) [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 pour tous X,Y, Z.

La deuxième identité ci-dessus s’appelle l’identité de Jacobi (vérifiez-là !). La première
identité implique que [X,Y ]+[Y,X] = 0 pour tout X et tout Y (elle est équivalente
en caractéristique différente de 2).

On peut montrer que pour tout groupe de Lie l’application (X,Y ) 7→ [X,Y ]
vérifie ces deux propriétés.

Une autre point de vue est de considérer les champs de vecteurs sur un groupe
de Lie comme des opérateurs différentiels sur l’espace des fonctions sur ce groupe.
On sait définir le crochet de deux opérateurs différentiels d’ordre 1 par [X,Y ] = X ◦
Y −Y ◦X, qui est un opérateur différentiel d’ordre 1 (vérifier ceci, voir exercice 1.2).
On voit facilement que le crochet de deux champs de vecteurs invariants donne un
champ invariant, d’où le crochet sur l’espace T1. On montre que cette construction
redonne le crochet défini précédemment.

Définition 1.1. Soit k un corps commutatif et V un k-espace vectoriel. Une loi
bilinéaire alternée sur V vérifiant l’identité de Jacobi est appelée crochet de Lie.
Si V est muni d’un crochet de Lie, on dit que V est une k-algèbre de Lie.

Exercice 1.2. Montrer que l’ensemble des dérivations d’une algèbre sur un corps k
est une algèbre de Lie pour le crochet [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1. On rappelle
qu’une dérivation est une application linéaire de l’algèbre dans elle-même qui vérifie
D(ab) = D(a)b+ aD(b).

Donnons quelques exemples. on a vu que groupe GLn de toutes les matrices
complexes, resp. réelles, inversibles de rang n est un groupe de Lie dont l’algèbre
de Lie est l’ensemble Mn de toutes les matrices n × n complexes, resp. réelles,
muni du crochet [A,B] = AB − BA. Plus généralement l’ensemble de toutes les
matrices carrées n × n à coefficients dans un corps commutatif k muni du crochet
[A,B] = AB −BA est une algèbre de Lie que nous noterons gln(k).

Tout sous-groupe fermé de GLn est un groupe de Lie. Ceci permet de construire
un certain nombre d’exemples. En voici deux :

(i) Le groupe SLn des matrices de GLn de déterminant 1. Comme det(eX) =
etraceX , l’algèbre de Lie sln de SLn est l’ensemble des matrices de trace
nulle.
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(ii) Le groupe orthogonal, formé des matrices A ∈ GLn telles que tA = A−1.
Un calcul analogue montre que son algèbre de Lie est l’ensemble des ma-
trices X ∈Mn(C) telles que tX = −X.

Exercice 1.3. Quelles sont les algèbres de Lie du groupe unitaire (sous-groupe de
GLn(C) des matrices A vérifiant tA = A−1) et du groupe symplectique (tAJA = J

où J =

(
0 I
−I 0

)
) ?

Beaucoup de questions sur les groupes des Lie peuvent se ramener à des questions
sur leurs algèbres de Lie. L’avantage des algèbres de Lie est leur structure linéaire :
ce sont des espaces vectoriels et le crochet est bilinéaire.

2. Algèbres de Lie, algèbre enveloppante, algèbres résolubles et
nilpotentes

2.1. Morphismes, idéaux, quotients. Nous allons développer la théorie abs-
traite des algèbres de Lie, sur un corps k commutatif quelconque dans un pre-
mier temps. On peut évidemment définir les notions de sous-algèbre de Lie et de
morphismes d’algèbres de Lie. Un morphisme étant en particulier une application
linéaire il a un noyau. Si f : L → L′ est un morphisme d’algèbres de Lie de noyau
N ⊂ L, pour tout x ∈ N et tout y ∈ L on a f([x, y]) = [f(x), f(y)] = 0, donc
[x, y] ∈ N . On dit que N est un idéal de L. Précisément :

Définition 2.1. Un idéal d’une algèbre de Lie L est un sous-espace vectoriel I de
L tel que [x, y] ∈ I pour tout x ∈ L et tout y ∈ I.

Un idéal est en particulier une sous-algèbre de Lie. Si I est un idéal de L alors
l’espace vectoriel quotient L/I a une structure d’algèbre de Lie, le crochet étant
défini par [x + I, y + I] = [x, y] + I pour x et y dans L (exercice : vérifier que
cette formule a un sens et définit une structure d’algèbre de Lie). Si f : L → L′

est un morphisme d’algèbres de Lie, son image est une sous-algèbre de Lie de L′,
isomorphe au quotient de L par le noyau de f .

On peut définir aussi la notion de somme directe d’algèbres de Lie, comme la
somme directe des espaces vectoriels le crochet entre deux facteurs différents étant
défini comme égal à 0.

Exercice 2.2. Soient I et J des idéaux d’une algèbre de Lie alors

(i) l’espace vectoriel [I, J ] engendré par les crochets [i, j] avec i ∈ I et j ∈ J
est un idéal ;

(ii) l’espace vectoriel somme I +J est un idéal (plus généralement une somme
quelconque d’idéaux est un idéal) ;

(iii) l’espace vectoriel I ∩ J est un idéal ;

Un idéal particulier est le centre de L : c’est l’ensemble des x tels que [x, y] =
0 pour tout y ∈ L. Une algèbre de Lie est dite abélienne ou commutative si
elle est égale à son centre, c’est-à-dire si [x, y] = 0 pour tout x et tout y. Un
exemple d’algèbre de Lie commutative est la sous-algèbre de gln(k) formée des
matrices multiples scalaires de l’identité. C’est le centre de gln(k). Remarquons
qu’une algèbre de Lie de dimension 1 est toujours abélienne.
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2.2. Algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie. Si A estune algèbre associa-
tive, on peut la munir d’une structure d’algèbre de Lie en posant [x, y] = xy − yx.
On est alors amené, étant donnée une algèbre de Lie à trouver une algèbre associa-
tive “la plus petite possible” (propriété d’universalité, voir ci-dessous) la contenant
telle que le crochet de Lie devienne le commutateur dans cette algèbre. Nous allons
construire une telle algèbre et en démontrer l’unicité.

On commence par construire l’algèbre tensorielle T (L) (construction valable pour
un espace vectoriel quelconque). C’est l’espace vectoriel T (L) = ⊕n∈NL⊗n muni du
produit bilinéaire donné par le produit tensoriel L⊗m×L⊗n → L⊗(m+n). C’est une
algèbre graduée : on note T (L)n = L⊗n le sous-espace des éléments de degré n. On
a T (L)0 = k et T (L)1 = L. Soit J l’idéal bilatère de T (L) engendré par les éléments
x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] pour x et y dans L = T (L)1. L’algèbre enveloppante de
L est par définition le quotient U(L) = T (L)/J . C’est donc une algèbre associative
munie d’un morphisme d’algèbres de Lie j : L → U(L) où le crochet sur U(L) est
donné par le commutateur [a, b] = ab− ba. Nous verrons plus bas que j est injectif.
Montrons la propriété d’universalité de U(L)

Proposition 2.3. Pour tout morphisme d’algèbres de Lie de f : L → A dans
une algèbre associative A il existe un unique morphisme fU : U(L) → A tel que
f = fU ◦ j.

Démonstration. Si (xi)i∈I est une base de L, les monômes en les xi forment une
base de T (L). On peut donc étendre le morphisme f en un morphisme d’algèbres
associatives T (L) → A par xi1 . . . xik 7→ f(xi1) . . . f(xik). Ce morphisme s’annule
sur J donc passe au quotient, d’où le résultat (l’unicité est claire). �

Corollaire 2.4. L’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie est unique à isomor-
phisme près

La démonstration est laissée au lecteur.
Il reste à voir l’injectivité de j. C’est une conséquence du théorème fondamental

suivant :

Théorème 2.5 (Théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt). Si L est une algèbre de
Lie de base (xi)i∈I et si < est un ordre total sur l’ensemble I des indices alors les
images dans U(L) des monômes xi1 . . . xik avec i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik forment une
base de U(L).

Démonstration. Pour i ∈ I posons yi = j(xi). Par définition les monômes en les
yi engendrent U(L). D’autre part yi1 . . . yihyih+1

. . . yik = yi1 . . . yih+1
yih . . . yik +

yi1 . . . [yih , yih+1
] . . . yik . Or le crochet [yih , yih+1

] est dans j(L), donc combinaison
linéaire des yi. on en déduit que le deuxième terme de la somme précédente est
combinaison de monômes de degré au plus k−1 en les yi. Par récurrence sur le degré
on voit qu’on peut exprimer, en faisant des transposition successives, tout monôme
comme combinaison des monômes où les indices sont dans l’ordre croissant.

Il reste à prouver que les yi sont indépendants. Pour cette preuve, assez fasti-
dieuse nous renvoyons par exemple à [Ca, theorem 9.4]. �

Corollaire 2.6. Le morphisme d’algèbres de Lie L→ U(L) est injectif.

2.3. Algèbres résolubles et nilpotentes. Étant donnée une algèbre de Lie on
peut considérer la suite d’idéaux définie par récurrence par L(0) = L et L(n+1) =
[L(n), L(n)]. L’algèbre de Lie L est commutative si et seulement si L(1) = 0.
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Définition 2.7. (i) On dit que L(1) = [L,L] est l’algèbre de Lie dérivée de
L.

(ii) Une algèbre de Lie est dite résoluble si on a L(n) = 0 pour n assez grand.

Un exemple d’algèbre de Lie résoluble est la sous-algèbre de gln(k) formée des
matrices triangulaires supérieures.

Exercices 2.8. (i) Démontrez l’assertion ci-dessus.

(ii) Montrer que [L,L] est le plus petit idéal I tel que l’algèbre de Lie L/I soit
commutative.

(iii) Montrer qu’une algèbre de Lie est résoluble si et seulement si il existe une
suite d’idéaux emboités tels que les quotients successifs sont abéliens.

Introduisons une autre suite d’idéaux emboités définie par récurrence en posant
L1 = L et Ln+1 = [L,Ln].

Définition 2.9. Une algèbre de Lie est dite nilpotente si on a Ln = 0 pour n assez
grand.

Une algèbre de Lie commutative est nilpotente. Une algèbre de Lie nilpotente est
résoluble (exercice : on pourra montrer que L(n) ⊂ L2n). Un exemple d’algèbre de
Lie nilpotente est l’algèbre des matrices triangulaires supérieures de taille donnée,
avec des 0 sur la diagonale (exercice : démontrer cette propriété).

Les algèbres de Lie nilpotentes et résolubles joueront un rôle fondamental dans
la suite.

Définition 2.10. (i) Une algèbre de Lie L est dite simple si elle est non nulle
et n’a pas d’idéal autre que {0} et L.

(ii) Une algèbre de Lie L est dite semi-simple si elle n’a aucun idéal résoluble
non nul.

Nous verrons (3.15) qu’en caractéristique 0 toute algèbre de Lie semi-simple de
dimension finie est une somme directe d’algèbres simples, ce qui est l’origine de la
terminologie. Cette propriété est fausse en caractéristique quelconque.

Lemme 2.11. Si I est un idéal résoluble de L tel que L/I soit aussi résoluble alors
L est résoluble.

Démonstration. On a (L/I)(n) = {0} pour un certain n, c’est-à-dire L(n) ⊂ I. Or
I(m) = {0} pour un certain m, d’où L(n+m) = {0}. �

On déduit de ce lemme (exercice) que si I et J sont deux idéaux résolubles alors
I + J est un idéal résoluble. Donc si I est un idéal résoluble maximal il contient
tous les idéaux résolubles. On en déduit l’existence, si la dimension de L est finie,
d’un plus grand idéal résoluble : le radical de l’algèbre. On a donc une définition
équivalente de la semi-simplicité dans le cas de la dimension finie :

Proposition 2.12. Une algèbre de Lie de dimension finie est semi-simple si et
seulement si son radical est réduit à {0}.

De plus on a

Proposition 2.13. Si J est le radical d’une algèbre de Lie L de dimension finie
alors L/J est une algèbre de Lie semi-simple.
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Démonstration. Les idéaux de L/J sont de la forme I/J où I est un idéal contenant
J . Si I/J est un idéal résoluble de L/J , par 2.11 l’idéal I est résoluble, donc
inclus dans J par définition de J . Le seul idéal résoluble de I/J est donc bien
J/J = {0}. �

Une algèbre de Lie de dimension 1 est à la fois simple et résoluble. Elle n’est
donc pas semi-simple. Par contre

Proposition 2.14. Une algèbre de Lie simple de dimension strictement supérieure
à 1 est semi-simple.

Démonstration. Soit L une algèbre de Lie simple et non semi-simple. Un idéal
résoluble non nul de L est nécessairement égal à L tout entière, donc L est résoluble.
Alors L(n) est une suite décroissante d’idéaux qui valent {0} pour n grand et qui
ne peuvent être égaux qu’à L ou à {0}. La seule possibilité est L(1) = 0, donc L
est commutative. Une algèbre commutative ne peut être simple que si elle est de
dimension 1 car tout sous-espace vectoriel est un idéal. Donc L est de dimension
1. �

3. Représentation adjointe, forme de Killing

Nous donnons dans cette section des outils permettant d’étudier plus en détail la
structure des algèbres de Lie de dimension finie, en particulier nous donnerons des
critères pour qu’une algèbre de Lie soit résoluble ou semi-simple. Un outil important
pour l’étude des algèbres de Lie est la notion de représentation : si V est un espace
vectoriel sur un corps k, l’ensemble des applications linéaires de V dans V est une
algèbre de Lie pour le crochet [u, v] = u ◦ v − v ◦ u. On la note gl(V ) ou glk(V ) si
on veut préciser le corps. On appelle représentation d’une k-algèbre de Lie L un
morphisme d’algèbres de Lie L → glk(V ) pour un certain espace vectoriel V . On
dit aussi que V est un L-module. Remarquons que

Lemme 3.1. Les L-modules sont en bijection avec les U(L)-modules.

Démonstration. Un L-module V est un k-espace vectoriel muni d’un morphisme
d’algèbres de Lie L → Endk(V ). Un tel morphisme se factorise donc par U(L),
autrement dit V est un U(L)-module. La réciproque est immédiate. �

Une représentation particulière est la représentation adjointe : si L est une
algèbre de Lie, c’est en particulier un espace vectoriel ; considérons l’application
ad : L → Endk(L) définie par ad(x)(y) = [x, y] ; la relation de Jacobi exprime
que ad est un morphisme d’algèbres de Lie (exercice : vérifiez ceci). On l’appelle
la représentation adjointe. Autrement dit : la représentation adjointe d’une algèbre
de Lie L est l’action de L sur elle-même où x ∈ L opère par y 7→ [x, y]. Le noyau
de la représentation adjointe est le centre de L.

À partir d’ici, sauf mention du contraire, les algèbres de Lie considérées seront
toujours de dimension finie sur le corps k.

Nous allons donner, en dimension finie, une caractérisation des algèbres de Lie
nilpotentes utilisant la représentation adjointe. Remarquons que si une algèbre de
Lie L est nilpotente on a (adx)n = 0 dès que Ln+1 = 0, donc pour tout x ∈ L
l’opérateur adx est nilpotent. Nous allons prouver la réciproque, mais auparavant
démontrons la propriété suivante :
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Proposition 3.2. Soit L une algèbre de Lie de dimension finie ; pour toute représen-
tation de L dans un espace vectoriel V telle que l’image de L soit formée d’opérateurs
nilpotents, il existe un vecteur v non nul de V tel que x.v = 0 pour tout x ∈ L.

On a noté v 7→ x.v l’action de x ∈ L sur v ∈ V .

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de L. Le
résultat est vrai en dimension 1 car un opérateur nilpotent a toujours 0 comme
valeur propre. Soit L → gl(V ) une représentation vérifiant l’hypothèse. Quitte à
remplacer L par son image on peut supposer que L est une sous-algèbre de gl(V ).
Soit H une sous-algèbre de Lie de L distincte de L de dimension maximale ; une
telle algèbre de Lie existe car un sous-espace vectoriel de dimension 1 est une
sous-algèbre de Lie. On fait opérer H sur L par l’action adjointe. Comme cette
opération envoie H dans H on en déduit une action de H sur l’espace vectoriel
L/H. Utilisons le fait que si f ∈ gl(V ) est un opérateur nilpotent alors ad f est
nilpotent (exercice). On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à H agissant
sur L/H. On obtient un x ∈ L−H tel que [h, x] ∈ H pour tout h ∈ H. Donc le sous-
espace vectoriel engendré par H et x est une sous-algèbre de Lie de L contenant
strictement H donc égale à L d’après l’hypothèse de maximalité de H. Considérons
alors V ′ = {v ∈ V | ∀h ∈ H,h.v = 0}. C’est un sous-espace vectoriel de V non nul
d’après l’hypothèse de récurrence et ce sous-espace est stable par l’action de x car
h.(x.v) = [h, x].v + x.(h.v) = 0 si v ∈ V ′, car [h, x] ∈ H. Comme x est nilpotent, il
existe un vecteur v 6= 0 dans V ′ annulé par x, d’où la proposition. �

Corollaire 3.3. Si H est une sous-algèbre de Lie formée d’opérateurs nilpotents
de l’algèbre de Lie gl(V ) où V est un espace vectoriel de dimension finie, il existe
une base de V telle que les matrices des éléments de H soient toutes des matrices
triangulaires supérieures de diagonale nulle.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de V . La proposition
précédente montre que il existe un vecteur propre commun à tous les éléments de
H (pour la valeur propre 0) Prenons ce vecteur e1 comme premier vecteur de base.
Dans le quotient V/ < e1 > on peut appliquer l’hypothèse de récurrence, ce qui
donne le résultat. �

On peut maintenenant prouver le théorème suivant :

Théorème 3.4 (Théorème d’Engel). Une algèbre de Lie L de dimension finie est
nilpotente si et seulement si pour tout x ∈ L l’opérateur adx est nilpotent.

Démonstration. Appliquons la proposition 3.2 à la représentation adjointe de L. On
obtient que le centre ZL de L n’est pas nul. Par récurrence sur la dimension l’algèbre
L/ZL est nilpotente. Ceci implique que L elle-même est nilpotente (exercice). �

Un deuxième outil essentiel à l’étude de la structure des algèbres de Lie de
dimension finie semi-simples est la forme de Killing.

Définition 3.5. Soit L une algèbre de Lie (de dimension finie) ; la forme bilinéaire
sur L définie par (x, y) 7→< x, y >= trace(adx ◦ ad y) s’appelle la forme de Killing
de L.

Proposition 3.6. La forme de Killing est bilinéaire symétrique et invariante, c’est-
à-dire vérifie < [x, y], z >=< x, [y, z] > pour tout x, tout y et tout z.
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Démonstration. La bilinéarité et la symétrie proviennent des propriétés élémentaires
de la trace. D’autre part, comme ad est une représentation on a < [x, y], z >=
trace(ad([x, y]) ◦ ad z) = trace(adx ◦ ad y ◦ ad z) − trace(ad y ◦ adx ◦ ad z) =
trace(adx ◦ ad y ◦ ad z)− trace(adx ◦ ad z ◦ ad y) =< x, [y, z] >. �

Exercice 3.7. Soit B(L) l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur une algèbre
de Lie L Montrer qu’on définit une représentation de L en faisant agir x ∈ L sur
ϕ ∈ B(L) par (x.ϕ)(y, z) = ϕ([y, x], z) + ϕ(y, [z, x]). De façon générale, pour une
représentation d’une algèbre de Lie L→ glk(V ), un vecteur v ∈ V est dit invariant
si x.v = 0 pour tout x ∈ L. Montrer que cette définition cöıncide avec celle de la
proposition 3.6 pour la représentation ci-dessus de L sur B(L).

Les lemmes suivants seront utiles.

Lemme 3.8. Si I est un idéal de L, l’orthogonal I⊥ de I pour la forme de Killing
est aussi un idéal.

La démonstration est laissée au lecteur.

Lemme 3.9. La restriction de la forme de Killing d’une algèbre de Lie L à un
idéal I est la forme de Killing de I.

Démonstration. Comme I est un idéal, pour x, y ∈ I on a (adx ◦ ad y)(L) ⊂ I,
donc la trace de adx ◦ ad y sur L est égale à la trace de la restriction de adx ◦ ad y
à I. �

En caractéristique 0, la forme de Killing donne des conditions pour qu’une algèbre
de Lie de dimension finie soit résoluble ou semi-simple.

Théorème 3.10 (Critère de résolubilité de Cartan). Supposons le corps de base
k de caractéristique 0 et soit L une k-algèbre de Lie de dimension finie. Si L est
orthogonal à [L,L] pour la forme de Killing alors L est résoluble.

Avant de prouver le théorème nous prouvons le résultat technique suivant :

Lemme 3.11. Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie et A ⊂ B deux
sous-espaces de l’algèbre de Lie gl(V ). Soit T (B,A) le transporteur de B dans A
c’est-à-dire T (B,A) = {X ∈ gl(V ) | [X,B] ⊂ A}. Si un élément X ∈ T (B,A)
vérifie trace(XY ) = 0 pour tout Y ∈ T (B,A), alors X est nilpotent.

Preuve du lemme. On peut étendre le corps pour qu’il devienne algébriquement
clos. Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres deX. Nous devons montrer que ces valeurs
propres sont toutes nulles. On peut écrire X = S + N avec S diagonalisable, N
nilpotent et [S,N ] = 0 (décomposition de Jordan). Fixons une base (ei) de V
dans laquelle la matrice de S est diagonale et soit (Eij) la base de gl(V ) telle que
Eij(ek) = δjkei. On a adS(Eij) = (λi − λj)Eij . Considérons maintenant le Q-
sous-espace vectoriel E de k engendré par les valeurs propres λ1, . . . , λn et soit f
une forme linéaire sur E. Il existe un polynôme Pf à une variable, à coefficients
dans k, tel que Pf (0) = 0 et Pf (λi − λj) = f(λi − λj) pour tout i et tout j
(interpolation de Lagrange). Définissons Yf ∈ gl(V ) par Yf (ei) = f(λi)ei. On a
adYf (Eij) = f(λi − λj)Eij = Pf (λi − λj)Eij , donc adYf = Pf (adS). Or adS est
lui-même un polynôme sans terme constant en adX car la décomposition de Jordan
de adX est adX = adS+adN (exercice). On en déduit que adYf est un polynôme
sans terme constant en adX, donc Yf ∈ T (B,A). L’hypothèse du lemme implique



INTRODUCTION AUX GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE 9

donc que trace(XYf ) = 0. Cette dernière trace vaut
∑
λif(λi). Appliquons f à cet

élément de E, on obtient
∑
i f(λi)

2 = 0 donc les rationnels f(λi) sont tous nuls.
Comme ceci est vrai pour toute forme linéaire f sur E, on en déduit que les λi
eux-mêmes sont tous nuls, c’est-à-dire S = 0, donc X = N est nilpotent. �

Preuve du théorème 3.10. Nous pouvons maintenant prouver le théorème. Appli-
quons le lemme avec V = L, B = adL et A = ad[L,L] = [adL, adL] : prenons X1

et X2 dans L et X = [X1, X2]. On a adX = [adX1, adX2]. Pour Y ∈ T (B,A), on
a

trace((adX)Y ) = trace([adX1, adX2]Y ) = trace(adX1[adX2, Y ])

par les propriétés de la trace. Cette dernière trace est nulle par hypothèse puisque
[adX2, Y ] ∈ [adL, adL]. Par linéarité on a trace((adX)Y ) = 0 pour tout X ∈ [L,L]
et tout Y ∈ T (B,A). Donc, par le lemme, adX est nilpotent pour tout X ∈ [L,L],
ce qui implique que [L,L] est une algèbre de Lie nilpotente par le théorème d’Engel.
Donc L est résoluble. �

On a immédiatement le cas particulier suivant :

Corollaire 3.12. Si la forme de Killing de L (de dimension finie sur un corps de
caractéristique 0) est identiquement nulle alors L est résoluble.

Exercice 3.13. Montrer que si une algèbre de Lie est nilpotente sa forme de Killing
est identiquement nulle.

Théorème 3.14 (Critère de semi-simplicité de Cartan). Supposons le corps de
base k de caractéristique 0 et soit L une k-algèbre de Lie de dimension finie ; la
forme de Killing de L est non dégénérée si et seulement si L est semi-simple.

Démonstration. Supposons la forme de Killing dégénérée et soit L⊥ le noyau de
cette forme. C’est un idéal non nul et la restriction de la forme de Killing à L⊥,
qui est la forme de Killing de L⊥ par le lemme 3.9, est identiquement nulle. Par
3.12 L⊥ est résoluble, donc L n’est pas semi-simple. Réciproquement, supposons L
non semi-simple et soit R son radical. Soit n le plus grand entier tel que R(n) 6= 0.
Alors R(n) est un idéal et si y ∈ R(n) alors ad y(L) ⊂ R(n) et ad(y)(R(n)) = 0. On
en déduit en écrivant les matrices par blocs sur R(n) et sur un supplémentaire que
pour tout x ∈ L et tout y ∈ R(n) la diagonale de la matrice de adx ad y est nulle,
donc < x, y >= 0, donc 0 6= R(n) ⊂ L⊥. �

Théorème 3.15. Une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps de ca-
ractéristique 0 est semi-simple si et seulement si elle est somme directe d’algèbres
simples non abéliennes

Démonstration. Soit L une algèbre de Lie semi-simple non nulle et soit I un idéal
non nul. La restriction de la forme de Killing à I ∩I⊥ est identiquement nulle et est
la forme de Killing de cet idéal par 3.9. Donc I ∩ I⊥ et résoluble, donc nul puisque
L est semi-simple. On a alors L = I⊕ I⊥. La somme est une somme directe au sens
des algèbres de Lie car I et I⊥ sont des idéaux. Par récurrence sur la dimension de
L on obtient le résultat. La réciproque est laissée au lecteur. �

4. Sous-algèbres de Cartan, racines

4.1. Sous-algèbres de Cartan. Rappelons que toutes les algèbres de Lie considérées
sont de dimension finie. La notion suivante de sous-algèbre de Cartan est fonda-
mentale dans l’étude de la structure des algèbres de Lie :
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Définition 4.1. (i) Le normalisateur N(H) (ou NL(H)) d’une sous-algèbre
H d’une algèbre de Lie L est défini par N(H) = {x ∈ L | ∀h ∈ H, [x, h] ∈
H}.

(ii) On appelle sous-algèbre de Cartan d’une algèbre de Lie une sous-algèbre
nilpotente égale à son propre normalisateur.

Remarquons (exercice) que le normalisateur d’une sous-algèbre de Lie H est une
sous-algèbre de Lie et que c’est la plus grande sous-algèbre de Lie dans laquelle H
est un idéal.

Exemple 4.2. La sous-algèbre H de gln(k) formée des matrices diagonales est
une sous-algèbre de Cartan. En effet elle est commutative, donc nilpotente et si∑
ij aijEij est dans N(H) alors le calcul (analogue au calcul du lemme 3.11, faites-

le) montre que aij = 0 sauf si i = j.

Lemme 4.3. Une sous-algèbre de Cartan est une algèbre nilpotente maximale.

Démonstration. En effet si H est une sous-algèbre de Lie nilpotente d’une algèbre
de Lie K nilpotente strictement plus grande et si n est le plus grand entier tel que
Kn n’est pas inclus dans H alors Kn ⊂ N(H). �

Attention : une sous-algèbre nilpotente maximale n’est pas nécessairement une

sous-algèbre de Cartan. Par exemple dans sl2(C) l’algèbre des matrices

(
0 a
0 0

)
est

nilpotente maximale (démontrez-le !) mais elle est normalisée par la sous-algèbre
des matrices diagonales.

Nous allons étudier montrer l’existence des sous-algèbres de Cartan dans le cas où
le corps de base est infini. Pour cela nous introduisons la notion d’élément régulier :
un élément x d’une algèbre de Lie est régulier si le sous-espace propre généralisé de
adx (noté L0,x) pour la valeur propre 0 est de dimension minimum (rappelons que
si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel, le sous-espace propre généralisé
de f pour la valeur propre λ est ∪n ker(f − λ)n). Il existe toujours des éléments
réguliers dans une algèbre de Lie. .

Définition 4.4. On appelle rang d’une algèbre de Lie la dimension de L0,x pour x
régulier.

Théorème 4.5. Si le corps k est infini et si x est un élément régulier d’une algèbre
de Lie L, alors L0,x est une sous-algèbre de Cartan.

Démonstration. C’est un résultat général que pour x fixé quelconque (pas néces-
sairement régulier) L0,x est une sous-algèbre de Lie. Ceci se déduit de la formule
générale (adx)n([y, z]) =

∑
i

(
n
i

)
[(adx)i(y), (adx)n−i(z)].

Montrons maintenant que H = L0,x est nilpotente. Soit Py ∈ k[t] le polynôme
caractéristique de ad y où y ∈ L. C’est un polynôme de degré dimk(L) en t qui est
divisible par tdimL0,y . Dire que x est régulier revient donc à dire que Py est divisible

par tdimH pour tout y ∈ L. Si y ∈ H on peut décomposer Py en produit PHy P
L/H
y

car H est stable par ad y (attention : ici L/H n’est pas une algèbre de Lie mais

simplement un espace vectoriel quotient). Les coefficients de PHy et P
L/H
y sont des

fonctions polynomiales de y (c’est-à-dire des polynômes en les coefficients de y dans

une base fixée de H). Comme P
L/H
x n’a pas 0 comme racine le coefficient constant

de P
L/H
y est un polynôme en y non nul. Comme le coefficient de ti de PHy P

L/H
y
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est un polynôme en y identiquement nul pour tout i < dimH, les coefficients de
PHy ont cette propriété (par récurrence sur i). On a donc PHy = tdimH pour tout y.
Ceci implique que ad(y) : H → H est nilpotent pour tout y ∈ H, donc H est une
algèbre de Lie nilpotente d’après le théorème d’Engel.

Il reste à voir que N(H) = H. Si z ∈ N(H) on a [x, z] ∈ H, donc ad(x)n+1(z) =
ad(x)n([x, z]) = 0 pour n assez grand, donc z ∈ H = L0,x. �

Nous admettrons le résultat suivant (voir par exemple [Bbk, Chapitre VII, §3
Théorème 2]

Théorème 4.6. Si le corps est de caractéristique 0 toutes les sous-algèbres de
Cartan d’une algèbre de Lie L ont même dimension égale au rang de L.

Remarque 4.7. Si le corps est de plus algébriquement clos on démontre que les sous-
algèbres de Cartan de L sont toutes conjuguées par le groupe des automorphismes
“intérieurs” de L (voir par exemple [Bbk, Chapitre VII, §3 Théorème 1], [S2, III,
§4] ou [Ca, section 3.4]).

4.2. Représentations des algèbres de Lie nilpotentes. En utilisant les pro-
priétés des représentations des algèbres de Lie nilpotentes et l’existence de sous-
algèbres de Cartan, nous pourrons détailler la structure des algèbres de Lie semi-
simples. Commençons par l’étude des représentations des algèbres nilpotentes.

Définition 4.8. Soient L est une algèbre de Lie, V un L-module et λ une appli-
cation L→ k.

(i) On note Vλ = {v | ∀x ∈ L,∃n ∈ N, (x− λ(x))nv = 0}.
(ii) Si Vλ 6= 0 on dit que λ est un poids de L dans V .

Proposition 4.9. Soit H une algèbre de Lie nilpotente et V un H-module de
dimension finie sur k. Soit K une sous-algèbre de Lie de H. Si λ est un poids de
K dans V , alors

(i) Vλ est un sous H-module de V .

(ii) Supposons k de caractéristique 0, alors λ est une forme linéaire et s’annule
sur [K,K].

On peut exprimer (ii) en disant que λ estune représentation de dimension 1 de

K. Évidemment, on peut appliquer cette proposition avec K = H.

Démonstration. Pour deux endomorphismes quelconques f et g d’un espace vec-
toriel et tout entier n ≥ 0, on prouve par récurrence (laissée au lecteur) que

fn ◦ g =
∑k=n
k=0

(
n
k

)
(ad f)k(g) ◦ fn−k.

Notons ρ la représentation H → gl(V ). On veut voir que pour v ∈ Vλ et y ∈ H on
a ρ(y)(v) ∈ Vλ, c’est-à-dire que pour tout x ∈ K on a (ρ(x)− λ(x))n ◦ ρ(y)(v) = 0
pour n assez grand. Posons f = ρ(x) − λ(x) et g = ρ(y). Alors (ad f)n(g) = 0
pour n assez grand, car ad f = ad ρ(x) et H est nilpotente. De plus si v ∈ Vλ, on
a fn(v) = 0 pour n assez grand puisque x est dans K. Par la formule générale
ci-dessus, pour n assez grand on a bien fn ◦ g(v) = 0.

Montrons (ii). Notons ρλ(x) l’action de x ∈ K sur Vλ. Comme ρλ(x) − λ(x)
est nilpotent, on a trace(ρλ(x)) = dim(Vλ)λ(x). Ceci montre la linéarité de λ car
dim(Vλ) est non nul dans le corps k. De plus comme la trace d’un commutateur est
toujours nulle λ s’annule sur [K,K]. �
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Corollaire 4.10. Si H et V sont comme dans la proposition précédente et si
k est de caractéristique 0, pour tout poids λ de H dans V , les opérateurs ρλ(x)
pour x ∈ H sont simultanément trigonalisables ; en particulier il existe un vecteur
v ∈ Vλ − {0} tel que x.v = λ(x)v pour tout x ∈ H.

Démonstration. Comme λ s’annule sur [H,H], l’aplication x 7→ ρλ(x)−λ(x) est une
représentation de H sur Vλ. L’image de cette représentation est formée d’opérateurs
nilpotents, donc par 3.3 on obtient le résultat. �

Théorème 4.11. On suppose k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit H
une algèbre de Lie nilpotente et V un H-module de dimension finie sur k ; alors
V = ⊕λVλ où la somme porte sur les poids de H dans V .

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la dimension de V . Si chaque x ∈ H
a une seule valeur propre, on note cette valeur propre λ(x) et V = Vλ. Sinon, il
existe un x ∈ H qui a plusieurs valeurs propres distinctes λ1, . . . λr. Appliquons la
proposition 4.9(i) en prenant pour K la sous-algèbre de dimension 1 engendrée par
x. Chaque sous-espace propre généralisé Vλi de x pour la valeur propre λi est un
H-module, donc par hypothèse de récurrence se décompose en somme directe de
sous-espaces correspondant à des poids de H. �

4.3. Décomposition de Cartan. Dans cette section le corps k est algébriquement
clos de caractéristique 0. On fixe une algèbre de Lie L et une sous-algèbre de Cartan
H. On peut appliquer le théorème 4.11 à la représentation de H dans L restriction
de la représentation adjointe. On obtient une décomposition L = ⊕λLλ où la somme
porte sur les poids de H dans L.

Proposition 4.12. On a L0 = H.

Démonstration. Puisque H est nilpotente on a H ⊂ L0 par 3.4. Si L0 6= H, par 3.2
appliqué à l’action de H sur L0/H, il existe x ∈ L0/H non nul tel que H agisse par
0 sur x, c’est-à-dire tel que [H,x] ⊂ H, où x a pour image x. Donc x normalise H
et, par définition des algèbres de Cartan, on a x ∈ H, ce qui est une contradiction,
d’où le résultat. �

Si λ 6= 0 et Lλ 6= 0 on dit que λ est une racine de H dans L. L’ensemble des
racines de H dans L est noté Φ. On a donc L = H ⊕ (⊕λ∈ΦLλ).

Proposition 4.13. Si λ et µ sont des représentations de dimension 1 de H on a
[Lλ, Lµ] ⊂ Lλ+µ.

La preuve est laissée au lecteur.

Corollaire 4.14. Soient α et β deux racines de H dans L.

(i) Si α+ β 6= 0 et α+ β 6∈ Φ alors [Lα, Lβ ] = 0.

(ii) Si β = −α alors [Lα, Lβ ] ⊂ H.

Nous allons appliquer ce qui précède dans le cas où L est semi-simple.
Les hypothèses dans la suite de cette section sont donc : L est une algèbre semi-

simple de dimension finie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0.
On garde les notations précédentes : H est une sous-algèbre de Cartan de L et Φ
l’ensemble de racines de H dans L. On note <,> la forme de Killing de L.

Proposition 4.15. (i) Si α, β ∈ Φ ∪ {0} sont tels que α + β 6= 0, on a
< Lα, Lβ >= 0.
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(ii) La restriction à H de la forme de Killing de L est non dégénérée.

(iii) Si α est une racine alors −α est une racine et la restriction de la forme
de Killing à Lα × L−α est une dualité parfaite.

Dualité parfaite signifie que chacun des deux espaces s’identifie via la forme de
Killing au dual de l’autre.

Démonstration. Soit λ un poids de H dans L. Si x ∈ Lα et y ∈ Lβ ; par 4.13 on
a (adx ◦ ad y)(Lλ) ⊂ Lλ+α+β . Comme α + β + λ 6= λ, et comme L = ⊕Lλ où λ
décrit les poids de H, dans une base adaptée à cette décomposition les coefficients
diagonaux de adx ◦ ad y sont nuls, d’où (i).

D’après (i) H est orthogonale pour la forme de Killing à Lα pour tout α ∈ Φ.
Si x ∈ H ∩H⊥ on a donc x ∈ L⊥ et donc x = 0 car L est semi-simple (cf., 3.14).
D’où (ii).

Le même raisonnement montre que pour α ∈ Φ, si x ∈ Lα est orthogonal à L−α
(en particulier si L−α = {0}) alors x = 0, d’où (iii). �

Corollaire 4.16. L’algèbre de Cartan H est abélienne.

Démonstration. Soit x ∈ [H,H] et y ∈ H alors < y, x >= trace ad y ◦ adx. Or
ad(x) et ad(y) sont représentés dans la même base par des matrices triangulaires
d’après 4.10, et les valeurs propres de x sont toutes nulles puisque tous les poids
s’annulent sur [H,H] (voir 4.9(ii)). Donc < y, x >= 0 pour tout y ∈ H, d’où x = 0
par 4.15(ii). Donc H est abélienne. �

Corollaire 4.17. Les racines engendrent linéairement le k-sous-espace vectoriel
dual H∗ de H.

Démonstration. Si le sous-espace engendré par les racines est strictement inclus
dans H∗, il existe h ∈ H − {0} tel que α(h) = 0 pour toute racine α. Alors adh
n’a que la valeur propre 0 sur L et par le même argument que dans 4.16 on obtient
h = 0. �

Théorème 4.18. Pour toute racine α ∈ Φ on a dimLα = 1 et les seuls n ∈ Z tels
que nα ∈ Φ sont n = ±1.

Démonstration. Fixons α ∈ Φ. CommeH est abélienne, elle agit dans toute représen-
tation par des opérateurs qui commutent donc qui ont au moins un vecteur propre
commun. En particulier, il existe eα ∈ Lα vecteur propre de h pour tout h ∈ H.
Comme par définition h ∈ H a une seule valeur propre sur Lα qui est α(h), on a
[h, eα] = α(h)eα pour tout h ∈ H. Comme Lα et L−α sont mis en dualité parfaite
par la forme de Killing, il existe f ∈ L−α tel que < eα, f >= 1. Pour tout h ∈ H
on a alors < h, [eα, f ] >=< [h, eα], f >= α(h) < eα, f >= α(h). Or [eα, f ] ∈ H,
donc [eα, f ] est égal à l’unique élément h′α ∈ H qui vérifie < h, h′α >= α(h) pour
tout h ∈ H (l’existence et l’unicité d’un tel h′α vient du fait que la restriction de
la forme de Killing à H est non dégénérée). Nous aurons besoin des deux résultats
suivant :

Lemme 4.19. (i) Si h′α est comme ci-dessus, on a α(h′α) 6= 0

(ii) Pour tout y ∈ L−α l’élément [eα, y] est multiple de h′α.
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Preuve du lemme. Soit β ∈ Φ quelconque. Considérons le sous-espace vectoriel F =
⊕n∈ZLβ+nα. Alors F est stable par les actions de eα et de f , donc la trace de h′α
sur F est nulle, ce qui s’écrit

∑
n∈Z(β + nα)(h′α) dimLβ+nα = 0. Si α(h′α) = 0 on

en déduit β(h′α) = 0 pour tout β ∈ Φ ce qui implique par 4.17 que h′α = 0, ce qui
est faux.

Montrons maintenant (ii). On a < h, [eα, y] >=< [h, eα], y >= α(h) < eα, y >
pour tout h ∈ H et [eα, y] est un élément de H. La définition et l’unicité de h′α
impliquent que [eα, y] =< eα, y > h′α. �

Considérons maintenant le sous-espace vectoriel E = keα⊕kh′α⊕(⊕n∈Z,n<0Lnα).
D’après 4.19(ii) ce sous-espace est stable par ad eα ; il est aussi stable par ad f .
Comme h′α = [eα, f ], la trace de h′α sur E est nulle. La seule valeur propre de h′α
sur Lnα étant nα(h′α), on obtient α(h′α)(1 +

∑
n<0 ndimLnα) = 0. On sait que

dimL−α 6= 0 et, par 4.19(i), que α(h′α) 6= 0. On en déduit que dimL−α = 1 et
dimLnα = 0 pour n entier négatif strictement plus petit que −1. En appliquant le
résultat avec la racine −α au lieu de α on obtient le théorème. �

Le théorème précédent montre en particulier que pour tout α et tout h ∈ H,
le sous-espace Lα est un espace propre de h, donc les éléments de H sont simul-
tanément diagonalisable dans leur action sur L.

Exercice 4.20. Montrer que pour h, h′ ∈ H on a < h, h′ >=
∑
α∈Φ α(h)α(h′)

(utiliser la définition de la forme de Killing et la décomposition de Cartan de L).

4.4. L’algèbre de Lie sln. Nous allons illustrer ce qui précède sur l’exemple de
sln(k) où k est de caractéristique 0 (le lecteur pourra étudier ce qui reste vrai pour
un corps quelconque). C’est l’algèbre de Lie des matrices n × n de trace nulle. Sa
dimension est n2 − 1. Soit Eij la matrice dont le coefficient d’indices (h, k) vaut
δihδjk. L’algèbre sln a une base formée des matrices Eij pour i 6= j et Eii − Ejj
pour i > j.

Proposition 4.21. Le centre de sln est réduit à {0}.

Démonstration. SoitM = (mij) une matrice quelconque. Pour i 6= j on a [M,Eij ] =∑
rmriErj −

∑
smjsEis. Donc la matrice M commute avec la matrice Eij si et

seulement si mrj = 0 pour r 6= j, mjs = 0 pour s 6= j et mii = mjj . Une matrice
est du centre de sln est donc de la forme M = diag(a, a, . . . , a). Comme la trace de
M est nulle on a a = 0. �

Proposition 4.22. (i) La sous-algèbre des matrices diagonales est une algèbre
de Cartan de sln.

(ii) La décomposition de Cartan de sln relativement à la sous-algèbre H des
matrices diagonales est sln = H ⊕ (⊕i 6=jkEij).

(iii) Les racines de H dans sln sont les αij pour i 6= j, où αij(diag(a1, . . . , an)) =
ai − aj.

Démonstration. La sous-algèbre H est commutative. D’autre part, prenons h =
diag(a1, . . . , an) ∈ H et x =

∑
ij bijEij ∈ sln ; on a [h, x] =

∑
i,j(ai − aj)bijEij . En

particulier [h, x] ∈ H pour tout h ∈ H si et seulement si bij = 0 pour i 6= j. Ceci
montre que N(H) = H, donc H est une sous-algèbre de Cartan. Le calcul que nous
venons de faire prouve aussi les assertions (ii) et (iii). �

Proposition 4.23. L’algèbre de Lie sln est simple
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Indication de démonstration. Il s’agit de montrer que tout idéal non nul contient
tous les éléments de la base ci-dessus. On peut le faire par une suite de calculs de
commutateurs bien choisis. Ces calculs sont laissés au lecteur. Voir par exemple
[Ca, 4.25]. �

Nous regardons mantenant le cas de sl2. Posons E =

(
0 1
0 0

)
, et F =

(
0 0
1 0

)
.

On a [E,F ] = H où H =

(
1 0
0 −1

)
. On a sl2 = kF ⊕ kH ⊕ kE et la structure

d’algèbre de Lie est déterminée par les relations [E,F ] = H, [H,E] = 2E, [H,F ] =
−2F .

Considérons maintenant une algèbre de Lie semi-simple L, une sous-algèbre de

Cartan et une racine α. Fixons eα ∈ Lα −{0} et soit hα = 2
h′α

α(h′α)
= 2

h′α
< h′α, h

′
α >

où h′α est comme dans 4.19(i). Il existe fα ∈ L−α tel que [eα, fα] = hα. On a
[hα, eα] = 2eα et [hα, fα] = −2fα. Ceci montre

Proposition 4.24. Avec les notations précédentes, pour toute racine α, le sous-
espace keα ⊕ khα ⊕ kfα est une sous-algèbre de Lie de L isomorphe à sl2 par
l’application qui envoie eα, h et fα respectivement sur E, H et F .

Exercice 4.25. Calculer la restriction à la sous-algèbre H des matrices diagonales
de la forme de Killing de sln. En déduire la valeur de hαij pour toute racine αij .
Quelle est la sous-algèbre isomorphe à sl2 correspondant à une racine αij comme
dans 4.24 ?

5. Système de racines d’une algèbre de Lie semi-simple, groupe de
Weyl, classification

5.1. Propriétés des racines d’une algèbre de Lie semi-simple. Ici le corps
k est toujours algébriquement clos de caractéritique 0. On considère une algèbre
de Lie semi-simple de dimension finie L sur k, une sous-algèbre de Cartan H et
l’ensemble Φ des racines de H dans L. Nous allons prouver d’autres propriétés de
Φ et aboutir à une classification. Pour chaque racine α ∈ Φ on a comme dans 4.24
un triplet (eα, fα, hα) qui engendre une sous-algèbre isomorphe à sl2. Notons que
l’isomorphisme entre H et H∗ déduit de la forme de Killing fait correspondre α à

2hα
<hα,hα>

(exercice : vérifiez ceci, c’est-à-dire que h′α = 2hα
<hα,hα>

où h′α est comme

dans la section précédente). Notons aussi que l’on peut transporter la forme de
Killing par cet isomorphisme en une forme bilinéaire non dégénérée sur H∗ que
nous noterons de la même façon. Avec ces notations < α, β >=< h′α, h

′
β > et hα

correspond par l’isomorphisme à 2α
<α,α> .

Proposition 5.1. Si α et β sont deux racines proportionnelles alors β = ±α.

Démonstration. Supposons β 6= ±α. On sait par 4.18 que β n’est pas un multiple
entier de α. Il existe donc deux entiers positifs ou nuls p et q tels que β + iα soit
une racine pour −p ≤ i ≤ q et ne soit pas une racine pour i = q + 1 ou i = −p− 1.
Le sous-espace vectoriel E = ⊕−p≤i≤qLβ+iα est stable par ad eα et par ad fα, donc
aussi par hα. La trace de hα sur M est nulle puisque hα = [eα, fα]. Or chaque Lβ+iα

est de dimension 1 et adhα y agit par (β + iα)(hα) = β(hα) + 2i. Donc la trace de

adhα sur E vaut 0 =
∑i=q
i=−p(β(hα)+2i). Donc (p+q+1)β(hα)+(p+q+1)(q−p) = 0
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c’est-à-dire β(hα) = p − q. Or α(hα) = 2, donc si β = rα, on a r = (p − q)/2. Si

p − q est impair et β =
(p− q)

2
α, alors β + iα = α/2 pour i = q−p+1

2 ce qui est

impossible par 4.18. Donc p− q est pair, on a r ∈ Z, donc r = ±1 par 4.18. �

On a vu au cours de la démonstration précédente les résultats suivants :

Proposition 5.2 (Propriétés d’intégralité). Si α et β sont deux racines avec β 6=
±α alors β(hα) = p−q où p et q sont des entiers positifs ou nuls tels que β+iα soit
une racine pour −p ≤ i ≤ q et ne soit pas une racine pour i = q+ 1 ou i = −p− 1.
En particulier, si α et β sont deux racines on a β(hα) ∈ Z et β − β(hα)α ∈ Φ.

Démonstration. Toutes les assertions ont été vues au cours de la preuve précédente,
sauf la dernière propriété dans le cas où β = ±α. Dans ce cas on obtient le résultat
car α(hα) = 2. �

Introduisons le sous-espace vectoriel rationnel HQ de H engendré par les hα et
le sous-espace vectoriel rationnel H∗Q du dual H∗ engendré par les racines. On sait
(4.17) que H∗ est engendré linéairement sur k par < Φ >, donc que H est engendré
linéairement sur k par {hα | α ∈ Φ}.

Proposition 5.3. (i) On a dimQ(HQ) = dimk(H) et dimQ(H∗Q) = dimk(H∗)

(ii) H∗Q est le dual (sur Q) de HQ.

Démonstration. Fixons une base (α1, . . . , αr) sur k de H∗ formée de racines. Alors
(hα1 , . . . , hαr ) est une base sur k de H puisque hα correspond à un scalaire près
à α par l’isomorphisme entre H et H∗. Le (i) signifie que toute racine est dans le
sous-espace réel engendré par {α1, . . . , αr} et que tout élément hα est combinaison
linéaire réelle de (hα1

, . . . , hαr ). Soit α ∈ Φ ; on a hα =
∑
i λihαi où les coefficients

λi sont a priori dans k. Nous allons montrer que ces coefficients sont dans Q. On
a αj(hα) =

∑
i λiαj(hαi) pour tout j ∈ {1, 2, . . . , r}. Par 5.2 αj(hα) et αj(hαi)

sont des entiers. Donc les coefficients λi sont les solutions d’un systèmes linéaire à
coefficients entiers. Le déterminant de ce système est non nul ; en effet αj(hαi) =

2
<hαj ,hαj>

< hαi , hαj >, donc le déterminant du système est multiple par le facteur

2r∏
j<hαj ,hαj>

du déterminant de la forme de Killing restreinte à H qui est non

dégénérée. On en déduit la première assertion de (i). Un raisonnement analogue
laissé au lecteur prouve la deuxième assertion.

La partie (ii) est une conséquence de (i). En effet H∗Q est un sous-espace du dual
réel de HQ et est de même dimension que ce dual. �

Corollaire 5.4. Avec les notations de 4.19(i), l’élément h′α est dans HQ.

Démonstration. On a vu au début de la section 5.1 que h′α = 2hα
<hα,hα>

donc est un

multiple rationnel de hα, puisque < hα, hα > est égal à
∑
β∈Φ β(hα)2 d’après 4.20,

donc est entier· �

Dans la suite nous notons HR = HQ ⊗Q R et H∗R = H∗Q ⊗Q R. Les propriétés
analogues à celles de 5.3, obtenues en remplaçant Q par R sont clairement vraies.
La forme de Killing s’étend de façon unique à HR. Si le corps k de départ contient
R, l’algèbre HR est le sous-R-espace vectoriel de H engendré linéairement par les
hα et la forme de Killing sur HR est la restriction de la forme de Killing sur H.

Proposition 5.5. La forme de Killing sur HR est positive non dégénérée.
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Démonstration. On sait que cette forme est non dégénérée. D’autre part pour h et h′

dans H on a < h, h′ >=
∑
α∈Φ α(h)α(h′) (voir 4.20). Ceci montre que < h, h >≥ 0

pour h ∈ HR. �

Définition 5.6. Pour α ∈ Φ, on appelle réflexion de vecteur α l’application linéaire
de sα : H∗R → H∗R définie par sα(λ) = λ− λ(hα)α.

Remarque 5.7. C’est un cas particulier de la définition générale d’une réflexion
de vecteur donné, par rapport à un hyperplan donné dans un espace vectoriel V
sur un corps quelconque de caractéristique différente de 2 : on donne un vecteur
α ∈ V et une forme linéaire non nulle α∨ ∈ V ∗ telle que α∨(α) = 2 ; la réflexion
correspondante est x 7→ x−α∨(x)α. C’est une involution dont l’ensemble des points
fixes est l’hyperplan noyau de α∨ et qui envoie α sur −α.

On a vu que HR est un espace euclidien pour la forme de Killing. L’espace H∗R
est isomorphe à HR par l’application qui fait correspondre α à h′α. Nous noterons
aussi <,> la forme euclidienne sur H∗R transportée de la forme de Killing par cet

isomorphisme. Comme hα = 2
h′α

< h′α, h
′
α >

, on a β(hα) = 2
< h′β , h

′
α >

< h′α, h
′
α >

= 2
< β,α >

< α,α >

pour toute racine β. Donc par linéarité on a λ(hα) = 2
< λ,α >

< α,α >
pour tout λ ∈ H∗R.

La réflexion sα de vecteur α peut donc s’écrire λ 7→ λ − 2
< λ,α >

< α,α >
α. C’est une

réflexion orthogonale de l’espace euclidien H∗R.

Proposition 5.8. Soit α une racine ; alors la réflexion sα de vecteur α conserve
l’ensemble Φ des racines.

Démonstration. La proposition est une conséquence de la deuxième assertion de la
proposition 5.2. �

Les propriétés

(i) Φ est fini, ne contient pas 0 et engendre H∗R.

(ii) α(hα) = 2.

(iii) α(hβ) ∈ Z pour tout α et tout β.

constituent les axiomes des systèmes de racines (voir section suivante). Un
système de racines qui a la propriété 5.1 est dit réduit.

L’intérêt de cette notion est que ces propriétés sont suffisament fortes pour qu’on
puisse classifier les systèmes de racines et cette classification mène à une classifica-
tion des algèbres de Lie semi-simples complexes.

5.2. Systèmes de racines, Groupe de Weyl. Considérons un espace vectoriel
réel de dimension finie V , son dual V ∗ et des ensembles Φ ⊂ V et Φ∨ ⊂ V ∗ en
bijection α 7→ α∨ vérifiant les axiomes des systèmes de racines réduits :

(i) Φ est fini, ne contient pas 0 et engendre V .

(ii) Pour tout α ∈ Φ on a α∨(α) = 2 et sα(Φ) = Φ.

(iii) α∨(Φ) ⊂ Z pour tout α ∈ Φ.

(iv) Soit a ∈ R ; si α et aα sont des racines alors a = ±1.
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Dans cette définition sα est la réflexion par rapport à la racine α définie comme
dans la remarque 5.7. On dit que α∨ est la coracine associée à α. Le rang d’un
système de racine est la dimension de V .

Définition 5.9. Le groupe de Weyl d’un système de racines est le groupe engendré
par les réflexions par rapport aux racines.

Proposition 5.10. Le groupe W est fini.

Démonstration. Le groupe W permute Φ et si un élément de W fixe toutes les
racines alors il fixe tout élément de V puisque Φ engendre V . Donc W s’injecte
dans le groupe fini des permutations de Φ. �

Lemme 5.11. L’ensemble Φ∨ engendre V ∗ et est un système de racines dans V ∗

pour lequel (α∨)∨ = α.

Indication sur la démonstration. Il existe un produit scalaire, noté <,> sur V in-
variant par W : il suffit de faire la moyenne des transformés par W d’un produit
scalaire quelconque sur V et on obtient un produit scalaire invariant. Ce produit sca-

laire fournit un isomorphisme entre V et V ∗ qui fait correspondre α∨ à 2
α

< α,α >
pour tout α ∈ Φ, d’où la première assertion. On peut identifier V et V ∗ par cet

isomorphisme. On a α = 2
α∨

< α∨, α∨ >
, d’où les autres assertions. �

Dans la suite on identifie V et V ∗ grâce à un produit scalaire invariant par W
comme dans la preuve ci-dessus.

Lemme 5.12. Si V1 est un sous-espace de V engendré par une partie de Φ, alors
Φ1 = Φ ∩ V1 est un système de racines.

Démonstration. Si α et β sont dans Φ1 alors sα(β) = β − α∨(β)α ∈ Φ ∩ V1 = Φ1.
Les autres propriétés sont immédiates. �

Avant de classifier les systèmes de racines on étudie les positions possibles pour
deux racines. Si α et β sont deux racines non proportionnelles et non orthogonales

alors 0 <
< α, β >2

< α,α >< β, β >
< 1. Or α∨(β) = 2

< α, β >

< α,α >
et β∨(α) = 2

< α, β >

< β, β >
sont des entiers. Les seules possibilités sont donc (en supposant < α, β >< 0 et
< α,α ><< β, β >, quitte à changer α en −α et à échanger α et β) :

(i) α∨(β) = β∨(α) = −1. Dans ce cas < α,α >=< β, β > et l’angle non
orienté de α et β vaut 2π/3.

(ii) α∨(β) = −2 et β∨(α) = −1. Dans ce cas < β, β >= 2 < α,α > et l’angle
non orienté de α et β vaut 3π/4.

(iii) α∨(β) = −3 et β∨(α) = −1. Dans ce cas < β, β >= 3 < α,α > et l’angle
non orienté de α et β vaut 5π/6.

Corollaire 5.13. Soient α et β deux racines telles que α 6= ±β.

(i) Si < α, β >> 0 alors α− β est une racine.

(ii) Si < α, β >< 0 alors α+ β est une racine.

Démonstration. Il suffit de démontrer la deuxième assertion. On vérifie alors que
dans chacun des cas possibles pour < α, β >, en supposant < α,α >≤< β, β > on
a sβ(α) = α+ β. �
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Nous introduisons maintenant la notion d’ordre sur les racines. Un ordre sur un
espace vectoriel réel est une relation d’ordre (total) stable par translation et mul-
tiplication par un scalaire positif. Un ordre est complètement défini par l’ensemble
des éléments supérieurs à 0.

Exercice 5.14. Montrer qu’une partie V + d’un espace vectoriel réel V est l’ensemble
des éléments supérieurs à 0 pour un ordre sur V si et seulement si elle vérifie

(i) V + ∪ (−V +) = V

(ii) V + ∩ (−V +) = {0}
(iii) λV + ⊂ V + pour tout λ réel positif.

(iv) La somme de deux éléments de V + est dans V +.

On obtient facilement un tel ordre en ordonnant une base fixée et en prenant
ensuite l’ordre lexicographique (x > 0 si la première coordonnées non nulle de x est

positive). Étant donné un système de racines Φ dans l’espace V et un ordre sur V
on note Φ+ l’ensemble des racines positives et Φ− = −Φ+. On a Φ = Φ+ ∪Φ−. On
définit l’ensemble Π des racines simples comme l’ensemble des racines positives
qui ne sont pas somme de racines positives.

Définition 5.15. L’ensemble des racines simples pour un ordre donné sur V s’ap-
pelle une base du système de racines.

Cette définition est justifiée par le résultat suivant et par 5.19 plus bas.

Proposition 5.16. Toute racine positive est somme de racines de Π.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Soit α ∈ Φ+ minimale pour l’ordre (pos-
sible car Φ est fini) qui n’est pas somme de racines de Π. Alors α n’est pas dans
Π donc α est somme de racines positives qui sont strictement plus petites que α
pour l’ordre donc sont sommes de racines de Π par minimalité de α, d’où une
contradiction. �

Précisons ce résultat :

Proposition 5.17. Soit Π une base du système de racines. Pour toute racine
positive β non simple il existe α ∈ Π tel que β − α ∈ Φ+.

Démonstration. On a β =
∑
α∈Π aαα où les coefficients aα sont tous positifs ou nuls.

Si < β,α >≤ 0 pour toute racine simple α, alors < β, β >=
∑
α aα < β,α >≤ 0,

ce qui est contradictoire. Si α est une racine simple telle que < β,α >> 0, on sait
par 5.13 que β − α est une racine (nécessairement positive). �

Lemme 5.18. Si α et β sont deux racines simples distinctes alors < α, β >≤ 0.

Démonstration. Si < α, β >> 0, alors par 5.13, β − α est une racine qu’on peut
supposer positive, quitte à échanger α et β. Alors β = α + (β − α) ce qui signifie
que β 6∈ Π. �

Théorème 5.19. Pour tout ordre sur V , l’ensemble des racines simples est une
base de V .

Démonstration. Il est clair que Π engendre V puisque Φ engendre V et que Φ =
Φ+ ∪ −Φ+. Une relation linéaire entre les éléments de Π peut toujours s’écrire∑i=h
i=1 aiαi =

∑i=k
i=h+1 aiαi avec ai réel positif et αi ∈ Π pour tout i. Posons v =
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i=1 aiαi. En faisant le produit scalaire des deux membres, on obtient < v, v >≤ 0

par 5.18 Donc v = 0 et tous les coefficients ai sont nuls car une somme à coefficients
strictement positifs de vecteurs non nuls de V + ne peut pas être nulle. �

Comme Π est une base de V et que par 5.16, les racines positives sont sommes
de racines simples on en déduit

Corollaire 5.20. Soit Π une base d’un système de racines alors une racine est
positive si et seulement si elle est combinaison linéaire des éléments de Π avec au
moins un coefficient strictement positif.

Théorème 5.21. Les bases d’un système de racines forment une orbite sous l’ac-
tion du groupe de Weyl.

Démonstration.

Lemme 5.22. Soit Π une base et Φ+ l’ensemble des racines positives. Si α ∈ Π et
β ∈ Φ+ − {α} alors sα(β) ∈ Φ+.

Preuve du lemme. On a sα(β) = β − α∨(β)α. Donc sα ne change que le coefficient
de α dans l’expression de β comme combinaison de la base. Les autre coefficients
restent positifs et l’un d’eux au moins n’est pas nul, d’où le résultat, par 5.20 �

Prouvons alors le théorème. L’image d’un ordre sur V par n’importe quel au-
tomorphisme linéaire est un ordre sur V . Donc un élément de W envoie une base
du système de racines sur une autre base. Réciproquement, soient Π1 et Π2 deux
bases d’un système de racines Φ et Φ+

1 et Φ+
2 les ensembles de racines positives

correspondants. Il suffit de démontrer qu’il existe un élément de W envoyant Φ+
1

sur Φ+
2 . Raisonnons par récurrence sur |Φ+

1 ∩ Φ−2 |. Si ce cardinal est nul alors
Φ+

1 = Φ+
2 . Sinon Φ+

1 ∩ Φ−2 n’est pas vide, donc Π1 ∩ Φ−2 n’est pas vide non plus.
Soit α ∈ Π1 ∩ Φ−2 ; alors par le lemme 5.22 sα(Φ+

1 ) = Φ+
1 − {α} ∪ {−α}. Donc

|sα(Φ+
1 ) ∩ Φ−2 | = |Φ+

1 ∩ Φ−2 | − 1. Par hypothèse de récurrence il existe w dans le
groupe de Weyl qui envoie sα(Φ+

1 ) sur Φ+
2 donc wsα envoie Φ+

1 sur Φ+
2 . �

Définition 5.23. Un réflexion de vecteur une racine simple est appelée réflexion
simple.

Proposition 5.24. Toute racine est l’image par un élément de W d’une racine
simple.

Démonstration. Le lemme suivant donne un résultat plus précis, ce qui prouve la
proposition.

Lemme 5.25. Toute racine est l’image d’une racine simple par un produit de
réflexions simples.

Démonstration. Il suffit de le montrer pour une racine positive β car sα(α) = −α.

Écrivons β =
∑
α∈Π aαα et raisonnons par récurrence sur la somme

∑
α aα. Si cette

somme vaut 1, la racine β est simple. Sinon, comme < β, β >=
∑
α aα < β,α >> 0,

il existe une racine simple α0 telle que < β,α0 >> 0 et aα 6= 0. Soit γ = sα0
(β). On

a γ = β−2 <α0,β>
<α0,α0>

α0. Les coefficients de γ sur les racines simples autre que α0 sont

les mêmes que ceux de β, donc positifs et non tous nuls. Ceci montre que γ est une
racine positive par 5.20. La somme des coefficients de γ est strictement inférieure
à somme des coefficients de β. Donc par hypothèse de récurrence il existe w ∈ W
produit de réflexions simples tel que w(γ) = wsα0

(β) soit une racine simple. �
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�

Corollaire 5.26. Le groupe de Weyl est engendré par les réflexions simples.

Démonstration. Si β est une racine quelconque, le lemme 5.25 montre que β = w(α)
avec α ∈ Π et w produit de réflexions simples. On a alors sβ = wsαw

−1, donc sβ est
un produit de réflexions simples. Comme W est engendré {sβ | β ∈ Φ}, on obtient
le résultat. �

Ce dernier corollaire va nous permettre de prouver que l’action du groupe de
Weyl est en fait simplement transitive sur les bases :

Théorème 5.27. Si w(Φ+) = Φ+ alors w = 1.

Démonstration. Nous utilisons le lemme suivant

Lemme 5.28. Si w = s1 . . . sr est une écriture de longueur minimale de w ∈ W
comme produit de réflexions simples correspondant aux racines simples α1, . . . , αr,
on a w(αr) ∈ Φ−.

Preuve du lemme. Supposons par l’absurde que w(αr) ∈ Φ+ et soit i maximum
tel que sisi+1 . . . sr(αr) ∈ Φ+. Comme sr(αr) = −αr, on a i ≤ r − 1. Posons
β = si+1si+2 . . . sr−1(αr). C’est une racine positive qui devient négative par si.
Donc β = αi par 5.22. Or la réflexion de vecteur β = αi est le conjugué de sαr
par si+1si+2 . . . sr−1. Ceci s’écrit sisi+1si+2 . . . sr−1 = si+1si+2 . . . sr−1sr, d’où w =
s1 . . . si−1si+1 . . . sr−1, ce qui est une écriture de w plus courte que l’écriture donnée,
donc impossible. �

On en déduit immédiatement théorème. �

Exercice 5.29. Montrer par une méthode analogue que si w ∈W envoie une racine
simple α sur une racine négative et si w = s1 . . . sr est une expression minimale
de w comme produit de réflexions par rapport à des racines simples, il existe i
tel que si . . . sr = si+1 . . . srsα. En particulier il existe une écriture de longueur
minimale de w comme précédemment, qui se termine par sα. (ceci est la propriété
dite d’échange, qui prouve que W est un groupe de Coxeter ; voir [Bbk][IV §1 no
6 théorème 1]).

Étant donné une base d’un système de racines Φ on peut ordonner partiellement
Φ par α < β si β − α est combinaison linéaire de Π avec des coefficients positifs ;
ce n’est pas un ordre total sur Φ, par exemple deux racines simples ne sont pas
comparables (l’ordre sur V considéré plus haut est un ordre total qui raffine celui-
ci). La propriété suivante peut être utile :

Proposition 5.30. Soit Φ un système de racines ; on suppose donnée une base Π
de Φ et on suppose que Π n’est pas la réunion disjointe de deux parties mutuellement
orthogonales. Alors il existe une unique racine (positive) maximale pour l’ordre ci-
dessus.

Nous verrons plus bas que l’hypothèse sur Π signifie que Φ est un système de
racines dit “irréductible”.

Démonstration. Remarquons qu’une racine maximale est nécessairement positive.
Soit β une racine maximale ; on l’écrit β =

∑
α∈Π aαα Soit Π1 = {α ∈ Π | aα > 0}

et Π2 = {α ∈ Π | aα = 0} ; par hypothèse les racines de Π1 ne sont pas toutes
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orthogonales à toutes les racines de Π2 Or si α ∈ Π2 n’est pas orthogonale à Π1 on
a < β,α >< 0 par 5.18. Ceci implique α + β ∈ Φ par 5.13, ce qui est contraire à
l’hypothèse de maximalité. Donc ai > 0 pour tout i. Soit γ une racine maximale
distincte de β ; calculons < β, γ >=

∑
α aα < α, γ >. Par maximalité de γ et

par 5.13, chaque terme de cette somme est positif et comme les racines simples
forment une base de V , certains termes de cette somme ne sont pas nuls. On a donc
< β, γ >> 0, donc β− γ est une racine par 5.13. Soit β− γ, soit γ − β est positive,
ce qui contredit la maximalité de β et de γ. �

Exercice 5.31. On fixe un ordre sur Φ ; montrer qu’il existe un unique élément
w0 ∈W tel que w0(Φ+) = Φ−. Montrer que w0 est un élément d’ordre 2.

5.3. Classification des systèmes de racines. Pour classifier les systèmes de
racines on commence remarque d’abord que si Φ = Φ1∪Φ2 où les racines de Φ1 sont
orthogonales aux racines de Φ2 alors V = V1 ⊕ V2 où V1 et V2 sont respectivement
engendrés par Φ1 et Φ2 et chacun des ensembles Φi est un système de racines dans
Vi. On dit qu’un système de racines est irréductible si une telle décomposition
n’est pas possible. Il suffit de classifier les systèmes de racines irréductibles. Si Φ
n’est pas irréductible, il est clair que Φ a une base (donc toute base) qui est l’union
de deux sous-ensembles orthogonaux l’un à l’autre. La proposition suivante donne
une réciproque de cette propriété.

Proposition 5.32. Si la base Π d’un système de racines est union disjointe de
deux parties Π1 et Π2 mutuellement orthogonales alors Φ est la réunion disjointe
de deux systèmes de racines orthogonaux de bases respectives Π1 et Π2.

Démonstration. Si Π = Π1 ∪ Π2 avec Π1 ⊥ Π2, alors les réflexions sα avec α ∈ Π1

commutent avec les réflexions sα avec α ∈ Π2. L’espace V est la somme directe
orthogonale des sous-espaces V1 et V2 de bases respectives Π1 et Π2. Si W1 et
W2 sont les sous-groupes de W engendrés par les réflexions simples correspondant
respectivement à Π1 et Π2, les éléments de W1 commutent avec les éléments de
W2. Tout élément de W est produit d’un élément de W1 et d’un élément de W2.
Les éléments de W1 (resp. W2) agissent par l’identité sur V2 (resp. V1). Donc un
élément de W1 ∩ W2 agit trivialement sur V . Autrement dit W est le produit
direct W1 ×W2. On sait (5.25) que toute racine est l’image par un élément de W
d’une racine simple. Si w = w1w2 avec w1 ∈ W1 et w2 ∈ W2, et si α ∈ Π1, on
a w(α) = w1(α) et de même pour les racines de Π2. Donc Φ est l’union disjointe
Φ1 ∪ Φ2 avec Φ1 = W1(Π1) ⊂ V1 et Φ2 = W2(Π2) ⊂ V2. Par le lemme 5.12 Φ1 et
Φ2 sont des systèmes de racines dans V1 et V2 respectivement. Les ensembles Π1

et Π2 sont des bases respectives de ces deux systèmes, puisque leur union est une
base de Φ. �

Introduisons la matrice de Cartan d’un système de racines Φ. C’est la matrice
indexée par les éléments d’une base Π de Φ dont le coefficient dans la ligne α et
la colonne β vaut α∨(β). Par 5.21 cette matrice est indépendante du choix de la
base. Introduisons la matrice symétrique indexée par les racines simples dont les
coefficients diagonaux valent 2 et le coefficient d’indice (α, β) vaut −

√
α∨(β)β∨(α).

C’est la matrice d’une forme quadratique Q. Le coefficient ci-dessus peut s’écrire
2 <α,β>√

<α,α><β,β>
si <,> est un produit scalaire invariant par W .

Proposition 5.33. La matrice de Cartan d’un système de racines vérifie les condi-
tions suivantes
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(i) Les coefficients diagonaux valent 2 et les autres coefficients valent 0, −1,
−2 ou −3.

(ii) Si un coefficient est nul, le coefficient de mêmes indices dans la matrice
transposée est aussi nul.

(iii) La forme quadratique Q est définie positive.

De plus le système de racines est irréductible si et seulement si la matrice ne peut
pas s’écrire comme une matrice diagonale par blocs de façon non triviale.

Démonstration. Nous avons déjà vu la propriété (i). La dernière assertion provient
de la proposition 5.32. La propriété (ii) provient de la symétrie de <,>. La propriété
(iii) se prouve en remarquant que si x =

∑
α∈Π cαα, on a Q(x) = 2 < y, y > où

y =
∑
α∈Π

cαα√
< α,α >

. �

Nous allons montrer que ces conditions sont suffisament restrictives pour donner
toutes les matrices de Cartan possibles et fournir une classification. Remarquons
d’abord

Lemme 5.34. Si C = (cij) est une matrice vérifiant les conditions de 5.33 et si
C ′ = (c′ij) est une matrice de même taille vérifiant la condition 5.33(ii), telle que
c′ii = 2 et cij ≤ c′ij ≤ 0 pour i 6= j alors C ′ vérifie aussi les conditions (i) et (iii)
de 5.33.

Démonstration. Seule la relation (iii) nécessite une preuve. Soit Q′ la forme quadra-
tique associée à C ′ comme précédemment. Soit x un vecteur de coordonnées (xi) et

soit y le vecteur de coordonnées (|xi|) ; on aQ′(x) =
∑
i ciix

2
i−2

∑
i6=j

√
c′ijc
′
jixixj ≥∑

i ciix
2
i − 2

∑
i 6=j

√
c′ijc
′
ji|xixj | ≥ Q(y) ≥ 0, d’où la positivité de Q′ et aussi le fait

que Q′(x) = 0 implique x = 0. �

On prouve facilement :

Lemme 5.35. Si C vérifie les conditions de 5.33, toute matrice extraite de C
correspondant à un sous-ensemble des indices vérifie aussi ces conditions.

Pour classifier les matrices de Cartan, à toute matrice C = (cij)i,j∈I (où I est un
ensemble fini) vérifiant les conditions 5.33 on associe son graphe (ou diagramme)
de Dynkin. Remarquons d’abord que le fait que Q est définie positive impose que
pour tout couple (i, j) avec i 6= j, l’un des deux entiers cij ou cji vaut −1, ou
bien ils valent tous deux 0 (regarder la forme sur le sous-espace de dimension 2
correspondant à i et j). On considère le graphe qui a comme ensemble de sommets
l’ensemble I et où deux sommets i et j distincts sont reliés par une arête si cij =
cji = −1, deux arêtes si cij = −1 et cji = −2, trois arêtes si cij = −1 et cji = −3.
Ces arête sont orientées de i vers j si |cji| > |cij | ; dans le cas de la matrice de
Cartan d’un système de racines, cela revient à orienter les flèches de la racine la
plus longue vers la racine la plus courte pour <,>.

Le graphe de Dynkin d’une matrice de Cartan est connexe (on dit aussi irréductible)
si et seulement le système de racines est irréductible. Une matrice vérifiant les condi-
tions 5.33 est déterminée par son graphe de Dynkin. Voici une liste de graphes de
Dynkin connexes dont nous verrons que les matrices vérifient les condition de 5.33.
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L’indice dans le nom du graphe représente le nombre de sommets.

(5.36)

An (n ≥ 1) : • •· · · · · ·• •
Bn (n ≥ 2) : • < • •· · · · · ·• •
Cn (n ≥ 2) : • > • •· · · · · ·• •

Dn (n ≥ 3) : • •

•

•· · · · · ·• •

En (n = 6, 7, 8) : • • •

•

•· · · · · ·• •
F4 : • • < • •
G2 : • < •

Exercice 5.37. Écrire les matrices de Cartan correspondant à chacun de ces dia-
grammes.

Remarque 5.38. Les diagrammes B2 et C2 sont identiques, de même que A3 et
D3. En dehors de cette cöıncidence les systèmes de racines correspondants à ces
diagrammes sont deux à deux non isomorphes d’après le théorème suivant.

Théorème 5.39. (i) Une matrice vérifie les conditions de 5.33 si et seule-
ment si chaque composante connexe de son graphe de Dynkin est l’un des
graphes ci-dessus.

(ii) Chacun des diagrammes ci-dessus est le diagramme d’un système de ra-
cines. Ces systèmes sont deux à deux non isomorphes à l’exception de
B2 = C2 et A3 = D3.

Démonstration. Remarquons que les conditions 5.33 ne dépendent pas de l’orienta-
tion des arêtes du graphe de Dynkin. Pour prouver (i) nous montrons que certains
diagrammes sont impossibles et nous utilisons les lemmes 5.34 et 5.35.

Lemme 5.40. Pour les diagrammes suivants la forme Q de 5.33 est dégénérée
quelle que soit l’orientation des flèches :

A : •
PPPPP

•
nnnnn • • • •

B : •1 •3

•2

• •· · · · · ·• • •
C : • • •· · · · · ·• • •

D : •1 •3

•2

• •· · · · · ·• •

•n−1

•n

F : • • • • •
G : • • •

Démonstration. Pour chacun de ces diagrammes nous donnons un vecteur dans le
noyau de Q : A : (1, 1, . . . , 1), B : ( 1√

2
, 1√

2
,
√

2, . . . ,
√

2, 1), C : (1,
√

2, . . . ,
√

2, 1),

D : (1, 1, 2, 2 . . . , 2, 1, 1), F : (1, 2, 3, 2
√

2,
√

2), G : (
√

3, 2, 1), où ces vecteurs sont
représentés dans la base numérotée comme indiqué sur le diagramme. �
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Démontrons maintenant le (i) du théorème. Pour le cas d’un diagramme ayant
trois branches, de longueurs p, q et r avec un sommet commun et toutes les arêtes
simples (voir figure), nous donnons une formule pour la forme Q.

•1 •2· · · · · ·•p−1 •

...

•1

•r−1

•q−1· · · · · ·•1

Si on note respectivement x1, . . . xp−1, y1, . . . , yq−1, z1, . . . , zr−1 les coordonnées
d’un vecteur x sur les éléments de base correspondant à chaque branche et u la
coordonnée sur le vecteur de base correspondant au sommet commun aux trois
branches, le lecteur vérifiera que

Q(x) = Cp(x1, . . . , xp−1, u) + Cq(y1, . . . , yq−1, u)

+ Cr(z1, . . . , zr−1, u) +
u2

2
(
1

p
+

1

q
+

1

r
− 1),

où Cn(a1, . . . , an) =
∑i=n−1
i=1

i
2(i+1) (ai+1 − i+1

i ai)
2. Ceci montre que Q est définie

positive si et seulement si 1
p + 1

q + 1
r > 1, ce qui montre qu’une des branches doit

être de longueur 2 et que si la deuxième est de longueur 3 la dernière ne peut être
que de longueur 3, 4, ou 5. Si on a deux branches de longueur 2 la troisième peut
être de longueur arbitraire.

D’autre part, remarquons que le diagramme de Dynkin de C ′ dans le lemme
5.34 s’obtient à partir de celui de C en diminuant le nombre d’arêtes entre deux
sommets donnés. Donc par les lemmes 5.34 et 5.35, pour tous le graphes contenant
les graphes du lemme précédent comme sous-graphes, éventuellement après avoir
diminué le nombre d’arêtes entre deux sommets, la forme Q est dégénérée. Il ne
reste alors comme possibles que les diagrammes de l’énoncé.

La preuve de (ii) consiste à construire explicitement un système de racines pour
chacun des diagrammes. Nous donnons ci-dessous les cas An, Bn, Cn, Dn, F4 et
G2. Pour les types E6, E7 et E8 nous renvoyons à Bourbaki, [Bbk, Chapitre VI, §4]
Pour vérifier que ce sont bien des systèmes de racines on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.41. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n ; on note <,>
le produit scalaire. Soit L un sous-groupe discret de V , soit Λ un ensemble fini de
réels strictement positifs ne contenant pas à la fois deux nombres de la forme λ et
4λ et soit R l’ensemble des α ∈ L tels que < α,α >∈ Λ. Si R engendre V et si
2<α,β><α,α> est entier pour tout α et tout β dans R alors R est un système de racines

dans V .

Preuve du lemme. L’ensemble R est fini car Λ est fini et L discret. L’axiome (i) des
systèmes de racines est donc vérifié. L’hypothèse faite sur Λ assure aussi l’axiome
(iv) des systèmes de racines : en effet 2<α,β>

<α,α> et 2<α,β>
<β,β> sont des entiers, donc si

β = rα avec r ∈ R, |r| > 1 alors 2|r| et 2/|r| sont des entiers différents de 2 donc
r = ±2, ce qui contredit l’hypotèse sur Λ.

Si on pose α∨ = 2 α
<α,α> l’axiome (iii) est bien vérifié. On a sα(β) = β−2<α,β><α,α>α,

donc sα(β) ∈ L puisque 2<α,β><α,α> est entier. Comme de plus sα(β) et β ont même

carré scalaire, on a bien sα(β) ∈ R, d’où l’axiome (ii) des systèmes de racines. �
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Nous laissons le lecteur trouver pour les exemples (i), (ii), (iv), (v) et (vi) ci-
dessous un sous-groupe discret L et un ensemble Λ comme dans le lemme et vérifier
les hypothèse du lemme. Le type Cn s’obtient en considérant le système des cora-
cines d’un sytème de type Bn.

Montrons que ces systèmes de racines sont deux à deux non isomorphes, sauf
pour les exceptions du théorème. Deux systèmes de rang différents ne peuvent pas
être isomorphes. Si les matrices de Cartan sont différentes, les systèmes ne sont
pas non plus isomorphes, en particulier si l’un des systèmes n’a qu’une longueur de
racines et l’autre deux longueurs de racines. Ces arguments suffisent à prouver le
résultat. �

Exemples 5.42. (i) Considérons l’algèbre de Lie sln(C). On a vu dans 4.22
que l’algèbre des matrices diagonales est une sous-algèbre de Cartan H
et que le système de racines est l’ensemble des vecteurs ei − ej dans un
espace vectoriel de dimension n de base ei où ei est la forme linéaire sur
H : diag(ai) 7→ ai. Les racines sont dans un hyperplan de cet espace. Une
base Π est formée des racines αi = ei − ei+1 pour i = 1, . . . , n − 1. Le
diagramme de Dynkin est de type An−1. On a Φ+ = {αi+αi+1 + · · ·+αj |
1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1}.

(ii) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(ei) l’ensemble constitués des vecteurs ±ei ± ej et des vecteurs ±ei. On
obtient un système de racines de type Bn. Une base est constituée des
vecteurs ei+1 − ei et e1.

(iii) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(ei) l’ensemble constitués des vecteurs ±ei ± ej et des vecteurs ±2ei. On
obtient un système de racines de type Cn. Une base est constituée des
vecteurs ei+1 − ei et 2e1.

(iv) Considérons dans un espace euclidien de dimension n de base orthonormée
(ei) l’ensemble constitués des vecteurs ±ei± ej . On obtient un système de
racines de type Dn. Une base est constituée des vecteurs (e1 − e2, e1 +
e2, e3 − e1, e4 − e3, . . . , en − en−1).

(v) Le système de type F4 s’obtient en considérant dans un espace euclidien de
base orthonormée (e1, e2, e3, e4) les vecteurs ±ei± ej , ±ei et 1

2 (±e1± e2±
e3± e4). Une base est donnée par (e2− e3, e3− e4, e4,

1
2 (e1− e2− e3− e4)).

(vi) Considérons dans le plan euclidien muni d’une base orthonormée (e1, e2)

les vecteurs α1 = e1 et α2 = 1
2 (−3e1 +

√
3e2). Ces deux vecteurs forment

la base d’un système de racines de type G2. Les racines positives sont
{α1, α2, α1 + α2, α2 + 2α1, α2 + 3α1, 2α2 + 3α1}.

Exercices 5.43. (i) Montrer que dans un système de racines de type An, Dn

ou En toutes les racines ont même longueur. Montrer que dans un système
de racines de type Bn, Cn, F4 ou G2 il y a deux longueurs possibles pour
les racines. Montrer que dans un système de racines de type Bn les racines
longues forment un système de racines de type Dn (en considérant que

D2 = A1 × A1). Étudier de façon analogue les racines longues dans les
systèmes de racines de type Cn, F4 et G2. Répondre à la même question
pour les racines courtes.

(ii) Quel est le type du système des coracines pour chacun des systèmes irréductibles ?
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6. Classification des algèbres de Lie semi-simples complexes,
automorphismes

6.1. Représentations de sl2. La proposition 4.24 montre qu’une algèbre de Lie
L semi-simple contient des sous-algèbres isomorphes à sl2, ce qui fait de L un
sl2-module. La théorie des représentations de sl2 va nous permettre d’étudier la
structure des algèbres de Lie semi-simples. On suppose dans cette section le corps
de base k de caractéristique 0 et il sera supposé algébriquement clos à partir de 6.7.
On considère l’anneau de polynômes k[X,Y ] et on note ∂X et ∂Y les dérivations par
rapport à X et à Y respectivement. On note A2 la sous-algèbre de End(k[X,Y ])
engendrée par X,Y, ∂X , ∂Y où X (resp. Y ) dans End(k[X,Y ]) désigne la multipli-
cation par X (resp. par Y).

Remarque 6.1. L’algèbre A2 s’appelle l’algèbre de Weyl de rang 2. On peut
évidemment faire la même construction avec n variables et obtenir l’algèbre de
Weyl An de rang n.

Exercice 6.2. (i) Montrer que l’ensemble des opérateurs différentiels de degré
1 en les ∂Xi est un k[X1, . . . , Xn]-module libre de base (∂X1, . . . , ∂Xn).

(ii) Montrer que si on appelle dérivation de k[X1, . . . , Xn] une application
linéaire D : k[X1, . . . , Xn] → k[X1, . . . , Xn] telle que D(PQ) = D(P )Q +
PD(Q), alors le module libre de la question précédente est exactement
l’ensemble de toutes les dérivations de k[X1, . . . , Xn].

(iii) Plus généralement on appelle dérivation d’un espace vectoriel A muni
d’une application bilinéaire ϕ : A × A → A (par exemple une algèbre
associative ou une algèbre de Lie) une application linéaire D : A→ A qui
vérifie D(ϕ(x, y)) = ϕ(x,D(y)) + ϕ(y,D(x)). Montrer que si L est une
algèbre de Lie, pour tout x ∈ L, ad(x) est une dérivation de L. Montrer
que de même si A est une algèbre associative alors pour tout x ∈ A, ad(x)
est une dérivation de A

Lemme 6.3. Les relations suivantes sont vérifiées dans A2 :

(i) [∂X , ∂Y ] = [X,Y ] = [∂X , Y ] = [∂Y , X] = 0.

(ii) [∂X , X] = [∂Y , Y ] = 1

Proposition 6.4. L’application sl2(k) → A2 qui envoie E, F , H respectivement
sur Y ∂X , X∂Y et Y ∂Y −X∂X définit une représentation de l’algèbre de Lie sl2.

Démonstration. Il faut vérifier les trois relations

[Y ∂X , X∂Y ] = Y ∂Y −X∂X ,

[Y ∂Y −X∂X , Y ∂X ] = 2Y ∂X ,

[Y ∂Y −X∂X , X∂Y ] = −2X∂Y .

Utilisons 6.2(iii). On obtient

[Y ∂X , X∂Y ] = [Y ∂X , X]∂Y +X[Y ∂X , ∂Y ] =

Y [∂X , X]∂Y + [Y,X]∂X∂Y + [X,Y ]∂X∂Y +X[Y, ∂Y ]∂X .

Par le lemme 6.3 cette dernière expression vaut Y ∂Y − X∂X , d’où la première
relation. Les autres se vérifient de façon analogue. �
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Notons k[X,Y ]n la composante de k[X,Y ] formée des polynômes homogènes de
degré total n. Les actions de E, F et H conservent le degré total, donc chaque
k[X,Y ]n est un sous-sl2(k)-module de k[X,Y ].

Proposition 6.5. Le sl2(k)-module k[X,Y ]n est simple. Quand n varie ces modules
sont deux à deux non isomorphes.

Rappelons qu’un module simple est un module non nul qui n’a pas de sous-
module autre que lui-même et {0}.

Démonstration. Le monôme XiY n−i est un vecteur propre de H pour la valeur
propre n− 2i car (Y ∂Y −X∂X)(XiY n−i) = (n− i)XiY n−i− iXiY n−i. Comme les
XiY n−i forment une base de k[X,Y ]n on a ainsi toutes les valeurs propres de H,
qui sont donc toutes dans k. Si V est un sous-module non nul de k[X,Y ]n. Il est
stable par H et comme toutes les valeurs propres de H sont dans k, le sous-espace V
doit contenir au moins un vecteur propre de H, donc un des monômes XiY n−i. Or
par l’action itérée de E, ce monôme donne à des constantes près tous les monômes
XjY n−j avec j < i et par l’action de F il donne tous les monômes XjY n−j avec
j > i. On a donc V = k[X,Y ]n.

Ces modules étant de dimensions toutes différentes, ils sont deux à deux non
isomorphes. �

Notation 6.6. Par abus de notation nous désignerons dans la suite les poids de la
sous-algèbre de Cartan kH de sl2 par leur valeur sur H.

Avec cette notation, les poids de sl2 dans k[X,Y ]n sont les entiers −n,−n +
2,−n+ 4, . . . , n− 2, n.

Dans la suite de cette section le corps est de plus supposé algébriquement clos.

Théorème 6.7. Tout sl2-module simple de dimension finie est isomorphe à un des
modules k[X,Y ]n (pour un unique n).

Démonstration. Soit V un sl2-module simple de dimension finie. Par 4.11 on a
V = ⊕λVλ où λ parcourt les poids de l’algèbre commutative kH. Par 4.10 chaque
Vλ contient un vecteur propre pour H. Si v est un vecteur propre de H pour
λ, alors H(E.v) = EH.v + [H,E].v = λE.v + 2E.v = (λ + 2)Ev, et de même
H(Fv) = (λ−2)Fv. Donc si EiVλ 6= 0 (resp. F iVλ 6= 0), λ+2i (resp. λ−2i) est un
poids. Comme la dimension est finie, il n’y a qu’un nombre fini de poids. Fixons un
poids λ tel que Vλ+2 = 0 et soit v ∈ Vλ un vecteur propre de H. On pose vi = F iv ;
c’est un vecteur propre de H pour la valeur propre λ − 2i. Les vi non nuls sont
indépendants puisque ce sont des vecteurs propres de H pour des valeurs propres
distinctes. Le sous-espace engendré par les vi est stable par par F et H. Il est aussi
stable par E car

Lemme 6.8. Evi = i(λ− i+ 1)vi−1.

Preuve du lemme. Evi = EFvi−1 = FEvi−1 + [E,F ]vi−1 = FEvi−1 + Hvi−1 =
(i− 1)(λ− i+ 2)vi−1 + (λ− 2(i− 1))vi−1 = i(λ− i+ 1)vi−1, l’avant-dernière égalité
par récurrence. �

Soit m le plus grand entier tel que vm 6= 0 ; le sous-espace de base (v0, v1, . . . , vm)
est donc un sous sl2-module non nul de V donc est égal à V car V est un module
simple. De plus le lemme appliqué avec i = m + 1 donne 0 = (m + 1)(λ − m),
ce qui prouve que λ = m est entier positif. On a donc V = ⊕i=mi=−mVm−2i, chaque
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Vm−2i est de dimension 1, et l’action de E, H et F sur les vi montre que ce module
est isomorphe à k[X,Y ]m, l’isomorphisme envoyant vi sur m(m − 1) . . . (m − i +
1)XiY m−i. �

Corollaire 6.9. (i) Les poids d’un sl2-module simple de dimension finie ont
tous même parité et le sous-espace de poids 0 ou 1, suivant la parité, d’un
tel module est toujours de dimension 1.

(ii) Soit V un sl2-module de dimension finie non nul ; notons V0,1 la somme
directe du sous-espace de poids 0 et du sous-espace de poids 1 de V ; alors
V0,1 est non nul et V est simple si et seulement si V0,1 est de dimension
1.

Démonstration. La propriété (i) se déduit de la description des sl2 modules simples
de dimension finie. Comme tout module de dimension finie contient un module
simple on obtient la première assertion de (ii). D’autre part, si V est un sl2-module,
on peut le décomposer en somme directe d’espaces de poids pour H. Si V ′ est un
sous-module il est aussi la somme directe d’espaces de poids. On a donc V = ⊕λVλ
et V ′ = ⊕λV ′λ où V ′λ est un sous-espace vectoriel de Vλ. Donc V/V ′ = ⊕λVλ/V ′λ
et Vλ/V

′
λ est de poids λ pour H. Si l’espace de poids 0 ou 1 est de dimension 1 il

est nécessairement dans V ′, donc il n’y en a pas dans le quotient, qui est donc nul
d’après la première assertion. �

6.2. Relations de Serre, théorèmes d’existence, d’unicité et d’isomor-
phisme. Il s’agit de trouver un système de générateurs et de relations pour toute
algèbre de Lie semi-simple complexe, le but étant de montrer qu’il existe telle
algèbre de Lie, unique à isomorphisme près, pour chaque système de racines. Soit
L une algèbre de Lie semi-simple complexe, H une sous-algèbre de Cartan, Φ le
système de racines et Π une base de Φ. On sait que pour toute racine α on peut
trouver un triplet d’éléments non nuls (eα, fα, hα) ∈ Lα × L−α ×H tels que
• [eα, fα] = hα,
• [hα, eα] = 2eα
• [hα, fα] = −2fα

La sous-algèbre de base (eα, fα, hα) est isomorphe à sl2 ; nous la noterons slα. On
dira que (eα, fα, hα) est un sl2-triplet.

Proposition 6.10. Si α, β et α+ β sont des racines, on a [Lα, Lβ ] = Lα+β.

Démonstration. Rappelons que l’on sait que [Lα, Lβ ] ⊂ Lα+β . Considérons le sous-
espace V = ⊕n∈ZLβ+nα. Comme β 6= ±α, chaque terme de la somme directe est de
dimension 0 ou 1. L’espace V est stable par les actions adjointes de eα, fα et hα.
C’est donc un slα-module. Le poids de hα sur Lβ+nα est β(hα) + 2n. Les espaces
de poids pour hα dans V sont donc tous de dimension 1, ce qui montre que V est
simple par 6.9(ii). Donc V est isomorphe à C[X,Y ]β(hα)+2m pour un certain m. En
particulier comme α + β est une racine, l’action de slα sur V ' C[X,Y ]β(hα)+2m

montre que [eα, Lβ ] = Lα+β . �

Corollaire 6.11. L’algèbre de Lie L est engendrée par les eα et les fα pour α ∈ Π.

Démonstration. On sait que les hα forment une base deH et par définition [eα, fα] =
hα. D’autre part pour toute racine non simple positive β il existe une racine simple
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α telle que β−α soit une racine. Par récurrence sur l’ordre, en utilisant la proposi-
tion précédente on voit que les eα pour α ∈ Π engendrent la sous-algèbre ⊕β∈Φ+Lβ .
De même les fα pour α ∈ Π engendrent la sous-algèbre ⊕β∈Φ−Lβ . �

Proposition 6.12 (Relations de Serre). Soient α et β deux racines simples dis-
tinctes. On a

(i) ad(eα)−β(hα)+1(Lβ) = 0.

(ii) ad(fα)−β(hα)+1(L−β) = 0.

Démonstration. Le sous-espace ad(eα)−β(hα)+1(Lβ) est de poids β − β(hα)α + α
pour H. Or β − β(hα)α+ α = sα(β − α). Comme α et β sont des racines simples,
β − α n’est pas une racine, donc sα(β − α) n’est pas non plus une racine. Donc il
n’y a pas de sous-espace correspondant au poids β − β(hα)α+ α dans L, d’où (i).
La relation (ii) se démontre de la même manière. �

Théorème 6.13 (Théorème d’unicité et d’existence). (i) Une algèbre de Lie
semi-simple complexe de système de racines Φ de base Π, de matrice de
Cartan (Cα,β) est engendrée par les {eα | α ∈ Π} ∪ {fα | α ∈ Π} ∪ {hα |
α ∈ Π} avec comme seules relations

• [hα, hβ ] = 0

• [eα, fβ ] = hαδα,β

• [hα, eβ ] = Cα,βeβ

• [hα, fβ ] = −Cα,βfβ
• ad(eα)−Cα,β+1(eβ) = 0.

• ad(fα)−Cα,β+1(fβ) = 0.

(ii) Pour toute matrice C vérifiant les conditions (i) à (iii) de 5.33 il existe une
algèbre de Lie semi-simple complexe ayant C comme matrice de Cartan.

Une conséquence de ce théorème est que les algèbres de Lie simples complexes
sont en bijection avec les diagrammes de Dynkin de la liste 5.36. Nous ne démontrons
pas ce théorème. Le lecteur peut se reporter à [S2, Chapitre 6], [H, §18] ou [Ca,
Chapitre 7]. On a déjà vu que l’algèbre de Lie simple de type An est sln. On peut
montrer que les algèbres de Lie simples de type respectifs Bn, Cn et Dn sont les
algèbres de Lie des groupes de Lie SO2n+1, Sp2n et SO2n (voir section 1).

Corollaire 6.14. Soient L et L′ deux algèbres de Lie semi-simples complexes.
Fixons des sous-algèbres de Cartan respectives H et H ′ et notons Φ et Φ′ les
systèmes de racines correspondants. Supposons qu’il existe un isomorphisme ϕ de
Φ sur Φ′ ; notons encore ϕ l’isomorphisme induit de H sur H ′. Soit Π une base
de Φ et Π′ = ϕ(Π). Choisissons des éléments non nuls eα ∈ Lα pour tout α ∈ Π
et des éléments non nuls eα′ ∈ Lα′ pour tout α′ ∈ Π′. Alors il existe un unique
isomorphisme f : L ' L′ tel que f(eα) = eϕ(α) pour tout α ∈ Π et f cöıncide avec
ϕ sur H.

Les algèbres étant semi-simples, les sous-algèbres de Cartan sont engendrées
par les coracines donc un isomorphisme de systèmes de racines induit bien un
isomorphisme sur les sous-algèbres de Cartan.
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Démonstration. Les hα étant donnés, il existe pour tout α ∈ Π un unique fα ∈ L−α
tel que [eα, fα] = hα, et de même dans L′. Alors les eα et les fα engendrent L par
6.11, d’où l’unicité.

Les systèmes de racines étant isomorphes, les matrices de Cartan sont égales,
donc les relations de 6.11 sont les mêmes dans les deux algèbres. Comme ces re-
lations constituent une présentation de L et de L′ il existe un morphisme comme
annoncé et c’est un isomorphisme car le même raisonnement en échangeant les rôles
de L et L′ fournit un morphisme inverse. �

Application : L et H étant données, pour tout automorphisme π du diagramme
de Dynkin et choix des eα pour α simple, il existe un automorphisme de l’algèbre
de Lie qui envoie eα sur eπ(α). On voit sur la liste des diagrammes de Dynkin
irréductibles que seuls les diagrammes de type An, Dn et E6 ont des automor-
phismes non triviaux, qui sont d’ordre 2 sauf dans le cas D4 où le diagramme a des
automorphismes d’ordre 3.

Autre application : Partons de l’automorphisme de Φ qui envoie α sur −α pour
toute racine. Cet automorphisme agit par −1 sur H. L’image de Π est −Π. Choi-
sissons −fα comme e−α. Donc il existe un automorphisme qui envoie eα sur −fα
pour tout α simple. Cet automorphisme est une involution car il doit envoyer fα
sur −eα. Dans le cas de sln cet automorphisme est A 7→ −tA. (vérifier que ceci est
bien un automorphisme d’algèbres de Lie).

7. Représentations des algèbres de Lie semi-simples

7.1. Modules de plus haut poids, modules de Verma. Nous allons étudier
plus en détail les représentations de dimension finie des algèbres de Lie semi-simples
complexes. On fixe une sous-algèbre de Cartan H d’une algèbre de Lie semi-simple L
et on choisit un ordre sur le système de racines Φ. On note Π la base correspondante
de Φ. On choisit aussi un sl2-triplet (eα, fα, hα) pour chaque racine α. On sait déjà
par 4.11 que si V est un L-module de dimension finie on a V = ⊕λVλ où λ parcourt
les poids de H dans V . Soit λ un poids de H dans V . On dit que v ∈ V − {0} est
un vecteur primitif de poids λ si h.v = λ(h)v pour tout h ∈ H et si Lα(v) = 0
pour tout α ∈ Φ+ ou, ce qui revient au même, pour tout α ∈ Π. Comme l’ensemble
des poids de H dans V est fini il existe dans V des poids maximaux. Comme
Lα(Vλ) ⊂ Vλ+α pour toute racine α, si λ est un poids maximal on a Lα(Vλ) = {0}
pour tout α ∈ Φ+. Donc, par 4.10 il existe des vecteurs primitifs dans tout L-
module de dimension finie (par contre il existe des modules de dimension infinie
qui n’ont pas d’élément primitif).

Proposition 7.1. Si v est un vecteur primitif de poids λ dans un L-module V (pas
nécessairement de dimension finie) alors

(i) Le L-sous-module E engendré par v est un module indécomposable.

(ii) Le L-module E est engendré linéairement par les fm1
α1
◦ fm2

α2
◦ · · · ◦ fmrαr (v),

où Φ+ = {α1, . . . , αr} et mi ∈ N pour tout i.

(iii) On a E = ⊕µEµ où la somme porte sur les poids de H dans E.

(iv) Les poids de H dans E sont tous de la forme λ−
∑
α∈Π nαα où les coeffi-

cients nα sont entiers positifs ou nuls et dim(Eλ) = 1.

(v) Pour tout poids µ de H on a Eµ = {x ∈ E | h.x = µ(h)x pour tout h ∈ H}
et la dimension de Eµ est finie.
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Un module est dit indécomposable s’il n’est pas la somme directe de deux sous-
modules non nuls.

Démonstration. Décomposons l’algèbre L = L− ⊕H ⊕L+ où L+ (resp. L−) est la
somme des Lα pour α positif (resp. négatif). Par le théorème de Poincaré-Birkhoff-
Witt, l’algèbre enveloppante U(L) de L est linéairement engendrée par les éléments
fm1
α1
fm2
α2
· · · fmrαr he où h parcourt l’algèbre enveloppante de H et e l’algèbre enve-

loppante de L+. Comme L+v = 0 et Hv = kv, on en déduit que le module E
est linéairement engendré par les fm1

α1
fm2
α2
· · · fmrαr v, ce qui est l’assertion (ii). On

en déduit aussi (iii) et (iv) car fm1
α1
◦ fm2

α2
◦ · · · ◦ fmrαr (v) est un vecteur de poids

λ−
∑
imiαi et chaque αi est une somme de racines simples ; de plus λ−

∑
imiαi

n’est égal à λ que si tous les mi sont nuls donc Eλ ne contient que les vecteurs
colinéaires à v. On a (v) car fm1

α1
◦ fm2

α2
◦ · · · ◦ fmrαr (v) est un vecteur propre pour

tous les éléments de H. La dimension de Eµ est finie car Eµ est engendré par les

fm1
α1
◦ fm2

α2
◦ · · · ◦ fmrαr (v) tels que µ = λ−

∑i=r
i=1miαi qui sont en nombre fini.

Il reste à prouver (i). Si E est la somme directe de deux sous-modules E1 et E2

alors Eλ = (E1)λ ⊕ (E2)λ, et comme dimEλ = 1 on a par exemple Eλ ⊂ E1. Or
Eλ engendre E par définition. Donc E = E1. �

Définition 7.2. Un module (indécomposable) engendré par un vecteur primitif de
poids λ est appelé module de plus haut poids λ.

Pour tout poids λ de H, on peut construire un L-module de plus haut poids λ
de la façon suivante : on considère le quotient de l’algèbre enveloppante U(L) par
l’idéal à gauche engendré par L+ et les éléments h − λ(h) pour h ∈ H. C’est un
L-module. Soit vλ l’image de 1 ∈ U(L) dans ce quotient. C’est par construction un
vecteur primitif de poids λ.

Définition 7.3. Le module construit ci-dessus s’appelle le module de Verma de
poids λ. Nous le noterons M(λ).

Par construction tout L-module de plus haut poids λ est un quotient de M(λ).

Remarques 7.4. (i) Le module M(λ) n’est pas de dimension finie. Plus préci-
sément, on a M(λ) = U(L−).vλ et par le théorème de Poncaré-Birkhoff-
Witt M(λ) a donc une base formée des fm1

α1
fm2
α2
· · · fmrαr (vλ) comme dans

7.1(ii). Remarquons aussi que, si on note B la sous-algèbre de Lie H⊕L+,
on peut voir M(λ) comme le produit tensoriel U(L)⊗U(B) Cλ, où Cλ est

le B-module de dimension 1 où L+ agit par 0 et H agit par λ.

(ii) La preuve du théorème 6.7 montre que si un sl2(C)-module V de plus haut
poids λ est de dimension finie, alors λ est un entier positif.

Nous pouvons maintenant décrire tous les L-module simples ayant un élément
primitif. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 7.5. (i) Si un L-module simple V contient un élément primitif,
cet élément est unique, à un scalaire près. Le poids de cet élément sera
appelé plus haut poids de V .

(ii) Deux L-modules simples possédant des éléments primitifs sont isomorphes
si et seulement si ils ont le même plus haut poids.

(iii) Pour tout λ ∈ H∗ il existe un (unique à isomorphisme près) L-module
simple de plus haut poids λ.
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Les assertions (i) et (ii) de ce théorème s’appliquent en particulier aux modules
simples de dimension finie puisqu’ils possèdent toujours des éléments primitifs.

Démonstration. Soit v un vecteur primitif de poids λ. Le sous-module engendré par
v doit être égal à V tout entier, puisque V est simple. La proposition 7.1 montre
que si v′ est un élément primitif de poids λ′ alors λ′ − λ et λ − λ′ sont tous deux
sommes de racines positives ce qui n’est possible que si λ = λ′. On sait aussi par
7.1 que Vλ est de dimension 1, d’où l’assertion (i).

Montrons (ii). Soient V1 et V2 deux L-modules simples, et v1 et v2 des éléments
primtifs respectifs de V1 et V2 de même poids λ. Posons V = V1 ⊕ V2. C’est un
L-module dont le vecteur v = v1 +v2 est primitif de poids λ. Soit E le sous-module
engendré par v. Considérons p1 et p2, les restrictions à E des deux projections de
V dans V1 et V2. Les images de p1 et p2 sont des sous-modules et ne sont pas
nulles car pi(v) = vi ; donc la simplicité de V1 et V2 impliquent que ces projections
sont surjectives. D’autre part le noyau E ∩ V2 de p1 est un sous-module de V2

qui ne contient pas v2 puisque les vecteurs primitifs de poids λ de E sont tous
proportionnels à v1 + v2. Ce noyau est donc nul et de même pour le noyau de p2.
Donc p1 et p2 sont des isomorphismes, d’où le résultat.

Soit M(λ)− la somme des sous-modules stricts du module de Verma M(λ). Les
poids d’un sous-module strict de M(λ) sont tous différents de λ puisque les vecteurs
de poids λ sont tous colinéaires et engendrent M(λ) comme L-module. On a donc
M(λ)− ⊂ ⊕µ6=λM(λ)µ 6= M(λ). Par construction le quotient M(λ)/M(λ)− est
simple de plus haut poids λ d’où (iii). �

Remarquons que la preuve de (iii) montre que M(λ) possède un unique sous-
module maximal, donc aussi un unique quotient simple.

Notation 7.6. Le L-module simple de poids λ sera noté S(λ).

Nous aurons besoin aussi du résultat suivant sur les sl2-modules de dimension
finie :

Proposition 7.7. Si V est un sl2-module de dimension finie et si v ∈ V est un
vecteur propre de poids m ∈ Z alors Fmv 6= 0 (resp. E−mv 6= 0) si m > 0 (resp.
m < 0).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la dimension de V . Remarquons que
la description des sl2-modules simples donnée dans 6.5 et 6.7 montre que le résultat
est vrai pour un module simple. C’est le départ de la récurrence. Soit V1 un sous-
module maximal de V . Le quotient V/V1 est simple donc isomorphe à k[X,Y ]n
pour un certain n. Soit v est un vecteur comme dans l’énoncé, si v ∈ V1, on obtient
le résultat par récurrence. Sinon son image dans le quotient est non nulle, et on
obtient le résultat car Fmv (resp. E−mv) a une image non nulle dans V/V1 donc
est non nul. �

Théorème 7.8. Un module simple de plus haut poids λ est de dimension finie si
et seulement si λ(hα) ∈ N pour toute racine simple α ∈ Π.

Démonstration. Si V est un module de dimension finie de plus haut poids λ et v
un vecteur primitif de poids λ, alors v engendre un slα-module de plus haut poids
λ(hα), de dimension finie pour toute racine α ∈ Φ+, donc, par 7.4(ii) on a bien
λ(hα) ∈ N pour toute racine α ∈ Φ+.
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Réciproquement, soit v un vecteur de plus haut poids λ d’un module simple V
tel que λ(hα) soit entier positif pour tout α ∈ Π. Soit α une racine simple ; posons

vα = f
λ(hα)+1
α .v. Le lemme 6.8, qui est applicable à tout vecteur primitif d’un

sl2-module, montre que eαvα = 0. D’autre part pour β racine simple différente

de α, comme fα et eβ commutent on a eβvα = f
λ(hα)+1
α eβv = 0, puisque v est

primitif. Si vα est non nul, c’est donc aussi un vecteur primitif. Mais son poids
est λ− λ(hα)α ce qui est en contradiction avec l’unicité de l’élément primitif de V
énoncée dans 7.5(i). Donc vα est nul et le sous espace vectoriel engendré par les f iαv,
pour i = 0, . . . , λ(hα), est un slα-module de dimension finie d’après les formules de
6.8.

Soit V1 la somme de tous les sous slα-modules de dimension finie de V . D’après
ce qui précède V1 n’est pas nul. Remarquons que si V ′ est un sous slα-module
de V alors

∑
x∈L x.V

′ est un slα-module. De plus on obtient la même somme
en faisant parcourir à x une base de L. Si V ′ est de dimension finie on a donc∑
x∈L x.V

′ ⊂ V1. Ceci montre que V1 est un L-module, donc V1 = V puisque V
est un module simple. Donc V est somme de slα-modules de dimension finie, ce qui
signifie que tout élément de V est dans un slα-modules de dimension finie. Nous
allons montrer que l’ensemble des poids de V est stable par sα. Soit x ∈ V un
vecteur de poids µ. On sait par 7.1(iv) que µ(hα) est un entier m. Posons y = fmα x
si m > 0, resp. y = e−mα x si m < 0. La proposition 7.7, applicable puisque y est
dans un slα-module de dimension finie montre que y 6= 0. Or le poids de y est
µ−mα = µ− µ(hα)α = sα(µ), d’où l’assertion.

En utilisant la propriété précédente nous montrons que l’ensemble des poids de V
est fini. Comme l’ensemble de ces poids est stable par toutes les réflexions simples,
il est stable par le groupe de Weyl donc par l’élément w0 qui envoie Π sur −Π (voir
exercice 5.31). Si µ est un poids de V on a µ = λ−

∑
α∈Π nαα, où les nα sont des

entiers positifs par 7.1(iv). On a w0(µ) = w0(λ) +
∑
α∈Π pαα où les pα sont égaux

aux nα à l’ordre près. Comme w0(λ) est un poids on a w0(λ) = λ−
∑
α∈Π aαα avec

aα entiers positifs. On a donc w0(µ) = λ −
∑
α∈Π(aα − pα)α, ce qui montre que

pour pα ≤ aα pour tout α ∈ Π. Donc les nα sont bornés, donc en nombre fini.
Ceci prouve la réciproque cherchée puisque chaque espace Vµ est de dimension

finie par 7.1(v). �

Notons ωα les éléments de la base duale de hα, c’est-à-dire définis par ωα(hβ) =
δα,β pour toutes racines simples α et β. Le théorème précédent montre que les
L-modules simples de dimension finie sont en bijection avec les poids de la forme∑
α∈Πmαωα, où les mα sont des entiers positifs ou nuls. Un tel poids sera dit poids

dominant. Les ωα sont appelés les poids fondamentaux.
Le module simple S(0) de poids 0 est l’espace vectoriel de dimension 1 sur le-

quel L agit par 0. Un module sur lequel L agit par 0 est appelé module trivial,
en particulier S(0) est le module simple trivial. Remarquons que comme L est
engendrée linéairement par des commutateurs (les eα, fα et hα sont tous des com-
mutateurs), on a L = [L,L] et en particulier sur un module de dimension 1 l’action
de L est nécessairement nulle car tout commutateur est nul en dimension 1. Donc
tout L-module de dimension 1 est le module simple trivial.

Exercice 7.9. Montrer qu’en caractéristique 0 pour toute algèbre de Lie L semi-
simple de dimension finie on a L = [L,L] par un raisonnement direct utilisant
seulement la forme de Killing (montrer que [L,L]⊥ est commutative).
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Exercice 7.10. Soit L une algèbre de Lie semi-simple complexe de dimension finie.
Soit H une sous-algèbre de Cartan et W le groupe de Weyl.

a) Montrer que pour tout w ∈ W il existe un automorphisme θ de L tel que
θ(h) = w(h) pour tout h ∈ H.

b) On fixe w et θ comme dans la question précédente. Soit λ un poids domi-
nant et S(λ) un L-module simple de poids λ. On fait agir L sur le même
espace vectoriel S(λ) par x ? v = θ(x)v. Montrer qu’on définit ainsi un
L-module simple S′. Quels sont les poids de H dans S′ ?

c) Montrer que les L-modules S′ et S(λ) sont isomorphes (utiliser que l’en-
semble des poids d’un module simple de dimension finie est invariant par
W ). En déduire que pour tout w ∈ W et tout poids µ on a dimS(λ)µ =
dimS(λ)w(µ).

7.2. Élément de Casimir, complète réductibilité. Le but de cette section est
de montrer que si L est une algèbre de Lie semi-simple, tout L-module de dimen-
sion finie est somme directe de modules simples. Pour cela nous allons faire inter-
venir le centre de l’algèbre enveloppante. Dans cette section on garde les notations
précédentes, en particulier L désigne une algèbre de Lie semi-simple de dimension
finie et Φ le système de racines d’une sous-algèbre de Cartan H.

Proposition 7.11. Si z est dans le centre de U(L) alors z agit par un scalaire sur
le module de Verma M(λ) pour tout poids λ.

Démonstration. Si v est un vecteur de plus haut poids de M(λ) on a hzv = zhv =
λ(h)zv, donc zv est aussi un vecteur de poids λ (ou est nul), donc est colinéaire
à v. On a donc zv = av avec a ∈ C. Comme M(λ) = U(L)v et que z commute à
U(L), on voit que z agit par a sur tout M(λ). �

Nous allons définir un élément particulier du centre qui nous servira à décomposer
les L-modules en somme de modules simples.

Pour cela commençons par quelque rappels d’algèbre linéaire (ici et dans 7.12 et
7.13 le corps de base peut être un corps commutatif k quelconque). Remarquons
tout d’abord que si V et W sont deux L-modules alors leur produit tensoriel est
un L-module pour l’action définie par x : v ⊗ w 7→ x.v ⊗ w + v ⊗ x.w. De même
l’espace vectoriel Homk(V,W ) est un L-module pour l’action définie par (x.ϕ)(v) =
x.(ϕ(v))− ϕ(x.v) pour v ∈ V . Ceci s’applique en particulier à V ∗ = Hom(V, k), où
k est le L-module où L agit par 0 (les vérifications sont laissées au lecteur).

Proposition 7.12. Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un
corps k commutatif quelconque et V ∗ le dual de V , alors V ∗ ⊗kW

∼−→Homk(V,W )
par l’application qui envoie f ⊗ w sur l’endomorphisme v 7→ f(v)w. Si de plus V
et W sont des L-modules alors l’isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de
L-modules.

Démonstration. Les deux espaces ont même dimension égale à (dimV ).(dimW ).
Il suffit donc de montrer la surjectivité. Soit ei une base de V et e∗i le base duale.
L’homomorphisme qui envoie ei sur un vecteur w ∈W et les autres vecteurs de base
sur 0 est l’image par l’application de l’énoncé de e∗i ⊗ w. Par combinaison linéaire
de ce type d’homomorphismes on obtient tous les homomorphismes de V dans W ,
d’où la première assertion. La deuxième est un calcul laissé au lecteur. �
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On en déduit :

Corollaire 7.13. Si V est muni d’une forme bilinéaire non dégénérée <,> on a
V ⊗k W

∼−→Homk(V,W ) par l’application qui envoie v′ ⊗ w sur l’endomorphisme
v 7→< v′, v > w. Si de plus V et W sont des L-modules, cet isomorphisme est un
isomorphisme de L-modules si et seulement et si la forme bilinéaire est L-invariante
(c’est-à-dire vérifie < x.v, v′ > + < v, x.v′ >= 0 pour tout x ∈ L et tous v, v′ ∈ V )

Démonstration. La première assertion est immédiate. Pour la deuxième il suffit
de voir que dire la forme est invariante revient à dire que l’isomorphisme qu’elle
définit de V sur V ∗ est un isomorphisme de L-modules. Soit v ∈ V , son image
est la forme linéaire < v, . >. L’action de x ∈ L envoie cette forme sur la forme
v′ 7→ − < v, xv′ >. La forme bilinéaire <,> est invariante si et seulement si
− < v, xv′ >=< xv, v′ >, et < xv, . > est bien la forme linéaire correspondant à xv
par V ' V ∗. �

Sous les hypothèses du corollaire, appliqué avec W = V , il existe donc un élément
unique de V ⊗ V qui correspond à l’identité de V . Cet élément s’écrit

∑
i e
′
i ⊗ ei

si (ei) et (e′i) sont deux bases duales de V pour la forme <,>. En particulier
l’élément

∑
i e
′
i ⊗ ei ne dépend pas des bases duales choisies. De plus, dans le

cas où V est un L-module et où la forme bilinéaire est invariante l’isomorphisme
V ⊗ V ' Homk(V, V ) est un isomorphisme de L-modules. Comme l’identité est un
élément invariant de Homk(V, V ), son image dans V ⊗V est invariante, c’est-à-dire
qu’on a

∑
i x.e

′
i⊗ei+

∑
i e
′
i⊗x.ei = 0 pour tout x ∈ L. Appliquons ceci en prenant

V = L où L est une algèbre de Lie semi-simple complexe agissant sur elle-même
par l’action adjointe.

Proposition 7.14. Soit L une algèbre de Lie semi-simple ; l’élément c =
∑
i x
′
ixi ∈

U(L), où (x′i) et (xi) sont deux bases duales pour la forme de Killing de L est
indépendant du choix des bases. De plus c est central dans l’algèbre enveloppante.

Démonstration. L’élément c est l’image dans U(L) par le produit L ⊗ L → U(L)
de l’élément

∑
i x
′
i⊗ xi ∈ L⊗L. Par le corollaire 7.13 et les remarques qui suivent,

appliqués à L comme L-module par l’action adjointe, l’élément
∑
i x
′
i ⊗ xi est

indépendant des bases duales choisies. De plus, comme la forme de Killing est
invariante, on a

∑
i[x, x

′
i] ⊗ xi +

∑
i x
′
i ⊗ [x, xi] = 0. Prenons les images des deux

membres dans U(L). On obtient
∑
i(xx

′
i − x′ix)xi +

∑
i x
′
i(xxi − xix) = 0 ce qui

donne xc = cx pour tout x ∈ L, donc c est bien central puisqu’il commute à tout
élément de L et que L engendre U(L). �

L’élément c s’appelle l’élément de Casimr de L.

Proposition 7.15. Sur tout L-module de plus haut poids λ l’élément de Casimir
agit par le scalaire < λ, λ > + < λ,

∑
α∈Φ+ α >.

Démonstration. Soit V un L-module engendré par un vecteur primitif vλ de poids
λ. Considérons la base de L formée des eα pour α ∈ Φ+ et d’une base (hi) de H et
des éléments f ′α ∈ L−α pour α ∈ Φ+, tels que < f ′α, eα >= 1 (qui existent d’après
4.15(iii)). D’après 4.15(i) la base duale est formée des éléments f ′α, eα et d’une base
(h′i) de H duale de (hi). D’après 4.18, on a [eα, f

′
α] = h′α, où h′α est l’élément de H

qui correspond à α par l’isomorphisme H ' H∗, c’est-à-dire qui vérifie < h′α, h >=
α(h) pour tout h ∈ H. Dans la suite nous identifions H et H∗ à l’aide de la forme de
Killing. L’élément de Casimir s’écrit c =

∑
α∈Φ+ f ′αeα+

∑
i h
′
ihi+

∑
α∈Φ+ eαf

′
α. On
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a eαvλ = 0 pour tout α ∈ Φ+ et eαf
′
αvλ = f ′αeαvλ+h′αvλ = λ(h′α)vλ =< λ,α > vλ.

Donc c.vλ =
∑
i λ(h′i)λ(hi)vλ+ < λ,

∑
α∈Φ+ α > vλ. Comme (h′i) et (hi) sont deux

bases duales de H, on a λ =
∑
i λ(hi)h

′
i, donc

∑
i λ(h′i)λ(hi) =< λ, λ >. Donc c

agit sur vλ par le scalaire annoncé. Comme c est central et que V = U(L)vλ, on
obtient la proposition. �

La proposition précédente s’applique en particulier aux modules M(λ) et S(λ).
Remarquons que si λ est un poids dominant non nul, on a< λ, λ > + < λ,

∑
α∈Φ+ α >>

0, donc c agit par un scalaire strictement positif sur un module de plus haut poids
λ 6= 0. En particulier c agit par un scalaire strictement positif sur tout L-module
simple de dimension finie non trivial. Nous arrivons au résultat le plus important
de cette section :

Théorème 7.16. Tout L-module de dimension finie est somme directe de sous-
modules simples.

On dit aussi que tout L-module est complètement réductible.

Démonstration. Par récurrence sur la dimension il suffit de montrer que pour
tout sous-module W d’un module V , il existe un sous-module supplémentaire. La
démonstration se fait en plusieurs étapes. Rappelons d’abord que tout L module
de dimension 1 est trivial (voir à la fin de la section précédente).

Étape 1 : Supposons W de codimension 1. Donc V/W est un L-module trivial.
Par récurrence sur la dimension de V on se ramène à W simple de la façon suivante :
si W ′ $ W est un sous-module maximal propre de W , alors W/W ′ est simple de
codimension 1 dans V/W ′ ; supposons qu’il a un supplémentaire W1/W

′ où W1

est un sous-module de V contenant W ′ ; on a W ∩ W1 = W ′ et W1/W
′ est de

dimension 1 ; par récurrence W ′ a un supplémentaire W ′′ dans W1. On a W ′′∩W =
W ′′ ∩W ∩W1 = W ′′ ∩W ′ = {0} ; donc V = W ⊕W ′′.

Supposons donc W simple. Alors l’élément de Casimir c agit par un scalaire a
sur W . Si a 6= 0, le noyau de c est un L-module de dimension 1, car c agit par 0 sur
le quotient V/W donc son noyau dans V est non nul. Ce noyau est supplémentaire
de W . Si a = 0 alors W est le module trivial (voir remarque au-dessus de 7.16). Or
si W et V/W sont des modules triviaux, tout élément de L envoie V dans W , donc
la composition de deux éléments de L envoie V sur 0, en particulier tout élément
de [L,L] agit par 0. Comme L = [L,L], le module V est lui-même trivial. Et tout
supplémentaire de W est un L sous-module.

Étape 2 : W est de codimension quelconque. On se ramène à la situation de
l’étape 1 en considérant le sous-espace V de HomC(V,W ) formé des homomor-
phismes de V dans W dont la restriction à W est un scalaire, et le sous-espace U de
codimension 1 de V formé des homomorphismes de V dans W nuls sur W . Si on fait
de HomC(V,W ) un L-module comme précédemment, alors U et V deviennent des
L sous-modules de HomC(V,W ) (faites le calcul !). On peut appliquer le résultat
de l’étape 1 à U ⊂ V. Soit f ∈ V tel que Cf soit un supplémentaire de U on peut
prendre f tel que sa restriction à W soit l’identité. Comme Cf est un L-module de
dimension 1 on a xf = 0 pour tout x ∈ L, c’est-à-dire xf(v)− f(xv) = 0 pour tout
x ∈ L et tout v ∈ V . Autrement dit f est un morphisme de L-modules de V dans
W . Comme sa restriction à W est l’identité, c’est un projecteur sur W et son noyau
est un supplémentaire de W qui est un L sous-module puisque f est un morphisme
de L-modules. �
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Remarque 7.17. Le théorème de complète réductibilité montre en particulier que
tout L-module indécomposable de dimension finie est simple.

8. Base de Chevalley d’une algèbre de Lie. Groupes de Chevalley

8.1. Bases de Chevalley. Dans cette section nous allons montrer qu’on peut faire
des choix de façon que les constantes de structure d’une algèbre de Lie semi-simple
complexe soient entières, ce qui permet de construire des analogues sur tout corps.
Rappelons d’abord certains résultats sur les produits scalaires entre racines. Si α
et β sont deux racines non proportionnelles on appellera α-châıne passant par
β une suite de longueur maximale contenant β de racines de la forme β + iα avec
i ∈ Z. Nous gardons les notations des sections précédentes.

Proposition 8.1. Si α et β sont deux racines non proportionnelles alors

(i) β(hα) = p− q, où la α-châıne passant par β va de −pα+ β à qα+ β avec
p, q ≥ 0.

(ii) Si α+ β est une racine alors
< α+ β, α+ β >

< β, β >
=
p+ 1

q
.

Démonstration. La première assertion a été vue dans 5.2. La deuxième peut se
vérifier cas par cas sur les systèmes de racines de rang 2. �

Lemme 8.2. Avec les notations de la proposition précédente, on a [fα, [eα, eβ ]] =
q(p+ 1)eβ, où eα et fα sont comme dans les sections précédentes.

Démonstration. On peut considérer le slα-module ⊕i=qi=−pLβ+iα. C’est un module

engendré par par le vecteur primitif (ad eα)q(eβ), c’est donc un slα-module simple,
par le théorème de complète réductibilité, de dimension p+q+1, donc de plus haut
poids p + q. L’élément eβ peut être pris comme vecteur vq de 6.8, et [fα, eβ ] est
alors vq+1. Donc par 6.8 on a [fα, [eα, eβ ]] = [eα, [fα, eβ ]] − [hα, eβ ] = (q + 1)(p +
q − q)eβ − (p− q)eβ = q(p+ 1)eβ �

Proposition 8.3. Il existe un choix de (eα)α∈Φ tel que

(i) [eα, e−α] = hα pour tout α ∈ Φ.

(ii) Si α, β et α+β sont des racines et si on définit cα,β par [eα, eβ ] = cα,βeα+β,
on a c−α,−β = −cα,β.

(iii) Avec les notations précédentes on a cα,β = ±(p+ 1) où p est comme dans
8.1(i).

Démonstration. Par le corollaire 6.14, une fois choisis des eα et des e−α pour α ∈
Π, l’automorphisme du système de racines qui envoie chaque racine (et chaque
coracine) sur son opposée définit un automorphisme σ de L qui échange Lα et L−α
pour tout α ∈ Φ et envoie eα sur −e−α pour tout α ∈ Π. Cet automorphisme agit
par −1 sur H, puisque H est engendré par les coracines. Comme [eα, e−α] ∈ H,
on en déduit [e−α, σ(e−α)] = −[σ(eα), σ(e−α)] = −σ([eα, e−α]) = [eα, e−α], donc
σ(e−α) = −eα. Ceci prouve que σ est une involution. Comme σ est une involution
on peut choisir eα pour toutes les racines α ∈ Φ de façon que e−α = −σ(eα).
Pour chaque α ∈ Φ, on modifie eα et e−α en les multipliant par la même constante
pour avoir (i), ce qui est possible puisque le corps est algébriquement clos. Avec les
notations habituelles, avec ces choix, on a e−α = fα pour tout α ∈ Φ.

En appliquant σ à l’égalité qui définit cα,β on obtient (ii).
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Montrons (iii). Par (i)

[[e−α, e−β ], [eα, eβ ]] = −c2α,β [e−α−β , eα+β ] = c2α,βhα+β .

D’autre part, en utilisant que la représentation adjointe est une représentation on
a

[[e−α, e−β ], [eα, eβ ]] = [e−α, [e−β , [eα, eβ ]]]− [e−β , [e−α, [eα, eβ ]]] =

− [e−α, [e−β , [eβ , eα]]] + [e−β , [e−α, [eα, eβ ]]].

D’après le lemme 8.2, ceci est égal à −q′(p′+ 1)[e−α, eα] + q(p+ 1)[e−β , eβ ] = q(p+

1)hβ−q′(p′+1)hα. Or hα+β =
< α,α >

< α+ β, α+ β >
hα+

< β, β >

< α+ β, α+ β >
hβ . Comme

hα et hβ sont linéairement indépendant on en déduit c2α,β
< β, β >

< α+ β, α+ β >
= q(p+

1), ce qui donne c2α,β = (p+ 1)2 car
< β, β >

< α+ β, α+ β >
=

q

p+ 1
par 8.1(ii). �

On a donc montré l’existence d’une base de L vérifiant certaines propriétés
d’intégralité. Notons que si on avait pris pour σ l’automorphisme qui envoie eα
sur e−α (et agissant par −1 sur H), le même calcul aurait donné c2α,β = −(p+ 1)2

et les coefficients n’auraient pas été entiers.

Définition 8.4. Une base de Chevalley d’une algèbre de Lie semi-simple complexe
est une base (eα, α ∈ Φ)∪(hα, α ∈ Π) vérifiant les propriétés (i) et (ii) de 8.3 (donc
aussi la propriété (iii)).

Résumons les propriétés d’intégralité d’une base de Chevalley :

Théorème 8.5. Les constantes de structures relatives à une base de Chevalley sont
entières, plus précisément,

(i) Pour tout β ∈ Φ on a [eβ , e−β ] =
∑
α∈Πmαhα avec mα ∈ Z.

(ii) Pour tout α ∈ Π et tout β ∈ Φ on a [hα, eβ ] = α∨(β)eβ.

(iii) Pour toutes racines α et β telles que α+ β soit une racine on a [eα, eβ ] =
±(p+ 1)eα+β où p est comme dans 8.1(i).

Démonstration. La première propriété vient du fait que hβ est une coracine donc
s’exprime avec des coefficients entiers sur les coracines simples. La deuxième pro-
priété est vraie par définition. La troisième propriété est 8.3(iii). �

8.2. Réduction modulo p ; groupes de Chevalley. Soit L une algèbre de Lie
semi-simple complexe. Si on fixe une base de Chevalley, les relations sont toutes
à coefficients entiers, donc combinaisons linéaires entières de la base forment un
Z-module stable par le crochet de Lie. On peut dire qu’on a une structure de Z-
algèbre de Lie. Nous noterons cette algèbre L(Z). On peut réduire modulo p ce
Z-module et on obtient une algèbre de Lie sur le corps à p éléments. Par extension
des scalaires on peut donc construire une algèbre de Lie L(k) sur tout corps k de
caractéristique p. Nous appellerons ces algèbres de algèbres de Chevalley. On peut
montrer qu’une algèbre de Chevalley ne dépend que du type de L et du corps k,
donc pas du choix de la base.

Nous allons maintenant construire un groupe associé à une algèbre de Lie et à
un corps quelconque.
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Proposition 8.6. Soit L une algèbre de Lie semi-simple complexe munie d’une
base de Chevalley et soit L(Z) définie comme ci-dessus. Pour toute racine α et tout

entier m ≥ 0, l’opérateur
(ad eα)m

m!
sur L stabilise L(Z).

Démonstration. Calculons l’action de cet opérateur sur la base de Chevalley. On a

(ad eα)m

m!
(hβ) =

{
−β∨(α)eα si m = 1,

0 si m > 1
.

Si α et β sont deux racines non proportionnelles, on a

(ad eα)m

m!
(eβ) =

(ad eα)m−1

m!
[eα, eβ ] =

0 si α+ β /∈ Φ,

cα,β
(ad eα)m−1

m!
eα+β sinon.

Par récurrence on obtient donc 0 si m > q où la α-châıne passant par β se termine

par β+qα et sinon
1

m!
cα,β+αcα,β+2α . . . cα,β+(m−1)αeβ+mα, ce qui, par 8.5(iii), vaut

± (p+ 1)(p+ 2) . . . (p+m)

m!
eβ+mα = ±

(
p+m

m

)
eβ+mα.

Enfin

(ad eα)m

m!
(e−α) =

(ad eα)m−1

m!
(hα) =


hα si m = 1

−eα si m = 2

0 si m ≥ 3.

�

On en déduit que le groupe engendré par les exp(a ad eα) avec a ∈ Z laisse
L(Z) invariant. Si on réduit modulo p on obtient un groupe d’automorphismes de
L(Z/pZ). On peut aussi considérer le groupe engendré par les exp(X ad eα), où
X est une indéterminée, où ces opérateurs sont vus comme agissant sur l’algèbre
de Lie L(Z[X]). Si on réduit modulo un idéal maximal contenant p on obtient un
groupe d’automorphismes de L(k) où k est un corps fini de caractéristique p. Tous
ces groupes forment la famille des groupes de Chevalley de type adjoint (c’est-à-dire
que leur centre est trivial). Cette construction sur R ou C redonne les groupes de
Lie réels ou complexes adjoints.

9. Quelques exemples

Dans cette section nous donnons les algèbres semi-simples complexes de type
Bn, Cn et Dn. Nous admettrons que les algèbres construites sont semi-simples.
Une démonstration simple de ce résultat peut être trouvée dans [H, 19.1]. Nous
indiquons aussi une méthode pour obtenir une algèbre de Lie de type G2.

9.1. L’algèbre de Lie sp2n. Prenons comme forme alternée sur un espace vectoriel

complexe de dimension 2n la forme de matrice J =

(
0 I
−I 0

)
, où I est la matrice

identité de taille n. L’algèbre de Lie sp2n est la sous-algèbre de gl2n formée des
matrices M telles que tMJ = −JM . Une matrice de sp2n s’écrit par blocs carrés

de taille n sous la forme

(
A B
C −tA

)
, où B et C sont des matrices symétriques.

Les matrices diagonales forment une sous-algèbre abélienne H. Ce sont les matrices
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de la forme h = diag(a1, . . . , an,−a1, . . . ,−an). L’action adjointe de h multiplie le
coefficient aij d’une matrice de sp2n par ai − aj si i et j sont compris entre 1 et
n, par ai−n − aj−n si i et j sont entre n + 1 et 2n, par ai + aj−n si 1 ≤ i ≤ n et
n + 1 ≤ j ≤ 2n et par −ai−n − aj si n + 1 ≤ i ≤ 2n et 1 ≤ j ≤ n. Ceci montre
que N(H) = H, donc H est une sous-algèbre de Cartan. On a montré en même
temps que, si on note ei, pour i = 1, . . . , n, la forme linéaire sur H qui envoie
h = diag(a1, . . . , an,−a1, . . . ,−an) sur ai, les racines sont ±ei +±ej avec i 6= j et
±2ei. Il y a n2 racines. Les vecteurs de poids 2ei (resp. −2ei) sont les matrices dont
tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d’indices (i, n+ i) (resp. (n+ i, i)).
Les vecteurs de poids ei − ej sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls
sauf les coefficients d’indices (i, j) et (n+ j, n+ i) qui sont opposés. Les vecteurs de
poids ei + ej (resp. −ei − ej) sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls
sauf les coefficients d’indices (i, n+ j) et (j, n+ i) (resp. (n+ i, j) et (n+ j, i)) qui
sont égaux.

Les racines α1 = e1 − e2, α2 = e2 − e3, . . . , αn−1 = en−1 − en, αn = 2en forment
une base du système de racines. Les racines positives sont ei− ej = αi + · · ·+αj−1

avec 1 ≤ i < j ≤ n, ei + ej = αi + · · · + αj + 2αj+1 + . . . + 2αn−1 + αn pour
1 ≤ i < j ≤ n et 2ei = 2αi + · · ·+ 2αn−1 + αn pour i = 1, . . . , n.

Donnons hα pour chaque racine simple. Cet élément est déterminé comme le
seul élément de [Lα, L−α] tel que α(hα) = 2. Pour i = 1, . . . , n − 1, on a hαi =
diag(0, . . . , 0, 1,−1, 0 . . . , 0,−1, 1, 0 . . . , 0), où les coefficients non nuls sont aux places
d’indices i, i + 1 et n + i, n + i + 1 et où hαn = diag(0, . . . , 0, 1, 0, . . . ,−1) où les
coefficients non nuls sont aux places d’indices n et 2n. On peut alors calculer la
matrice de Cartan : le système de racines est de type Cn. Son diagramme est

•α1 •α2· · · · · ·• •αn−1
< •αn

Les poids fondamentaux, c’est à dire la base duale de la base (hαi) sont ωi =
e1 + · · ·+ ei pour i = 1, . . . , n (exercice : écrivez les poids fondamentaux en termes
de racines).

Considérons le module “naturel” de sp2n c’est à dire l’espace vectoriel de dimen-
sion 2n sur lequel l’algèbre de Lie agit en tant qu’algèbre de matrices. Les poids
sont e1, . . . , en,−e1,−e2, . . . ,−en et e1 est le plus haut poids. Ce module est simple
car sp2n agit transitivement sur les vecteurs (la première colonne d’une matrice de
sp2n est arbitraire). On a donc un module simple de dimension finie, de plus haut
poids e1 = ω1.

9.2. L’algèbre de Lie so2n. Considérons la forme quadratique sur un espace vec-

toriel complexe de dimension 2n donnée par la matrice J =

(
0 I
I 0

)
, où I est la

matrice identité de taille n, L’algèbre de Lie so2n est la sous-algèbre de gl2n formée
des matrices M telles que tMJ = −JM . Une matrice de so2n s’écrit par blocs carrés

de taille n sous la forme

(
A B
C −tA

)
, où B et C sont des matrices antisymétriques.

Comme pour sp2n les matrices diagonales h = diag(a1, . . . , an,−a1, . . . ,−an) forment
une sous-algèbre de Cartan H. Le calcul des racines est analogue au cas sp2n, sauf
que, les matrices B et C étant antisymétriques les coefficients d’indices (i, n+ i) et
(n+i, i) des matrices de so2n sont nuls. Les racines sont donc seulement ±ei±ej avec
i 6= j. Une base du système de racines est (α1, . . . , αn) = (e1−e2, e2−e3, . . . , en−1−
en, en−1 + en. Les racines positives sont ei − ej = αi + · · · + αj−1 avec i < j et
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ei + ej = αi + · · ·+αj−1 + 2αj + 2αj+1 + · · ·+ 2αn−2 +αn−1 +αn avec i < j. C’est
un système de racines de type Dn. Les poids fondamentaux sont ωi = e1 + · · ·+ ei
pour i = 1, . . . , n− 2, ωn−1 = 1/2(e1 + · · ·+ en−1 − en) et ωn = 1/2(e1 + · · ·+ en).
Comme pour sp2n le module naturel est le module simple fondamental de poids ω1.

9.3. L’algèbre de Lie so2n+1. Prenons comme forme quadratique sur un espace

vectoriel complexe de dimension 2n + 1 la forme de matrice J =

0 0 I
0 1 0
I 0 0

, où

I est la matrice identité de taille n. L’algèbre de Lie so2n+1 est la sous-algèbre de
gl2n+1 formée des matrices M telles que tMJ = −JM . Une matrice de so2n+1

s’écrit par blocs sous la forme

 A v B
−tw 0 −tv
C w −tA

, où B et C sont des matrices

antisymétriques de taille n, où A est une matrice carrée de taille n et v et w sont
des vecteurs colonnes de taille n. Les matrices diagonales forment une sous-algèbre
abélienne H. Ce sont les matrices de la forme h = diag(a1, . . . , an, 0,−a1, . . . ,−an).
L’action adjointe de h multiplie le coefficient aij d’une matrice de so2n+1 par ai−aj
si i et j sont compris entre 1 et n, par ai−n−1 − aj−n−1 si i et j sont entre n + 2
et 2n+ 1, par ai + aj−n−1 si 1 ≤ i ≤ n et n+ 2 ≤ j ≤ 2n+ 1 et par −ai−n−1 − aj
si n + 1 ≤ i ≤ 2n + 1 et 1 ≤ j ≤ n. Ceci montre que N(H) = H, donc H est une
sous-algèbre de Cartan. On a montré en même temps que si on note ei la forme
linéaire sur H qui envoie h = diag(a1, . . . , an, 0,−a1, . . . ,−an) sur ai, les racines
sont ±ei+±ej avec i 6= j et ±ei. Il y a n2 racines. Les vecteurs de poids ei−ej sont
les matrices dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients d’indices (i, j) et
(n+ 1− j, n+ 1− i) qui sont opposés. Les vecteurs de poids ei + ej (resp. −ei− ej)
sont les matrices dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients d’indices
(i, n+ 1− j) et (j, n + 1− i) (resp. (n + 1− i, j) et (n + 1− j, i)) qui sont égaux.
Les vecteurs de poids ei (resp. −ei) sont les matrices dont tous les coefficients sont
nuls sauf le coefficient d’indices (i, n+ i) (resp. (n+ i, i)).

Les racines α1 = e1 − e2, α2 = e2 − e3, . . . , αn−1 = en−1 − en, αn = en forment
une base. Les racines positives sont ei − ej = αi + · · · + αj−1 avec 1 ≤ i < j ≤ n,
ei + ej = αi + · · · + αj + 2αj+1 + . . . + 2αn−1 + 2αn pour 1 ≤ i < j ≤ n et
ei = αi + · · ·+ αn−1 + αn pour i = 1, . . . , n.

Pour i = 1, . . . , n − 1, on a hαi = diag(0, . . . , 0, 1,−1, 0 . . . , 0,−1, 1, 0 . . . , 0), où
les coefficients non nuls sont aux places d’indices i, i+ 1 et n+ i+ 1, n+ i+ 2 et
on a hαn = diag(0, . . . , 0, 2, 0, . . . ,−2) où les coefficients non nuls sont aux places
d’indices n et 2n+ 1.

Le système de racines est de type Bn. Son diagramme est

•α1 •α2· · · · · ·• •αn−1> •αn

Les poids fondamentaux sont ωi = e1 + · · · + ei pour i = 1, . . . , n − 1 et ωn =
1
2 (e1 + · · ·+ en).

Le module “naturel” de so2n est un module simple de plus haut poids e1.

Exercice 9.1. Faire le même type de calculs pour l’algèbre de Lie sln (voir 4.22).

Pour une construction des autres modules simples fondamentaux et des modules
simples fondamentaux pour les autres types d’algèbres de Lie simples, nous ren-
voyons à [Ca, Chapitre 13].
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9.4. L’algèbre de Lie de type G2. Nous allons construire l’algèbre de Lie simple
de type G2 à partir de l’algèbre de Lie simple de type D4 L’algèbre de Lie L de
type D4 a un automorphisme σ d’ordre 3 qui fixe α2 et permute les autres racines
par la permutation α1 7→ α3 7→ α4 7→ α1, où le diagramme de D4 est étiqueté

•α1 •α2

•α3

•α4

On obtient un tel isomorphisme en fixant des eαi pour i = 1, 2, 3, 4 et en imposant
que σ fixe eα2

et permute les autres par eα1
7→ eα3

7→ eα4
7→ eα1

.

Considérons la sous-algèbre Lσ des points fixes de σ. Écrivons ei, fi et hi res-
pectivement pour eαi , fαi et hαi .

Proposition 9.2. Les éléments e1 + e3 + e4, e2, f1 + f3 + f4, f2, h1 + h3 + h4, h2

engendrent Lσ qui est une algèbre de Lie de type G2.

Démonstration. Les éléments de l’énoncé sont fixes par σ. Un calcul montre qu’ils
vérifient les relations de la présentation 6.13(i) de type G2. Ils engendrent donc
un quotient de l’algèbre de Lie simple de type G2 qui n’est pas nul donc qui est
isomorphe à l’algèbre de type G2. Cette algèbre est incluse dans Lσ. Elle est de
dimension 14. Calculons d’autre part la dimension de Lσ. On a L = H⊕ (⊕Ω⊕α∈Ω

Lα), où la deuxième somme porte sur les orbites Ω de σ dans Φ. Chaque somme
correspondant à une orbite est stable par σ. La dimension de Hσ est 2. La dimension
de Lσα vaut 1 si α est fixe. La dimension de Lα ⊕ Lσ(α) ⊕ Lσ2(α) vaut 1 quand α
n’est pas fixe. On a donc dimLσ = 14, donc il y a égalité et Lσ est bien de type
G2. �
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Références 1
1. Introduction, exemples de groupes et d’algèbres de Lie 1
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6. Classification des algèbres de Lie semi-simples complexes,

automorphismes 27
6.1. Représentations de sl2 27
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