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Introduction

Ce travail a pour objectif 'approximation numérique des solutions faibles des systemes hyper-
boliques de lois de conservation par des méthodes de volumes finis. Dans différents contextes,
on se concentre sur la construction de schémas numériques possédant des « bonnes propriétés
» de précision, de robustesse et de stabilité. La propriété de précision correspond généralement
a demander que les schémas développés soient d’ordre élevé. Pour que le schéma soit robuste,
il doit préserver I’'ensemble des états physiquement admissibles. Enfin, la stabilité est le plus
souvent comprise en termes d’inégalités d’entropie discretes. En effet, les solutions faibles des
systémes hyperboliques doivent vérifier des inégalités d’entropie pour étre physiquement ad-
missibles. Pour avoir un bon comportement, un schéma numérique doit donc vérifier un équi-
valent discret de ces inégalités.

Lorsque l’on rajoute un terme source a un systeme de lois de conservation, une autre pro-
priété de précision est requise : il est souhaitable que le schéma numérique préserve le plus
précisément possible les états d’équilibres du systeme.

On considére dans un premier temps un systéme hyperbolique de lois de conservation en
une dimension d’espace, sans terme source, de la forme

Ow+ O f(w) =0, z€R, teR. (1)

La fonction inconnue w : R x R* — Q est a valeurs dans un ensemble convexe Q C R? d’états
physiquement admissibles et f : 2 — R est la fonction flux.

On suppose que le systeme (1) est hyperbolique, c’est-a-dire que la matrice jacobienne
Vuwf(w) est diagonalisable dans R. Les solutions de (1) pouvant développer des discontinuités
(voir [56, 80]), on considere les solutions au sens faible, c’est-a-dire au sens des distributions.
Par ailleurs, afin d’écarter les solutions non physiques, on a besoin d"un critére supplémentaire :
les inégalités d’entropie (voir [76, 77, 93]). On dit qu'une fonction convexe 1 : 2 — R est une
entropie pour le systeme (1) s’il existe une fonction G : Q@ — R, appelée flux d’entropie, telle
que V,, fVyn = V,,G. Une solution faible w du systéme (1) est alors dite entropique si pour
tout couple d’entropie (7, G), w vérifie au sens des distributions 1'inégalité d’entropie

on(w) + 0,G(w) < 0. ()

On s’intéresse alors a 'approximation numérique des solutions de (1). De nombreuses mé-
thodes de volumes finis d’ordre un existent dans la littérature. Le lecteur pourra trouver en dé-
tail les méthodes usuelles dans [56, 80, 20, 100, 59]. Considérons une discrétisation uniforme de
R en cellules K; = [7;_1 /2, Ti11/2[, avec Az = x;, /5 — 7;_1 /7 le pas d’espace supposé constant.
En notant w une approximation de w(z;,t"), la mise a jour au temps t" ™! = " + At par un
schéma volumes finis d’ordre un s’écrit

At
W = = B8 (F i) — F (0l ut). ®

ot F': Q — Q — R? est un flux numérique consistant (F(w,w) = f(w), pour tout w € €2).
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INTRODUCTION

Le schéma (3) est dit entropique sil vérifie les inégalités d’entropie discretes

n(wi™h) < nwl’) = = (G (W] i) = G (i, w})),

pour tout couple d’entropie (1,G), ot G : @ — Q — R est un flux numérique d’entropie
consistant (G(w, w) = G(w)).

La robustesse et la stabilité sont des notions relativement simples a obtenir pour des sché-
mas d’ordre un. En effet, de nombreux schémas d’ordre un préservent ’ensemble (2 et/ou sont
entropiques, par exemple, le schéma HLL [64], les extensions aux solveurs de Riemann simples
[52, 53, 29], le schéma HLLC [101, 7, 100], le schéma de relaxation de Suliciu [20, 11], le schéma
de Roe et son extension VFRoe [91, 64, 50, 26, 17]... Notons que pour obtenir ces propriétés, il
est nécessaire de limiter le pas de temps selon une condition introduite par Courant, Friedrichs
et Lewy (condition CFL).

Les schémas d’ordre un contiennent beaucoup de viscosité numérique et par conséquent,
ils sont peu précis, notamment au voisinage des discontinuités. Pour réduire ce défaut, de
nombreuses méthodes ont été introduites au cours des dernieres décennies afin d’augmenter
I'ordre de précision. On peut mentionner une stratégie s’appuyant sur la résolution exacte du
probleme de Riemann généralisé (GRP) [8, 22, 23, 19]. L'inconvénient de cette approche est
que la résolution exacte du probleme de Riemann n’est possible que pour des systemes tres
simples. On lui préfere donc souvent une méthode moins précise, mais plus facile a mettre en
ceuvre, consistant a utiliser une approximation d’ordre élevé de la fonction flux de la forme
F(w™, w;y ). Ici, les états w?’i sont des reconstructions d’ordre élevé de la solution dans la

7
cellule K; aux interfaces ;41 /. Le schéma d’ordre élevé ainsi obtenu s’écrit

At _ _
w?“ = w; — s <F (w?’Jr,wZ’_l) - F (w?_’?w?’ )) . 4)

Plusieurs techniques existent pour reconstruire les états w?’i, parmi lesquelles on mentionne la
reconstruction MUSCL [102, 86, 73, 21, 37, 80, 72, 12, 33], les approches cinétiques d’ordre deux
[86, 73], 1a reconstruction ENO/WENO [88, 108, 109], la reconstruction PPM [35], la reconstruc-
tion MOOD [34, 47]...

Il n’est généralement pas tres difficile de rendre robuste ces méthodes en introduisant une
limitation adaptée dans la technique de reconstruction. Par exemple, dans [80, 20], les auteurs
montrent que les méthodes MUSCL basiques préservent I’ensemble €2, dans [88], la robustesse
est établie dans le cadre de la méthode WENO et dans [12], la robustesse de méthodes plus
complexes est étudiée. Dans tous ces travaux, la robustesse est obtenue sous une condition
plus restrictive que la condition CFL du schéma d’ordre un (au moins deux fois plus restric-
tive). D’autre part, pour toutes ces méthodes, la procédure de limitation permettant d’obtenir
la robustesse est effectuée a priori. Ces limitations globales peuvent s’avérer trop fortes et en-
gendrer une perte de précision. Pour corriger ce défaut, la méthode MOOD a été récemment
introduite dans [34, 47]. En activant la limitation a posteriori, seulement localement sur les cel-
lules o1 cela s’avere nécessaire, cette technique permet de diminuer la viscosité numérique du
schéma. Par ailleurs, la méthode MOOD est naturellement robuste par construction sous la
condition CFL d’ordre un, ce qui représente un gain en temps de calcul.

Il est beaucoup plus délicat de montrer la stabilité des méthodes d’ordre élevé. Plusieurs
stratégies ont été proposées mais se révelent peu concluantes. Une premiére approche a été
proposée par [8, 22, 23] pour les méthodes GRP, mais reste limitée par la difficulté de la réso-
lution exacte du probleme de Riemann généralisé. De nouvelles techniques de projection ont
été introduites dans [21, 37, 36], mais les méthodes numériques qui en résultent sont délicates a
implémenter. Une autre méthode a été introduite dans [12] et des inégalités d’entropie discretes
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Introduction

sont obtenues, mais pour un opérateur de dérivée discréte en temps non classique. Il n’est ce-
pendant pas clair que la solution convergée au sens du théoreme de Lax-Wendroff, obtenue
avec cette technique, vérifie les inégalités d’entropie (2) attendues.

On s’intéresse maintenant aux systémes de lois de conservation en deux dimensions d’es-
pace, qui s’écrivent sous la forme

Oyw + 0y f(w) + dyg(w) =0, (2,y) ER? >0, (5)

ottw : RZxRt — Qestle vecteur des inconnues, f, g : 2 — R% sont les fonctions flux respective-
ment dans la direction z et y et 2 C RY désigne ’'ensemble convexe des états admissibles. L'hy-
perbolicité revient dans ce cadre a demander que pour tout vecteur unitaire v = (v, uy)T e St
la matrice

soit diagonalisable dans R. On demande que les solutions faibles vérifient les inégalités d’en-
tropie
on(w) + 0 F (w) + 9,G(w) <0, (6)

pour tout triplet de fonctions (7, F,G), avec 1 convexe et
VfVn=VF, VgVn=Vg.

On présente brievement le formalisme permettant de décrire les schémas volumes finis en
deux dimensions d’espace (voir [56, 80, 100]). On considere une discrétisation (Kj;);cz de R2.
Pour chaque cellule K;, on note (i) 'ensemble des indices des cellules voisines de K;. Pour
tout i € Z et j € ~(i), on introduit alors e;; le c6té commun entre K; et K; et v;; la normale
extérieure a e;;. Enfin, on note respectivement |e;;| et | K;| la longueur du coté e;; et 1'aire de la
cellule K.

En notant w]' une approximation constante de la solution de (5) au temps t" sur la cellule
K, la mise a jour au temps t" + At par un schéma volumes finis d’ordre un est donnée par
At
1
with = wp - & > lele(wp, wh, vij), 7)
*jen()

ot ¢(+,-,v) est un flux numérique 1D dans la direction v.

Pour montrer la robustesse et la stabilité du schéma (7), les techniques classiques consistent
a réécrire se schéma comme une combinaison convexe de schémas 1D (voir [87, 88, 12]). Cepen-
dant, la condition CFL usuelle permettant d’obtenir ces propriétés n’est pas du tout optimale
des que le maillage considéré est non structuré. Cela peut entrainer des cofits de calcul exces-
sifs.

On s’intéresse maintenant aux méthodes d’ordre élevé en deux dimensions d’espace. De la
méme maniere qu’en une dimension d’espace, les méthodes usuelles consistent a utiliser des
reconstructions d’ordre élevé dans I'évaluation des flux numériques. Ainsi, les schémas d’ordre
élevé s’écrivent en 2D :

At
witt = w — 1K > lesle (wig wji,vig) ®)
(2 . .
jev(@)

ou l'état w;; est une reconstruction d’ordre élevé de la solution sur la cellule K; au milieu du
coté €ij-

Plusieurs méthodes existent pour reconstruire les états w;;. On se concentre ici sur la mé-
thode MUSCL d’ordre deux qui consiste a reconstruire une approximation du gradient de la so-
lution sur chaque cellule. Sur des maillages cartésiens, les reconstructions de gradients sont fa-
cilement définies par extension du cas 1D. Quand des maillages non structurés sont considérés,

9



INTRODUCTION

I’évaluation précise des gradients est un probleme plus délicat. Plusieurs techniques existent
pour des cellules triangulaire (voir par exemple [83, 56, 82, 24, 27, 28]), mais ne s’étendent pas
a des volumes de contrdle plus généraux.

L’autre difficulté concerne la limitation de la pente qui est nécessaire pour éviter 'appa-
rition d’oscillations non physiques. Certains auteurs, comme dans [6, 103, 45], proposent des
limiteurs globalement 2D afin de reconstruire des solutions plus précises. Pour diminuer la
viscosité numérique dans les régions ou la solution est réguliere, il est possible d"utiliser un
limiteur supplémentaire (voir [84, 74]). Une autre possibilité consiste & modifier les limiteurs
usuels afin de satisfaire des conditions de stabilité du type principe du maximum (par exemple
[69, 9, 81]). Enfin, plutot que de reconstruire une pente unique sur chaque cellule, les auteurs
de [24, 33] proposent d’introduire une pente pour chaque coté de la cellule.

La procédure de limitation permet aussi d’assurer que le schéma préserve €2 (voir [86, 87,
88, 43, 14]). La robustesse du schéma d’ordre élevé étant obtenue a partir de celle du schéma
d’ordre un, les conditions CFL permettant d’assurer la robustesse de (8) sont souvent trop res-
trictives. Comme en 1D, la méthode MOOD, récemment introduite par Diot et al. [34, 47], pré-
serve naturellement I’ensemble €2 sous la condition CFL d’ordre un.

On considere enfin des systémes de lois de conservation avec un terme source de la forme
Opw + 0 f (w) = s(w), 2, ©)

ol s : § — R? est un terme source et Z : R — R est une fonction réguliere donnée. La
particularité de ce type de systéme est 1'existence de solution stationnaires non triviales, c’est-
a-dire indépendantes du temps. Il est souhaitable que les schémas numériques construits pour
approcher les solutions faibles de (9) capturent avec précision ces solutions stationnaires (ou
certaines d’entre elles). On parle alors de schémas well-balanced (voir [10, 60, 61, 58]).

On s’intéresse a trois systemes de la forme (9) : les équations de Saint-Venant avec topogra-
phie, les équations de Ripa avec topographie et les équations d’Euler avec gravité.

Le systéme de Saint-Venant est maintenant bien étudié. Il n'admet qu’un seul état d’équi-
libre au repos (avec une vitesse nulle), a constante pres : le lac au repos. Cette solution est
particulierement simple, car elle est caractérisée par une relation algébrique linéaire. De nom-
breux schémas well-balanced existent pour le systeme de Saint-Venant (voir par exemple [25,
5,20, 85, 15, 46]).

Pour le systeme de Ripa avec topographie, les états d’équilibre au repos sont gouvernés
par une équation aux dérivées partielles non intégrable. Autrement dit, les états d’équilibre ne
sont pas tous donnés par une relation algébrique explicite. Cela rend beaucoup plus compli-
quée la construction d’un schéma numérique préservant tous ces états stationnaires. Dans [32],
les auteurs construisent un schéma numérique préservant deux états d’équilibre particuliers
généralisant le lac au repos.

Enfin, la difficulté est encore plus grande pour les équations d’Euler avec gravité. Les états
d’équilibre, comme ceux de Ripa sont décrits par une équation différentielle non intégrable.
Par ailleurs, le systeme en lui-méme est plus non linéaire que Saint-Venant ou Ripa, ce qui
complique encore la dérivation de schéma well-balanced. On mentionne les travaux de Kappeli
et Mishra [71] ott un schéma préservant tous les états d’équilibre isentropiques est proposé.

Plan de la these

Premier chapitre : généralités sur les méthodes de volumes finis

Ce premier chapitre ne contient pas de nouveau résultat. Il présente un état de I'art des mé-
thodes de volumes finis les plus classiques. On commence par introduire le formalisme général
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Introduction

des schémas volumes finis conservatifs et les propriétés usuelles de robustesse et de stabilité
qu’ils doivent vérifier. On décrit ensuite le premier schéma volumes finis historique : le schéma
de Godunov. Bien que I'on montre facilement que ce schéma est entropique, il présente plu-
sieurs défauts qui le rendent de nos jours peu attractif. On s’intéresse alors a une classe de
schémas qui généralise le schéma de Godunov. Il s’agit des schémas de type Godunov, intro-
duits par Harten, Lax et van Leer [64]. Ces schémas sont basés sur 1'utilisation de solveurs de
Riemann approchés, contrairement au schéma de Godunov qui utilise la solution exacte du
probléme de Riemann. On exhibe aisément des conditions simples pour assurer quun schéma
de type Godunov est robuste et entropique.

On s’intéresse ensuite aux schémas d’ordre élevé MUSCL introduits par van Leer [102].
Apres avoir donné quelques exemples de limiteurs intervenant dans la procédure de recons-
truction, on donne un lemme assurant la robustesse du schéma MUSCL dés que la reconstruc-
tion préserve 2. On conclut en détaillant la méthode MOOD, présentée dans [34, 47]. Contraire-
ment aux techniques MUSCL classiques, la procédure de limitation de la méthode MOOD est
effectuée a posteriori et uniquement sur les cellules problématiques vis a vis de certains criteres
comme l'appartenance a 2 ou le respect d"un principe du maximum.

Deuxiéme chapitre : schémas MUSCL basés sur une reconstruction de gradients par
maillages duaux (DMGR)

Ce chapitre est dédié a la construction de schémas d’ordre élevé performants sur des maillages
2D non structurés. Dans la premiére partie, on étudie la robustesse des schémas d’ordre élevé
en deux dimensions d’espace. Des résultats similaires existent (voir [87, 88, 14]), mais sous
des conditions CFL tres restrictives qui peuvent étre améliorées. Apres avoir présenté de fagon
générale les schémas volumes finis en deux dimensions d’espace, on restreint notre étude a une
famille de schémas particulierement agréables & manipuler : les schémas de type Godunov 2D.
Dans ce cadre, on établit une condition CFL optimale permettant d’assurer la robustesse des
schémas 2D d’ordre un. On déduit alors par des techniques classiques que le schéma MUSCL
d’ordre élevé est robuste sous une nouvelle condition CFL, qui, elle, n’est pas optimale, mais
est moins restrictives que celles intervenant dans [87, 88, 14].

On présente ensuite la technique DMGR qui est inspirée des méthodes Discrete Duality
Finite Volume (DDFV), utilisées dans le cadre des problemes elliptiques et paraboliques (voir
par exemple [65, 66, 49, 3]). L'idée de base consiste a écrire deux schémas MUSCL distincts
sur deux maillages de R? se recouvrant, un maillage primal et son maillage dual associé. On
s’attend a ce que 'augmentation du nombre d’inconnues numériques qui en résulte permette
de reconstruire des gradients tres précis. Pour faciliter la compréhension, on décrit dans un
premier temps la méthode DMGR en une dimension d’espace. On construit ensuite le maillage
dual, avant de donner la procédure de reconstruction/limitation DMGR. A ce stade, l'intérét
de l'utilisation des deux maillages n’est pas flagrante. On précise donc comment les inconnues
des deux schémas MUSCL nous permettent de reconstruire des états trés précis aux sommets
des cellules.

Dans la derniére partie, on montre plusieurs expériences numériques réalisées pour les
équations d’Euler. Les résultats prouvent que le schéma DMGR est trés précis et qu’il est ca-
pable de capturer des structures complexes tres fines.

Troisieme chapitre : Schémas MOOD entropiques d’ordre élevé pour les équations
d’Euler

Le but de ce chapitre est de construire des schémas d’ordre élevé entropiques. Comme men-
tionné précédemment, plusieurs inégalités d’entropie discretes ont été prouvées pour des sché-
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mas d’ordre élevé (voir [21, 12]). Malheureusement, on ne sait pas si ces inégalités d’entropie
sont suffisantes pour assurer que la solution convergée, au sens du théoreme de Lax-Wendroff,
soit entropique. Par conséquent, la notion de schéma d’ordre élevé entropique est ambigiie. La
premiere partie est donc dédiée a 1'étude du comportement des inégalités d’entropie discrétes
dans un régime de convergence. On commence par rappeler le théoreme de Lax-Wendroff pour
des schémas d’ordre élevé en temps et en espace. On en profite pour exhiber des inégalités d’en-
tropie discretes « fortes » qui assurent que la solution convergée est entropique. On analyse
ensuite le comportement des inégalités d’entropie discrétes « faibles » vérifiées par les sché-
mas d’ordre élevé en espace et en temps. On montre que celles-ci coincident dans le régime de
convergence avec les inégalités fortes a une mesure positive prés. Une conjecture énoncée dans
[67], ainsi que de nombreuses expériences numériques, nous incitent a penser que cette mesure
est concentrée (et strictement positive) sur les courbes de discontinuité de la solution conver-
gée. Il en résulte que les inégalités d’entropie discretes « faibles » ne sont pas l'outil approprié
pour assurer le caractere entropique de la solution convergée.

Puisqu’il ne semble pas possible dans I'état actuel d"assurer la stabilité des schémas MUSCL
classiques, on propose de rajouter une procédure de limitation a posteriori de type MOOD. Le
principe est d’activer cette limitation uniquement sur les cellules qui ne vérifient pas les in-
égalités d’entropie discretes « fortes ». Dans le cas des équations d’Euler, il y a une infinité
d’entropies et bien entendu, il n’est pas question de toutes les tester. On montre alors qu’il est
possible, pour certains schémas, d’obtenir toutes les inégalités d’entropie discretes requises a
partir d"une seule inégalité d’entropie discréete bien choisie.

En utilisant ce résultat essentiel, on peut maintenant donner 1’algorithme de la procédure
e-MOOD qui se base sur la technique MOOD, en utilisant 'inégalité d’entropie discréte particu-
liere précédente comme critere d’activation de la limitation a posteriori. Plutét qu'un schéma a
part entiere, la procédure e-MOOD est plutdt une méthode de stabilisation des schémas d’ordre
élevé classiques. Pour conclure, la précision et la stabilité de cette procédure sont validées par
plusieurs tests numériques.

Quatrieme chapitre : Schémas well-balanced pour des systemes de lois de conserva-
tion avec terme source

On s’intéresse ici a la dérivation de schémas well-balanced pour plusieurs systémes avec terme
source : les équations de Saint-Venant avec topographie, les équations de Ripa avec topogra-
phie et les équations d’Euler avec gravité. On commence par décrire ces systemes en détails.
On s’attache en particulier a décrire les solution stationnaires qui sont en général régies par une
équation différentielle. Afin de définir de fagon claire le caractére well-balanced d’un schéma,
on choisit dans un premier temps de donner une interprétation locale des solutions station-
naires. On introduit ainsi, pour chaque systéme, une notion d’équilibre local entre deux états
qui correspond a une discrétisation a 1’ordre un de I'équation différentielle décrivant les états
stationnaires.

Dans la deuxieme partie, on présente de maniére générale les schémas volumes finis en pré-
sence d"un terme source. On introduit ensuite les schémas de type Godunov dans ce cadre. Puis
on définit une notion globale d’équilibre discret : une approximation discrete de la solution est
une solution discréte stationnaire constante par morceaux si tous les couples d’états consécu-
tifs vérifient 1’équilibre local défini précédemment. La définition de schéma well-balanced suit
alors naturellement : un schéma est dit well-balanced s’il préserve exactement toutes les solu-
tions discretes stationnaires constantes par morceaux.

On cherche ensuite a construire des schémas de type Godunov well-balanced en suivant
les idées de [64, 52, 53, 30]. On consideére des solveurs de Riemann approchés simples, c’est-a-
dire constitués de N états intermédiaires constants. On commence par dériver un solveur de
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Riemann approché pour le systeme de Ripa en faisant intervenir une linéarisation de 1'équa-
tion décrivant 1’équilibre local. Le premier schéma vérifie les propriétés requises, mais l'ap-
proche s’avere difficile a étendre aux équations d’Euler avec gravité. On introduit alors une
modification du solveur pour Ripa en ne faisant pas intervenir la linéarisation de 1’équilibre
local. Cette modification rend possible I'extension aux équations d’Euler avec gravité. Les sché-
mas construits par cette méthode sont well-balanced et préservent I'ensemble (2. Cependant,
la robustesse est obtenue au prix de vitesses d’ondes potentiellement tres grandes, ce qui peut
rendre le schéma tres diffusif.

On développe une autre approche basée sur les méthodes de relaxation. Dans un premier
temps, on présente le formalisme de ces méthodes, en suivant les travaux de [31, 16]. On se
concentre ensuite sur le systeme de Saint-Venant en commencant par rappeler le modéle de
relaxation de Suliciu (voir [20]). Ce modele présente des difficultés liées a la résolution du pro-
bleme de Riemann : d’une part, l'ordre des valeurs propres n’est pas fixé a priori et d’autre
part, 'onde stationnaire liée au terme source contient de fortes non-linéarités. Pour contourner
ce probleme, on suggere d’introduire une modification de ce systéme en « transportant » ar-
tificiellement le terme source a la vitesse du fluide. Cette modification fait disparaitre les non
linéarités précédentes mais rend le probleme de Riemann sous-déterminé. Afin de fermer le
systeme d’équations régissant le probleme de Riemann, on rajoute une linéarisation de 1'équa-
tion décrivant I'équilibre local. On justifie ce choix a priori arbitraire en écrivant la solution du
« probleme de Riemann » obtenue comme la solution d’'un nouveau systeme de relaxation com-
pletement déterminé. On montre finalement que le schéma obtenu est well-balanced et robuste.
Cette approche est ensuite étendue au systeme de Ripa et aux équations d'Euler avec gravité.

On propose ensuite une extension MUSCL a 1’ordre deux du schéma de relaxation déve-
loppé pour les équations d’Euler avec gravité. Il est nécessaire, dans un premier temps, de
modifier la définition de schéma well-balanced pour ’adapter aux schémas d’ordre deux. Pour
cela, on introduit une notion de solution discrete stationnaire affine par morceaux qui prend en
compte les pentes de la reconstruction. Le schéma MUSCL est alors dit well-balanced s’il pré-
serve exactement toutes les solutions discretes stationnaires affines par morceaux. Le schéma
MUSCL est ensuite dérivé en suivant des techniques classiques. On prouve aisément qu’il est
well-balanced et robuste. Pour conclure cette section, on donne quelques arguments expliquant
pourquoi cette extension a 1’ordre deux est beaucoup plus délicate a réaliser pour le systeme
de Ripa.

On conclut ce chapitre en présentant plusieurs résultats numériques pour le systeme de
Ripa et les équations d’Euler avec gravité.

Liste de publications

Plusieurs publications sont issues de ce travail : un article accepté pour publication dans une
revue internationale :

e C. Berthon, Y. Coudiére, V. Desveaux, Second-order MUSCL schemes based on dual mesh
gradient reconstruction (DMGR), accepté pour publication dans Math. Model. Numer. Anal.
(disponible en ligne),

un article soumis :
¢ C. Berthon, V. Desveaux, An entropic MOOD scheme for the Euler equations

et un proceeding pour une conférence avec comité de lecture :
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¢ C.Berthon, Y. Coudiere, V. Desveaux, Development of DDFV methods for the Euler equations,
Finite Volume for Complex Application VI, Springer Proceedings in Mathematics 4 (2011),
pp. 117-124.
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Généralités sur les méthodes de
volumes finis

Ce chapitre présente un état de 'art des méthodes numériques de type volumes finis pour
approcher les solutions des systémes de lois de conservation. Les méthodes et les résultats pré-
sentés ici sont tous bien connus. On choisit de les rappeler brievement par souci de complétude.

On considere un systeme de lois de conservation
ow+ O f(w) =0, z€R, tecRT, (1.1)

ot w : R x Rt — Q est le vecteur des inconnues, f : Q — R? est une fonction flux supposée
réguliere et 0 C RY désigne un ensemble d’états physiquement admissibles, supposé convexe.
Ce systéme est complété par une condition initiale

w(z,t =0) =wp(x), xR (1.2)

On suppose que le systeme (1.1) est hyperbolique, c’est-a-dire que la matrice jacobienne
Vu f(w) est diagonalisable dans R, pour tout vecteur w € .

Le systeme (1.1) traduit la conservation des différentes quantités composant le vecteur w.
En effet, en intégrant I’équation (1.1) sur le segment [a, b] en espace, on obtient

b
2w, yde = Fwla, 1) — fw(b,1)).
dt J,
Autrement dit, la variation de la quantité f; w(x,t)dx est égale au flux entrant au point a moins
le flux sortant au point b.

I est bien connu que les solutions des systemes hyperboliques peuvent développer des
discontinuités, méme pour une donnée initiale tres réguliere (voir par exemple [56, 80]). Par
conséquent, il est nécessaire de considérer des solutions faibles, c’est-a-dire des fonctions véri-
fiant (1.1)=(1.2) au sens des distributions. Les discontinuités pouvant apparaitre dans les solu-
tions faibles sont caractérisées par les relations de Rankine-Hugoniot :

f(wr) — f(wr) = o(wr —wr),
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ol wy, et wg sont les valeurs de I'inconnue de part et d’autre de la discontinuité et o est la pente
de la discontinuité dans le plan (¢, z).

Les solutions faibles ne sont pas toujours physiquement admissibles et 1'on a besoin d'un
critére supplémentaire permettant d’écarter les solutions non physiques. C’est le role de I'en-
tropie que nous introduisons maintenant. Une entropie pour le systeme (1.1) est une fonction
convexe n € C%({%;R) telle qu'il existe une fonction G € C?(Q;R), appelée flux d’entropie, et
vérifiant

Vu [Vun = Vug.
Une solution faible w est alors dite entropique si elle vérifie au sens des distributions 1'inégalité
d’entropie
Bm(w) + 0,6 (w) <0, (1.3)

pour toute paire d’entropie (7, G).

1.1 Présentation des méthodes de volumes finis

On s’intéresse ici a I'approximation numérique des solutions faibles du systeme (1.1). Pour cela,
on discrétise I'espace R en une suite croissante de points (7;1/2)icz. Pour simplifier la pré-
sentation, on suppose que cette discrétisation est uniforme, c’est-a-dire z; 1/ — r;_1 /2 = Az,
ot Az est le pas d’espace supposé constant. On définit alors les volumes de contrdle
Ki = [r;_1/9,%;11/5[ et 'on note z; = (z;_1/2 + ;11/2)/2 le milieu de la cellule K;. On dis-
crétise également le temps de la facon suivante, t" = nAt, ou At est le pas de temps. On note
alors w;}' une approximation de la solution exacte de (1.1)—=(1.2) sur la cellule K; et au temps ¢".

Dans les méthodes de volumes finis, on cherche a approcher la moyenne de la solution w
de (1.1) sur chaque cellule K :

1
Wi & s /Kiw(:v,t”)dac.

En intégrant 'équation (1.1) sur le rectangle K; x [t",¢""1] et en divisant par Az, on obtient

1 n+1 _ i n
s /Kiw(m,t )dx = s /Kiw(x,t )dx

gl 1

Cette relation nous donne la mise a jour exacte des moyennes au pas de temps suivant, mais
les intégrales en temps des flux sont en général difficiles a évaluer exactement. L'équation (1.4)
nous suggere de considérer des méthodes numériques de la forme

At
witt = w — s (Fis12 — Fio1y2)

ou Fj/ est une approximation de la moyenne du flux le long de l'interface z = ;5 :

tn+1

1
Fij12 = E/ fw(wiqy/2,t))dt.

t?’L

L’'information se propageant a vitesse finie dans un systéme hyperbolique, il est raisonnable de
considérer que l'approximation Fj,,, peut étre obtenue a partir des deux valeurs w;' et w}',
de I'inconnue de part et d’autre de l'interface, c’est-a-dire

E+1/2 =F (wzn7wzn+1) )
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ot la fonction F : O x Q — R est appelée flux numérique. Cela nous amene a la forme générale
des schémas volumes finis a trois points :

At

i Ay (F (i wiy) = F (i, wi) (1.5)

Une méthode de volumes finis est donc entierement déterminée par le choix d"un flux nu-
mérique.

Pour discrétiser la donnée initiale, on adopte une approximation constante par morceaux
au sens L?. Par conséquent, sur chaque cellule K, la donnée initiale est approchée par

1
(.] = —
w; . /KZ wo(z)dz.

Un schéma écrit sous la forme (1.5) est dit sous forme conservative. En effet, on voit facile-
ment que pour toute suite (w]);cz € L'(Z) telle que (w"*!);cz € LY(Z), on a

1
n+l __ n
g w; = g w,
1€EZ 1€Z
et ainsi la masse totale de w est conservée par le schéma.
Une condition fondamentale que doit vérifier le schéma numérique est la consistance. Le
flux numérique F (et donc le schéma (1.5)) est consistant si et seulement si

YVw e Q, F(w,w)=w.

Une autre propriété importante, aussi bien sur le plan numérique que sur le plan physique, est
la robustesse. Un schéma est dit robuste (ou préservant (2) si

ViceZ wleQ = VieZ w'tteq.

Enfin, on demande que le schéma vérifie un équivalent discret des inégalités d’entropie
(1.3). Le schéma (1.5) est dit entropique, si pour toute paire d’entropie (7, G), il existe un flux
numérique d’entropie G : 2 x Q — R, consistant avec G (i.e. G(w, w) = G(w)), tel que le schéma
vérifie I'inégalité d’entropie discrete

n(wi ™) < n(wi’) = (G (Wi, wity) — G (wily,wyi')). (1.6)

1.2 Schéma de Godunov

Le schéma de Godunov [57] est le schéma volumes finis le plus naturel. Il se base sur la réso-
lution exacte du probléme de Riemann qui est un probléme de Cauchy dans lequel la donnée
initiale est uniquement constituée de deux états constants séparés par une discontinuité :

w + Oy f (w) =0,

(2,0) wr, siz <0, (1.7)
w x? = .
wgr, six > 0.

On suppose connue la solution faible entropique auto-similaire de ce probleme et on la note
Wgr (%, wr,, W R)- Il est bien connu que dans un systeme hyperbolique, les informations se pro-
pagent a vitesse finie. On note ainsi respectivement A\~ (wr,, wr) et AT (wy, wg) la plus petite et
la plus grande vitesse d’onde développée par le probleme de Riemann Wx (%, wr,, wg). Avant
d’introduire le schéma de Godunov, on présente le résultat suivant qui sera utile dans la suite.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES DE VOLUMES FINIS

Lemme 1.1. Supposons que At et Ax vérifient

At 1
Emaxp\i(wbw]gﬂ < 3 (1.8)
Alors la moyenne de la solution exacte du probleme de Riemann (1.7) est donnée par
Y r wr, +wr At
Ax /Ax/2 Wr <E7wL7U)R) dx = 5 T AL (f(wg) — f(wr)) - (1.9)

Démonstration. On inteégre 1’équation (1.7) sur le rectangle [-Az/2, Az /2] x [0, At] pour obtenir
Az /2 T Az /2 At Ax
Wr | — dr — 0)d Wr | — dt
/Ax/Q R<At’WL’wR) ! /Am/QW(x, ) :H_/o f< R<2t ’wL’wR>>

At
—/ f(WR (—%,ML,H}R))dt:O.
) 2

A A
Wr <_2_;C,ZUL,ZUR> =wr et Wgx (2—f,wL,wR> =wg, Vte|0,At].

La condition (1.8) implique

On en déduit immédiatement 1’équation (1.9). O

On considere maintenant une approximation de la solution a la date ", constante par mor-

ceaux,
Wi,(z) =wl, sizeK;.

Remarquons qu’a chaque interface x; /5, on a localement un probleme de Riemann. On sait
donc résoudre exactement le probleme de Cauchy

{atw + 8, f(w) =0,

1.10
wle i) = W, (2), (10

au moins pour des temps t" + ¢, avec t petit. Plus précisément, la solution exacte de
ce probleme de Cauchy est constituée de la juxtaposition des problemes de Riemann lo-

caux Wr <+“/2, wy, wyﬂ), tant que ceux-ci n’interagissent pas. Une condition suffisante

pour que les problemes de Riemann locaux n’interagissent pas est la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL) introduite dans [42] :

(1.11)

On note
T—Tiy1/2

Wag(x, t" +1) = Wg < ; , Wy,

wzn+1> , six € [z, 4],

la solution du probléme de Cauchy (1.10). Au temps t" ™! = " + At, la solution W, n’est pas
constante sur chaque cellule K;. On effectue donc une projection L? sur I'espace des fonctions
constantes sur chaque cellule K; pour définir

1
witt = ~ / Wag (z,t" + At) du. (1.12)
K;

On obtient ainsi une approximation de la solution au temps ¢t"*!, constante sur chaque cellule
K;, définie par
With(z) = wit!, siz € K;.
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Pour résumer, le schéma de Godunov est constitué de deux étapes : une étape d’évolution
exacte en temps, suivie d'une étape de projection en espace. On montre maintenant que le
schéma de Godunov s’écrit sous forme conservative.

Lemme 1.2. Supposons que la condition CFL (1.11) est vérifiée. Alors le schéma de Godunov (1.12) se
réécrit sous forme d'un schéma conservatif (1.5), avec pour flux numérique

F(wL’ wR) =f (WR (0’ wr, wR)) : (1.13)
De plus, le flux numérique F est consistant avec f.

Démonstration. Par définition, on a

1
n+1 n
! = — W T ,t —{—At d
w \ /Z A (:C ) X

_ Aim/om:m Wi <§t wl W )dw—l— Aix /_OAJC/2 Wr (At wﬁl) dx.

En intégrant ’équation (1.7) sur le rectangle [0, Az/2] x [0, At], on obtient

1 [A/2 T 1 At
= /O Wr (e w, wr) do = wn — o (Fwr) — f (Wr (0,wr,w)))

et en intégrant (1.7) sur le rectangle [—-Axz/2,0] x [0, At], on obtient

’ A
ﬁ /Am/2 Wr <At wL’wR> da = %WL - A—i (f (Wg (0,wr,wgr)) — F(WL)).

On en déduit

At
wi =it = = (f (Wr (0,0, wii) = f (Wr (0,0, w7)))

On a ainsi écrit le schéma de Godunov sous forme conservative, ot le flux numérique F est
défini par (1.13). Le flux numérique F est consistant avec f, puisque

F(w’w) = f(W'R (O,ZU,U)))
— f(w).

On montre également que le schéma de Godunov est entropique.

Lemme 1.3. Supposons que la condition CFL (1.11) est vérifiée. Alors le schéma de Godunov (1.12)
est entropique, c’est-a-dire que pour tout couple d’entropie (n,G), le schéma vérifie I'inégalité d’entropie
discrete (1.6), oi le flux d’entropie G est défini par

Glwr,wr) = G (Wr (0, wr, wg)).

Démonstration. Puisque n est une fonction convexe, 'inégalité de Jensen nous donne

1
A—
% /m (2 ))dﬁﬁ [ (v (Gwtutia) e
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En intégrant 1'inégalité d’entropie (1.3) sur le rectangle [0, Az /2] x [0, At], on obtient

1 [A/2 1 At
A_m/o U] (WR (Ait,wLJUR)) dr < 577(?111%) ~ AL (G(wr) — G (Wr (0,wr,,wRr))),

et en intégrant (1.3) sur le rectangle [-Axz/2,0] x [0, At], on obtient

L 1 At
Az /Ax/2n <WR (é’wL’wR)) dr < 577(“)L) N (G (Wr (0,wr,wgr)) —G(WL)) .

On en déduit I'inégalité d’entropie discréte

At
n(wi™h) < i) = 52 (G (Wr (0,07, wiy)) =G (Wr (0,0, w7))).

Il reste a montrer que le flux numérique d’entropie
G(wr,wr) =G (Wr (0,wr, wr))

est consistant avec G, ce qui est le cas car Wr (0, w, w) = w. O

Bien que précis car basé sur la résolution exacte des problemes de Riemann, le schéma de
Godunov présente plusieurs défauts et souvent d’autres schémas lui sont préférés. En effet, la
résolution exacte des problemes de Riemann peut s’avérer pour certains systemes tres difficile,
voire impossible, et souvent trés cotiteuse en temps de calcul. De plus, la précision obtenue par
I'étape d’évolution exacte est gommeée par 1'étape de projection. Une alternative est apparue
dans les années 80 avec les travaux de Roe [91] et de Harten, Lax et van Leer [64], consistant
a utiliser une solution approchée du probléme de Riemann plutodt que la solution exacte. Cette
approche meéne aux schémas de type Godunov que nous présentons maintenant.

1.3 Schémas de type Godunov

Le formalisme des schémas de type Godunov a été introduit par Harten, Lax et van Leer [64].
L’idée de base consiste a utiliser une approximation W (%2, wr,wr) dela solution du probleme
de Riemann (1.7). Pour ne pas perdre d’'information, on demande que le cone de dépendance de
la solution exacte soit inclus dans le cone de dépendance de la solution approchée (voir Figure
1.1). On demande de plus que la moyenne de la solution exacte sur une cellule soit préservée
par le solveur approché.

Solveur
exact

Solveur
approché

FIGURE 1.1 - Solveurs de Riemann exact et approché

Cela nous conduit a la définition suivante (voir [64]) :

Définition 1.4. On appelle solveur de Riemann approché une fonction W:RxQxQ— R?
telle que :
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1.3. Schémas de type Godunov

(i) il existe des vitesses A\~ < A~ et AT > ™ telles que

wr, si€< A,
W (&, wr, wr) = { W(,wr, wr), siA~ <&<AT,
W, si&> AT,

ot AT désignent la plus petite et la plus grande vitesse d’onde apparaissant dans la solu-
tion exacte du probleme de Riemann (1.7) ;

(ii) sila condition CFL
At

Ao max ]Xi(wL, wr)| <

est vérifiée, alors le solveur approché préserve la moyenne du solveur exact :

1 (A2 — g 1 Az .
Ar /AI/2 W <E,wL,wR> dr = s /AI/2 Wr <A_t’wL’wR) dz. (1.15)

(1.14)

N |

(iii) le solveur approché vérifie W(ﬁ ,w,w) = w pour tout £ € R et pour tout w € Q.

D’apres le Lemme 1.1, on peut calculer la moyenne sur une cellule de la solution exacte du
probleme de Riemann. La propriété (1.15) se réécrit alors de la fagon suivante :

Lemme 1.5. Supposons que la condition CFL (1.14) est vérifiée. Alors I'équation (1.15) est équivalente
a la consistance avec la forme intégrale :

Az/2 A
Aix /_A R (2 wrwn) da = 5w+ ) ~ o (fwm) ~ fler)). (116

Démonstration. Notons que la propriété (i) de la Définition 1.4 implique
max |AF| < max [AF|,

donc la condition CFL (1.14) implique (1.8). La moyenne sur une cellule de la solution exacte
du probleme de Riemann est alors donnée par (1.9), ce qui permet de conclure. O

De la méme fagon que pour le schéma de Godunov, on peut construire un schéma numé-
rique a partir de n‘importe quel solveur de Riemann approché. Supposons que 1'on connait a
la date t" une approximation constante par morceaux de la solution,

Wi (z) =w, sizeK;.

On note

— (T —
Wag(z, t" +t) =W (%W,w?,wﬁl) , Six € [z, xiq1],

la juxtaposition des solutions approchés des problémes de Riemann. Pour éviter toute interac-
tion entre les solveurs approchés, on impose la condition CFL
At

— max ]Xi (w?,wgﬂrl) | <

Az icZ ' (1.17)

DO =

On définit alors la solution approchée au temps t" ! en projetant W, sur l’espace des fonctions
constantes sur chaque Kj :

1
n+1 n
; = —— T ,t At d,
w, /iWA (z + At)dz
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES DE VOLUMES FINIS

que l'on peut réécrire

1 Az/2 T 1 0 — s
ntl — . wr n - — wl wh
wi = /0 w <At,11)2,1,11)Z ) dx + AL /Am/2 w (At,wZ ,le) dzx. (1.18)

On dit que le schéma défini par (1.18) est un schéma de type Godunov associé au solveur de
Riemann approché W.

Remarquons que la solution exacte d’un probleme de Riemann étant un choix particulier
de solveur de Riemann approché, le schéma de Godunov est un schéma de type Godunov.

Il est important de vérifier quun schéma de type Godunov peut s’écrire sous forme conser-
vative.

Proposition 1.6. Sous la condition CFL (1.17), un schéma de type Godunov peut s’écrire sous forme
conservative

Wit = wl — 2—2 (F (w}, wiy ) — F (wi,w})), (1.19)

oit le flux numérique est défini par

Az 1 /0 ~ /x
F = —~wy — — - )
(wr,wr) = flwe) + Sowp = / o ( At,wL,wR> d, (1.20)
ou de fagon équivalente par
Ax 1 (A2 _ g
F(wp,wr) = f(wr) — Q—AtwR + AL /0 w (Kt’wL’wR> dx. (1.21)

De plus le flux numeérique F est consistant avec f.

Démonstration. Par définition, on a

1 Az/2 __ T 1 0 —~ /T
ntl 7 o n — ot
w, " = Ax/o W(At’wl_l’wz>dx+Aw/_A$/2W<At’w”wl+1>dx

N N
- ﬁ /Aa:/Q v (%’w?_l’w?) do = ﬁ /—Aa:/Z w (%,w?_l,w?> dz

42 /0 W(x now? >d
Az J_aup Ap Wi Wit ) 4L

La condition CFL (1.17) étant vérifiée, on peut utiliser la consistance avec la forme intégrale
(1.16) et I'on trouve

1 At 1 [0~z
ntl _ Z 0 P — ny _ n _ o n
Wt = Sl ) - 5 ()~ fi) - 7 [ W (Sl do

—Az/2
1 0 ~=/Tr . .

W Ao Ao 10—
— YT A <f(w")+ﬁwi _E/MQW(E’“}“W“)CZ”C

n Az 1 /0 ~/x n
- <f(wi1) + Ewifl N /Am/2 w <E7wi717wi > dm)) .
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1.3. Schémas de type Godunov

Le schéma s’écrit donc bien sous forme conservative (1.19) avec le flux numérique défini par
(1.20). Pour obtenir la formulation équivalente (1.21) du flux numérique, on utilise a nouveau
la consistance avec la forme intégrale (1.16)

A 1 [0~
F(wr,wRr) :f(wL)—i-—xwL——/ W<i,wL,wR) dx
Ax/2

2At At At
= f(wr) + ;A—AxtwL - Ait /ii//szv <Ait’wL7wR) dx
w T (G a
= flwr) + %W %(W +wg) + (f(wr) — f(we))

Az 1 A2 __ g
= f(wR) - EwR + —/0 w <E,wL,wR> dx.

Enfin, en utilisant la propriété (iii) de la définition 1.4 dans I'expression (1.20) du flux nu-
mérique, on obtient F'(w, w) = f(w), ce qui prouve que le schéma est consistant. O

Remarque. Les formulations (1.20) et (1.21) du flux numérique créent une dissymétrie entre
I'état gauche et I'état droit. On peut également expliciter le flux numérique sous une forme
symétrique :

1 A 2) AI/QN
F(wL,wR) = 5 (f(wL) + f(wR)) — 4—Awt (U)R — A—m/o w (Ait,wL,wR) dx

2 0 ~ /T
_wL+A—x/AWW (Kt,wL,wR> dx). (1.22)

Pour obtenir cette formulation, il suffit de faire la demi-somme entre (1.20) et (1.21).

Pour compléter cette présentation, il reste a exhiber des conditions pour qu’un schéma de
type Godunov soit robuste et entropique. C’est I'objet des deux lemmes qui suivent.

Lemme 1.7. Supposons que la condition CFL (1.17) est vérifiée. Si pour tous wy, et wr dans €, le
solveur de Riemann approché W (&, wr,, wr) est a valeurs dans 2, pour tout £ € R, alors le schéma de
type Godunov associé a W est robuste.

Démonstration. Le schéma de type Godunov associé est défini par (1.18) qui est la moyenne

d’une fonction a valeur dans Q. L'ensemble (2 étant supposé convexe, w}"! reste donc dans

Q. O

Lemme 1.8. Supposons que la condition CFL (1.17) est vérifiée. Si pour tout couple d’entropie (n,G)

et pour tous wy, et wgr dans Q, le solveur de Riemann approché W vérifie la consistance avec la forme
intégrale de l'inégalité d’entropie

i /AA:I;/; n <W <%,UJL,U)R)> dz < % (n(wr) +n(wg)) — % (G(wg) — G(wy)),

alors le schéma de type Godunov associé a W est entropique et vérifie I'inégalité (1.6).
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES DE VOLUMES FINIS

Démonstration. L'entropie n étant convexe, on a par 1'inégalité de Jensen

1
Yy —p ([ W n A
n (wi) 77( x/KZ Az (z, t" + t)dm)

< —/ 0 (Waa(z, " + Ab)) da
K;

n At Ax n 1 [0 —~
SUW%V—ZE<Q( >+§Zg<i>—zgfﬂm?n0v(ggw ) de

B <g(wgl1) + %n(w;{l) - i /Om/zn (W (%,wgl,w?)) d:v)) .

Le schéma vérifie donc 'inégalité d’entropie discréte (1.6) attendue

At
np ) < nwl) = 25 (G (0], wii) - G (wfy,w}))

otl le flux numérique d’entropie G est défini par

Ax 1 0
G(wr,wr) = G(wr) + Q—Atn(wL) A /_Ax/Qn (W (At wL,wR>) dx.

Par ailleurs, G est consistant avec le flux d’entropie G grace a la propriété (iii) de la définition
1.4. Le schéma est donc entropique. O

Remarque. En modifiant la démonstration, on aurait également pu aboutir a 'inégalité discrete
d’entropie

n n At n Val wh
n(w; H) < n(w;') — N (G(wz s wity) — G(wilq, w )) )

ot le flux numérique d’entropie G est défini par

. A 1 Az /2 _
Gluos.wr) = Gluwr) = Fpntwn) + 57 [ 0 (W

A At WL wR)) dr.

(&

Les flux numériques d’entropie G et G sont en général différents. On constate qu’il n’y a donc
pas une unique inégalité d’entropie discréte pour un couple d’entropie (7, G) donné.
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1.4. Schémas d’ordre élevé de type MUSCL

1.4 Schémas d’ordre élevé de type MUSCL

La méthode MUSCL a été introduite par van Leer [102] (voir aussi [87, 88, 21, 12]) dans le but de
construire une approximation d’ordre élevé de la solution. La méthode MUSCL se décompose
en deux étapes :

1. étape de reconstruction de l'inconnue aux interfaces (voir Figure 1.2) :
nt _ n n.
w, " = wi £ Aw}';
2. étape d’évolution des états reconstruits en utilisant le flux numérique d’ordre un :

w;“rl =wl — % (F <w?’+,w?_’£) —F <wi,1+,w?’7)) . (1.23)

Li—1 Ty Lit1
FIGURE 1.2 — Reconstruction affine par morceaux de la solution

Pour que le schéma (1.23) soit complet, il reste a préciser comment déterminer I'incrément Aw;'.

Dans le cas de la méthode MUSCL d’ordre deux, il est nécessaire de limiter la pente de la
reconstruction afin d’assurer certaines propriétés comme la diminution de la variation totale
dans le cas scalaire ou la robustesse (et la stabilité) dans le cas d"un systéme. Dans les méthodes
MUSCL classiques, la limitation de la pente s’effectue en méme temps que la reconstruction en
utilisant un limiteur de pentes. Un limiteur est une fonction L : R? x R? — R? continue qui est
consistante, au sens ot L(o, o) = o, pour tout o dans RY et bornée, c’est-a-dire qu'il existe une
constante M > 0 telle que

[1L(o1; 09)|| < M max ([[ow ], [loa]]) -

Une fois le limiteur choisi, on définit I'incrément Aw]* sur chaque cellule par
Wi =5 (wi' — wi g, wilyy — wy').

On donne ici quelques exemples de limiteurs d’ordre deux qui seront utilisés dans ce ma-
nuscrit :

e limiteur minmod :

min(or,0r), siop >0etog >0,
minmod(or,0r) = { max(oy,0r), siop <Oetor <0,

0, sinon;
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES DE VOLUMES FINIS

¢ limiteur superbee :
superbee(or, or) = maxmod(minmod (20, or), minmod(cy,,20R)),
ol la fonction maxmod est définie par

max(aL,aR), sioyp, > Oetopr > O,
maxmod(or,or) = { min(op,0r), siop <0etog <0,

0, sinon;

¢ limiteur monotonized central-difference (MC) :

min (20'L, 20R, ”L;"R) , siop>0etor >0,
MC(or,0r) = { max (QUL,2UR, %) , siop <0etogr <0,

0, sinon;

e limiteur de van Leer:

orlor|torloL] :
SLERIEREEL D siopogp £ 0
vanLeer(o,,oR) = lozl+lorl 2 ’
0, sinon;
e limiteur de van Albada 1:
O'LO'R(O'L+O'R) .
L siopor #0
vanAlbadal(or,0R) = A ’
0, sinon.

Notons qu’aucun de ces limiteurs ne permet d’assurer que les états reconstruits w?’i restent
dans €. Il est donc parfois nécessaire d’effectuer une surlimitation de la pente pour assurer
cette propriété.

En supposant que la reconstruction préserve I'ensemble 2, on peut aisément montrer que
le schéma MUSCL (1.23) est robuste.

Lemme 1.9. Supposons que le schéma d’ordre un (1.18) est robuste sous la condition CFL (1.17). Sup-
posons de plus que la reconstruction préserve I'ensemble 2, c’est-a-dire

VieZ, wlel = VieZ wlteQ.

Alors le schéma MUSCL (1.23) est robuste sous la condition CFL

At Nt/ n+  n,— Nt/ n—  n,+ 1
- atl at atl atl <_. .
AZC I?GEZLX{‘)\ (wz 7w2+1)‘7 ’)‘ (wz 7wz )‘} =4 (1 24)

Avant de prouver ce résultat, remarquons que la condition CFL (1.24) qui assure la robus-
tesse du schéma MUSCL est deux fois plus restrictive que la condition CFL (1.17) qui assure
la robustesse du schéma d’ordre un associé. En fait, la condition CFL (1.24) n’est pas optimale.
En effet lorsque l'on fixe les incréments Aw]* = 0, on retrouve le schéma d’ordre un, mais la
condition CFL (1.24) est clairement trop restrictive, puisque (1.17) suffit dans ce cas a assurer la
robustesse. Il est malheureusement trop compliqué de trouver une condition CFL générale pour
le schéma MUSCL qui serait « consistante » avec la condition CFL (1.17) associée au schéma
d’ordre un. Il est possible de le faire pour certains systemes de lois de conservation simples.
Cela sort du cadre de cette bréve présentation et I’on se contentera d’utiliser la condition CFL
(1.24) qui a l'avantage d’étre valable pour n’importe quel systeme de lois de conservation.
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1.5. La méthode MOQOD

wnJrl
tn+1 . L T
i n+1,+ n+1,— i n+1,+ n+1,— i
; Wi_q w; ; w; Wit ;
i + n,— i n,+ n,— i
i i wi—l U)Z i U)i 'LU,i+1 i
wi Ti-1/2 wy Tit1/2 w4

FIGURE 1.3 — Interprétation du schéma MUSCL comme moyenne de schémas d’ordre un

Démonstration. Au temps t", on suppose connue une approximation de la solution

w”

W£$('I) = { iL,Jr

siz € [1'1'71/2, .%'Z'],
w; siz € [zi, Tit1/2]-
On fait évoluer cette solution approchée par le schéma d’ordre un (1.18) jusqu’au temps ¢+
et on obtient un état w?H’* sur la cellule [x;_; /o, z;] et un état w?H’Jr sur la cellule [x;, z; o]

(voir Figure 1.3). Ces états évolués s’écrivent

_ _ At _ _
w?‘Hv =w"" — Ae)2 <F (w?’ ,w?’+) - F (w?_’*{,w?’ >> , (1.25)
At _ _
w?+1’+ = wt — Ar/2 <F (w?’Jr,w?jrl) - F (w? ,w?’+>> ) (1.26)

La condition CFL (1.24) permet d’assurer que les états w?’i donnés par les schémas d’ordre
un (1.25) et (1.26) sont dans Q. Enfin, on vérifie aisément que 1'état w?“ donné par le schéma
MUSCL (1.23) s’écrit comme la moyenne des deux états w?“’_ et w?+1’+. Puisque I’ensemble

Q est supposé convexe, on en déduit que 1’état w! ™! reste dans . O

7

1.5 La méthode MOOD

Dans les méthodes MUSCL classiques, la limitation de la pente est effectuée a priori et de ma-
niére globale sur toutes les cellules. L'inconvénient d"une telle méthode est que l'on limite la
pente dans tout le domaine de calcul, y compris dans des zones ot cela n’est pas nécessaire, ce
qui peut engendrer une perte de précision.

Une autre approche a été développée récemment par Clain, Diot et Loubere [34, 47]. 11
s’agit de la méthode MOOD (Multi-dimensional Optimal Order Detection) qui est basée sur
une limitation a posteriori de la reconstruction. Le principe consiste a n’effectuer la procédure
de limitation que sur les cellules « problématiques » ou elle s’avere nécessaire.

Bien que la méthode MOOD ait été originellement congue en deux dimensions d’espace,
on présente ici, pour simplifier, une version 1D de cette méthode. On fixe un entier dy.x >
0 qui correspond au degré maximum des polyndmes que I'on utilise dans la reconstruction.
On suppose que pour tout entier j tel que 0 < j < dpax, on dispose d'une procédure de
reconstruction qui fournit un polyndéme Pij , de degré j, approchant la solution de (1.1) sur la
cellule K;. Les polynomes Pij sont habituellement obtenus par des techniques d’interpolation
ou de minimisation. On ne détaille pas ici le stencil nécessaire pour assurer la précision de la
reconstruction. On suppose par contre que la reconstruction de degré zéro vérifie

Po(x) =w], VreK;.

7
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La deuxieme pierre angulaire de la méthode MOOD est I'existence d’un ensemble de cri-
teres de détection .4, dont le but est de tester si la solution numérique est acceptable ou pas. Un
état évolué wi™! vérifiant tous les criteres de A est dit A-éligible. Comme exemples de criteres
pouvant intervenir dans A, on trouve par exemple dans [34, 47] la robustesse et des conditions
de type principe du maximum discret, éventuellement tempérées par un processus de détec-
tion des extrema réguliers. L'ensemble A doit vérifier une propriété essentielle pour assurer
que l'algorithme présenté plus bas s’arréte en un nombre fini d’itérations : sous la condition
CFL (1.17), un état obtenu par le schéma d’ordre un doit étre A—€éligible. Autrement dit, on doit

avoir l'implication suivante :

Vi € Z,w; est A-€ligible,
with =it = 55 (F (0] wiy) = F (i, wf)

[

= wlt!est A-éligible.  (1.27)

K3

Avant de présenter l'algorithme de la méthode MOOD, on introduit sur chaque cellule,

un degré effectif de reconstruction d;. Tous ces degrés seront initialement fixés a dyax et ils

seront décrémentés jusqu’a ce que la solution soit admissible selon I’ensemble de criteres A. La
méthode MOQOD est alors décrite par la procédure suivante.

1. Initialisation des degrés : tous les degrés effectifs de reconstruction d; sont fixés a dmax.

2. Evaluation des états reconstruits : sur chaque cellule K;, on évalue des états reconstruits

+ . .
w;"" aux interfaces ;4 /2 de la fagon suivante :

w?’_ == Pgi_l’i (%‘—1/2) et ZU?7+ == Pidi’i-kl ('rz'+1/2) )

ot l’on a noté d; ; = min(d;, d;).
3. Evolution de la solution : Les états sont mis a jour par

At _ _

wi T = wf - AL (F <w?’+7w?41) - F <w?_’?w?’ )) :

4. Test d’A-éligibilité : pour chaque ¢ € Z, si I’état w?“’* n’est pas A-éligible, alors on
décrémente le degré de reconstruction effectif d; sur la cellule Kj.

n+1,%
i

® Sj tous les états w sont A-éligibles, alors la solution est valide et 1'on pose

witt = w?ﬂ’*, Vi € Z.
¢ Sinon, la solution est recalculée a partir de 1’étape 2.

On montre aisément que cet algorithme se termine en un nombre fini d’itérations et que la
solution obtenue vérifie toutes les conditions de 'ensemble A.

I1 peut paraitre étrange d’utiliser les degrés d;_; ; et d; ;11 plutot que le degré d; pour la re-
construction des états w?’i sur la cellule K;. Ce choix est pourtant nécessaire pour garantir que
I'algorithme se termine. En effet, Si I'on utilise d; dans 1’étape 2 de 1’algorithme, en supposant
que celui-ci tombe a zéro, la solution évoluée sera donnée par

At .
w?+17* = U);l - A_.%' (F (wzn7wznjrl) —F <wzn:‘1_7w?)) :
Cet état n’a a priori aucune raison d’étre .A-éligible et on ne peut plus décrémenter le degré de
reconstruction d;. Par conséquent, 1'algorithme risque de ne pas se terminer. L'utilisation de
di—1,; et d; ;1 oblige a calculer deux polyndmes de degrés différents sur chaque cellule, ce qui
alourdit le cotit de calcul, mais est indispensable.

Remarquons par contre que seules les cellules dont le degré effectif de reconstruction a été
décrémenté et les cellules qui leur sont adjacentes doivent étre réactualisées. Par conséquent,
seules ces cellules ont besoin d’étre testées pour 1" A-éligibilité lors de la phase 4 de la prochaine
itération. Cela permet de réduire considérablement le temps de calcul.
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Schémas MUSCL basés sur une
reconstruction de gradients par
maillages duaux (DMGR)

Introduction

Ce travail est dédié a I'approximation numérique des solutions faibles des systémes hyperbo-
liques de lois de conservation en deux dimensions d’espace. Le systeme considéré s’écrit

Ow + Oy f(w) + dyg(w) =0, (z,y) €R?, >0, (2.1)

ot w : R x Rt — Q est le vecteur des inconnues, f,g : Q@ — R? sont les fonctions flux
respectivement dans la direction = et y et sont supposées régulieres et @ C R? désigne un
ensemble d’états admissibles supposé convexe. Ce systeme est complété par la donnée initiale

w(z,y,t =0) =wo(z,y), (z,y) R (2.2)

On suppose que le systeme (2.1) est hyperbolique, c’est-a-dire que pour tout vecteur uni-
taire v = (v, Vy)T e Slet pour tout vecteur w € 2, on demande que la matrice

VeV f(w) + 1y Vi g(w)

soit diagonalisable dans R. Les solutions des systemes hyperboliques pouvant développer des
discontinuités, on consideére les solutions de (2.1)—(2.2) au sens faible.

Afin d’écarter les solutions non physiques, on suppose donc que les solutions faibles véri-
fient les inégalités d’entropie suivantes (voir [76, 77])

Om(w) + 9, F(w) + 8, (w) < 0, 2.3)

oun : Q& — Restconvexe et F,G : & — R sont les flux d’entropie respectivement dans la
direction x et y et vérifient les relation de compatibilité suivantes :

VfVn=VF, VgVn=Vg.
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CHAPITRE 2. SCHEMA «DUAL MESH GRADIENT RECONSTRUCTION»

Durant les dernieres décennies, la dérivation de schémas numériques pour approcher les
solutions faibles de (2.1) était et reste un domaine de recherche trés actif et de nombreuses
méthodes sont proposées dans la littérature. Dans ce chapitre, on se concentre sur les schémas
volumes finis d’ordre deux (voir [56, 80, 100] et les références incluses) et on s’intéresse a des ex-
tensions du célebre schéma MUSCL introduit par van Leer [102]. La méthode MUSCL d’ordre
deux est une des procédures de montée en ordre des méthodes de volumes finis les plus po-
pulaires grace a la relative simplicité de sa dérivation. En effet, en s’appuyant sur un schéma
volumes finis d’ordre un standard, van Leer [102] a suggéré d’introduire une reconstruction
linéaire de la solution approchée sur chaque cellule pour évaluer le flux numérique de maniére
plus précise.

Les reconstructions de gradients sont facilement définies pour des problemes en une di-
mension. On renvoie le lecteur au livre de LeVeque [80] (voir également [86, 21, 12, 72]) ou
plusieurs approches sont détaillées. Bien sfir, ces reconstructions MUSCL 1D s’étendent direc-
tement a des maillages 2D cartésiens. Cependant, I’évaluation correcte des gradients s’avere
étre une difficulté importante dans la dérivation du schéma MUSCL des que des maillages non
structurés sont considérés. Plusieurs techniques de reconstruction de gradients ont été intro-
duites lorsque 'on utilise des triangles comme cellules de contrdle (voir [83, 56, 82, 24, 27, 28])
mais celles-ci ne s’étendent pas aisément a des volumes de controle plus généraux. Un des ob-
jectifs de ce travail est d'introduire une technique de reconstruction de gradients indépendante
de la définition des cellules. Pour traiter cette difficulté, on propose une extension adaptée des
méthodes « Discrete Duality Finite Volume » (DDFV) ([65, 66, 49, 3]) dans le cas des systemes
hyperboliques non linéaires.

En fait, la procédure de reconstruction linéaire s’avere étre un point crucial pour empé-
cher I'apparition d’oscillations non physiques. Pour éviter de telles nuisances numériques, une
procédure de limitation doit étre envisagée. Une littérature importante est dédiée au dévelop-
pement de limiteurs pertinents. Pour un état de 1’art non exhaustif, on renvoie le lecteur aux
travaux suivants : [6, 103, 21, 69, 45, 20, 9, 43, 14, 84, 54, 24, 27, 33, 81, 74]. Dans [6, 103, 45], I'ob-
jectif principal est la dérivation de limiteurs globalement 2D pour obtenir des reconstructions
pertinentes sur des maillages non structurés. Une telle approche peut engendrer trop de vis-
cosité numérique dans les régions ou les solutions sont régulieres. Certains auteurs proposent
un limiteur supplémentaire pour réduire artificiellement la viscosité numérique (voir [84, 74]).
Afin d’assurer certaines propriétés de stabilité, certains articles sont dédiés a la modification
des limiteurs usuels pour satisfaire des conditions de type principe du maximum (par exemple
[69, 9, 81]). Dans ces travaux, le limiteur est basé sur une seule reconstruction de gradient par
cellule. Une autre stratégie consiste a introduire une pente pour chaque coté a l'intérieur d'une
cellule (voir [24, 33]).

La limitation est également un point-clé pour assurer des propriétés de robustesse. En ef-
fet, I’extension MUSCL n’est pas capable de rétablir l'invariance de 1’ensemble 2 et une at-
tention spécifique doit étre portée a la procédure de limitation pour garantir cette propriété
essentielle. Plusieurs stratégies ont été introduites pendant la derniére décennie. Par exemple,
dans [86, 87, 88, 43, 14], les auteurs introduisent une limitation pertinente du gradient pour
obtenir la robustesse requise sous une condition CFL restrictive. Plus récemment, pour éviter
la restriction sur la CFL, dans [34, 47], une limitation a posteriori est suggérée en imposant
une pente nulle du gradient quand la robustesse n’est pas vérifiée. Une telle technique rend le
schéma robuste, mais au prix d'une perte locale de précision. Par conséquent, rendre le schéma
robuste semble, en général, nécessiter une condition CFL plus restrictive et donc augmente le
colit de calcul. Actuellement, il semble impossible d’éviter cette restriction additionnelle sur la
CFL venant de la procédure MUSCL. Un des buts de ce travail est donc d’optimiser cette restric-
tion. Mentionnons deés a présent que la condition CFL provient a la fois du nombre CFL associé
au schéma d’ordre un et de la robustesse de la méthode MUSCL. Dans le cas d"un maillage 2D
non structuré, on établit que la condition CFL usuelle d’ordre un n’est pas du tout optimale
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(par exemple voir [88]) car elle introduit un facteur multiplicatif inapproprié et parfois impor-
tant a la CFL, ce qui peut entrainer un cotit de calcul excessif. On présentera une condition CFL
d’ordre un « optimale ».

Le chapitre s’organise de la fagon suivante. Dans la Partie 2.1, on rappelle brievement les
notations principales concernant les méthodes de volumes finis en 2D et 'on présente les sché-
mas de type Godunov 2D qui vont étre notre cadre de travail. On détaille ensuite 1’obtention
d’une CFL optimale permettant d’assurer la robustesse du schéma d’ordre un. On montre en-
fin comment on peut déduire de la robustesse du schéma d’ordre un que le schéma MUSCL
préserve 'ensemble €). Dans la Partie 2.2, on présente le schéma DMGR. Cette approche est
complétée par une procédure de limitation destinée a assurer la robustesse de la méthode. La
Partie 2.3 est dédiée aux résultats numériques. On conclut finalement le chapitre avec quelques
commentaires et perspectives.

2.1 Robustesse des schémas volumes finis en deux dimensions d’es-
pace

2.1.1 Schémas volumes finis en deux dimensions d’espace

Afin de présenter le formalisme général des méthodes de volumes finis en deux dimensions

d’espace, il est nécessaire d’introduire quelques notations pour décrire un maillage 2D non

structuré. On considére un maillage de R? constitué de volumes de contrdle polygonaux (K;);cz.
Pour chaque cellule, on note (i) I'ensemble des indices des cellules voisines de K;. Pour tout

J € (i), on appelle ¢;; le c6té commun qui sépare K; et K et v;; la normale extérieure a e;;

(voir Figure 2.1). Enfin, on notera | K;| aire de la cellule K; et P; = 3, ;) |€i;| son périmetre,
ot |e;;| désigne la longueur du coté e;;.

N4

Je(i

FIGURE 2.1 — Géométrie de la cellule K;

On note w;’ une approximation de la solution exacte de (2.1)—(2.2) sur la cellule K; au temps
t". La condition initiale (2.2) est discrétisée en prenant la moyenne sur chaque cellule

i)
0
w;, = T wo(z,y)dzdy.
5] Sy, )

Pour un vecteur unitaire v = (v, uy)T du cercle unité S!, on définit le flux dans la direction v

par
hy (W) = vy f(w) + vyg(w). (2.4)
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De la méme fagon qu’en une dimension d’espace, on integre alors I’équation (2.1) sur le prisme
K; x [t",#""!] pour obtenir par la formule de Green

tn+1

/ hy,; (w(z,y))dodt = 0.

n

/ w(x,y,t"“)dwdy—/ w(x,y, t")dzdy + Z/
K K jerti) 7t

En considérant que sur l'arréte e;;, on a localement un probleme en une dimension, on est
amenés a faire 'approximation

tn+1

tn

/ by, (w(z,y))dodt = |ej|Atp(w]', W}, vij),
€ij

ol ¢(+, -, ) est un flux numérique 1D pouvant éventuellement différer selon la direction v. On
en déduit la formulation générale d'un schéma volumes finis en deux dimensions d’espace :

At
P =wp - ] > leilewp, wh, vij). (2.5)

JE(9)

Une méthode de volumes finis sur un maillage non structuré est donc entierement déterminée
par la donnée dans chaque direction d"un flux numérique 1D.

Contrairement au cas unidimensionnel, un schéma écrit sous la forme (2.5) n’est pas auto-
matiquement conservatif. Pour qu'il le soit, on doit en plus vérifier que 1'on a

Vwr,wg € Q, YveS', o(wy,wr,v)=—p(wr,wg, —v). (2.6)

Les autres propriétés du schéma (2.5) sont définies de la méme facon qu’en une dimension.
On dit que le schéma (2.5) est consistant (ou de facon équivalente que le flux numérique ¢ est
consistant) si l’on a

VweQ, YreSh owwv)=h,(w).

On dit que le schéma (2.5) est robuste si
VieZ wleQ = VieZ w'tleq.
Pour un triplet d’entropie (7, F, G) fixé, on définit le flux d’entropie dans la direction v par
H,(w) = v F(w) + v,G(w), avecv = (vg,v,)" €S (2.7)

Le schéma (2.5) est dit entropique si pour tout triplet d’entropie (1, F,G), il existe un flux nu-
mérique d’entropie ® : 2 x 2 x R? — R, consistant avec H,, (i.e. O (w,w,v) = H,(w)), tel que le
schéma vérifie 'inégalité d’entropie discrete

_ At
| K|

n(w] ™) < nw})

K3 3

D eyl ®(wy, wh, vij). (2.8)
JEY(E)

Comme en une dimension d’espace, il existe une classe de schémas pour laquelle il est
relativement facile de montrer ces propriétés. Il s’agit des schémas de type Godunov que nous
introduisons maintenant.
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2.1.2 Schémas de type Godunov en deux dimensions d’espace

Dans cette étude, afin d’établir une condition CFL optimale, on restreint notre analyse aux
flux numériques de type Godunov décrits par le travail de Harten, Lax et van Leer [64]. On
introduit ainsi, dans chaque direction v € S!, un solveur de Riemann approché unidimension-
nel W, (%2,wr, wr) qui vérifie les propriétés de stabilité et de consistance de la Définition 1.4.
On peut a priori choisir un solveur différent dans chaque direction v. On note respectivement
A\, (wp, wg) et \} (wr,, wgr) la plus petite et la plus grande vitesse caractéristique développée par
le solveur Wy (%, wr,, W R)- Signalons que par rapport aux notations de la Partie 1.3, on omet les
tildes sur les vitesses, ce qui ne pose pas probleme puisqu’il n'y a pas de confusion possible ici.

Le solveur approché W, doit en particulier vérifier sous la condition CFL

At 1
5 max XS (wi, wr)| < 5 (2.9)
la consistance avec la forme intégrale
)
L[ (® 1 At
5 /_% w, (g,wL,wR> dr = §(ZUL +wg) — 5 (hy(wgr) — hy(wr)) . (2.10)

Soulignons que si le pas d’espace Az admet une définition claire en une dimension, ce n’est
pas le cas en 2D et on se contente donc pour l'instant de faire apparaitre un parametre 6 dans
(2.10). La seule contrainte sur ce parametre est de vérifier la condition CFL (2.9). Comme on
s’y attend, § va représenter une longueur de maillage caractéristique dont la définition précise
sera donnée ultérieurement de fagon a obtenir une condition CFL la moins restrictive possible.

La définition du flux numérique 2D suit alors la définition (1.20) du flux numérique pour
un schéma de Godunov 1D :

( ) = hu(wr) + ——wy, — - OW(i )d 2.11)
P\WL, WR, V) = hy(Wr, 2AtwL AL v t,wLJUR Z. .

_8
2

On dit que le schéma volumes finis (2.5) est de type Godunov associé au solveur de Riemann

approché W,, si son flux numérique est défini par (2.11). Dans toute la suite de ce chapitre, on
suppose que le schéma (2.5) vérifie une telle définition. Par ailleurs, on suppose aussi que pour

tout triplet d’entropie (7, 7, G), le solveur de Riemann approché W, vérifie la consistance avec
la forme intégrale de 'inégalité d’entropie (2.3) :

1/g U (Wv (%’UJL,ZUR)) dx < % (n(wz) +n(wr)) — & (Hy(wr) = Hy(wr)), W eS,

1) s 1)
(2.12)
ou H, est défini par (2.7). Cela nous amene a définir le flux numérique d’entropie par
P( ) = Hy (wr) + =2 )—i/o (W (o ))d (2.13)
wr,WR,V) = iy (WL, 2At77 wr, At _%77 v At,wLawR €. .

La définition (2.11) du flux numérique permet d’obtenir facilement les propriétés de consis-
tance et de conservation du schéma :

Lemme 2.1. Le flux numérique (2.11) est consistant.

De plus, si I'on impose la relation suivante :

/0 /V[\Z, (%,ZUL,ZUR> dr = / W,V (E,UJR,ZUL) dx, (2.14)
0

)
—2
alors le schéma (2.5) est conservatif.
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Démonstration. D’aprés la propriété (iii) de la Définition 1.4, on a

0 1 (0~ /2
o(w,w,v) = hy,(w )+Ew_ﬂ/ W, <E,w,w) dx
= hy(w),

ce qui prouve la consistance.

En ce qui concerne la conservation, en utilisant '’hypothese (2.14), on a

[}
0 1 (2~
QO(U)L,'LU}Z“V) = hl/(wL) + QAtwL - Kt AQ W—U (%7?1}]%7?1}11) dx.
On utilise alors la consistance avec la forme intégrale (2.10) pour obtenir

1) 1)
o(wr,wg,v) = hy(wr) + SAp WL~ 2At(wL +wr) + hy(wr) — hy(wr)

A o)

N

0 1[0~ x
= hu(wR) WR + —/ W_, <;,wR,wL) dx.

2At At
Par la définition (2.4) du flux h,, on a h,(w) = —h_,(w), ce qui nous permet de conclure que
p(wr, wr,v) = —p(wr,wr, —v),
et donc que le schéma est conservatif. O

Remarque. Soulignons que le flux numérique ¢, donné par (2.11), est défini indépendamment
du parametre 6. En effet, on introduit

A (wr, wr,v) = min (0, A (wg, wg,v)) et AT (wg, wg,v) = max (0, A" (wg, wg,v)) .

Il s’agit en fait de la partie négative de A\~ (wy, wg, v) et de la partie positive de A" (wy, wg, V)
pour lesquelles on a préféré ne pas utiliser les notations usuelles pour ne pas multiplier la
présence de signes — et +. Avec ces notations, on a

0 _ gz 1) _ 0 —~
/_% W, <Kt,wL,wR) dx = (5 +A (wL,wR,V)At> wL—i_/A(whwR,u)A W, <At wL,wR> dx.

Le flux numérique se réécrit alors

_ 1 /0
o(wp, wr,v) = hy(wr) + A~ (wp, wr,v)wr, — E/ s on) w, <At wLawR) dx.

Enfin, on peut prouver une extension du lemme 2.1 concernant I’entropie :

Lemme 2.2. Le flux numérique d’entropie (2.13) est consistant pour tout triplet d’entropie (n, F,G).

De plus, si I'on impose la relation suivante :

/_05 n <Wy <%,wL,wR)> dr = /0g n <W_V (%,wR,wL» dx, (2.15)

2

alors le flux numérique d’entropie vérifie la propriété suivante :

O (wp, wg,v) + ®(wg,wr, —v) > 0. (2.16)
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Démonstration. La définition (2.13) du flux numérique d’entropie et la propriété (iii) de la dé-
finition 1.4 d’un solveur de Riemann approché impliquent facilement la consistance du flux
numérique d’entropie.

Pour établir la propriété (2.16), les relations (2.13) et (2.15) nous donnent

1) 1 2 - T
O(wr, wr,v) = H,(wr) + Q—Atn(w) - Kt/o n (w,,, (A_tawR,wL)) dzx,

ce qui implique

)
O (wr, wr,v) + ®(wr,wr, —v) = H,(wr) + H_,(wr) + 2—Atv7(wL) + Q—Atn(wR)

-5 1 o)

L'inégalité (2.12) nous donne alors
®(wr, wr,v) + ®(wr,wr, —v) > H_p(wr) + Hyo(wr).
D’apres la définition (2.7), le flux exact d’entropie vérifie H_,, = —H, eton en déduit (2.16). O

Remarque. Signalons que dans le lemme 2.2, la propriété (2.15) doit étre vérifiée par toute entro-
pie n, ce qui est a priori une condition forte. Cependant, la propriété de conservation ponctuelle

Wy <§,wL,wR) = W_y (—%,wR,wL) , VYxeR, Vt>0, (2.17)

implique a la fois les deux relations (2.14) et (2.15). Par ailleurs, la propriété (2.17) est vérifiée
par tous les solveurs de Riemann approchés classiques (par exemple Godunov, HLL, Relaxation
de Suliciu pour les équations d'Euler, voir [64, 56, 38, 20]).

2.1.3 Robustesse des schémas 2D d’ordre un

En considérant le flux numérique donné par (2.11) dans le résultat suivant, on présente une
condition CFL d’ordre un optimale.

Théoreme 2.3. Pour tout wy, et wr dans ), on suppose que W, (%2, wr, wg) reste dans Q. Soit w}
appartenant a Q pour tout i € Z. Supposons que la condition CFL suivante est vérifiée :

P,
At—>- max |\* wih,w? vi)| <1, VieZ. 2.18
|Kz‘|j67(i)‘ (wi' wf', ) 219

n+1

Alors les états w; ", donnés par (2.5) restent dans Q.

De plus, le schéma (2.5) est entropique.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que les deux conditions CFL (2.9) et (2.18) coincident
dés que wyr, = w}, wg = wi et = Q‘TI?‘ Par conséquent, la formulation intégrale du flux
numérique (2.11) peut étre adoptée :

Sp(w’l’w]’ylj)_hylj(wl)+PlAtwl —At U;_Z\WU” (Atawzywj>dx (219)

K3
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On rappelle que d’aprés la formule de Green, ona )|
dans (2.5), on obtient

e (i) |ezj|h,,lj( ) = 0. En injectant (2.19)

n+1 no,.n
wj ‘K, > !U!/K v (530 wb ) do. (2.20)

JEY(

Puisque W,,; (ﬁ, wy, w?) est a valeurs dans 2 qui est un ensemble convexe, on en déduit

immédiatement que

,,] , Wy w)d:vGQ

Wij = \K\

L'état w'! se réécrit comme une combinaison convexe des états @, :

n+1 Z ’eU’ G

JEV(

et ainsi, la propriété de préservation de I'ensemble (2 est établie.

Pour prouver les inégalités d’entropie, on utilise la convexité de 7 et 'inégalité de Jensen
dans I'équation (2.20) pour obtenir

77( |K| Z ‘ Z]‘/K VU At7wz7w]>>dw (2.21)
JE€V(4)
Par la formule de Green, on a

K; n
(W) - Zw( 2 0) 4 Rl ) = e2)

Jj€v(@)

En sommant les équations (2.21) et (2.22), on obtient
n(wp ™) < n(wy)

At n KZ n 1 0 074 n n
- |K2| EZ(:-) <%Uij(wi ) + Lﬁlin(wi ) - E/Kin <Wl/ij (é’wi ’wj>> d:ﬂ) .
jev

Py

La définition (2.13) du flux numérique d’entropie nous donne exactement les inégalités d’en-
tropie discretes (2.8). Le Lemme 2.2 assure enfin que le flux numérique d’entropie ® est consis-
tant. U

Pour conclure cette partie dédiée a la présentation du schéma d’ordre un adopté, on sou-
ligne que des techniques similaires existent dans la littérature (par exemple voir [88]). En géné-
ral, une attention spécifique est portée a la condition CFL et plusieurs travaux [87, 88] montrent
la robustesse en supposant une condition CFL deux fois plus restrictive que (2.18). Cependant,
il est important de noter que cette restriction du pas de temps peut facilement étre améliorée
pour obtenir la condition CFL (2.18) des que le flux numérique provient d’un solveur de Rie-
mann approché. De plus, on remarque que la condition CFL (2.18) coincide avec celle proposée
dans [14] des que les cellules sont des polygones réguliers. Un calcul simple montre par contre
que la condition CFL (2.18) est moins restrictive que celle proposée dans [14] quand les cellules
sont des polygones non réguliers. En effet, considérons une cellule rectangulaire de cotés Ax et
Ay, avec Az < Ay. La condition CFL proposée dans [14] s’écrit dans ce cas

At

— max || <

v (2.23)

1
45
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alors que (2.18) s’écrit
Ax + Ay n 1
_ < —-. .
t Aiiy max [A\T| < 5 (2.24)
On voit facilement que la condition CFL (2.23) est plus restrictive que (2.24). Sil’on suppose de

plus que Az < Ay, la CFL (2.24) devient

A

ﬁ—imaxl)\i\ <

DN | —

On a alors gagné un facteur 2 par rapport a (2.23).

214 Leschéma MUSCL 2D

On considere w}' une approximation de la solution exacte de la solution du systeme (2.1) sur la
cellule K; au temps t". Pour obtenir une approximation au temps ¢! = ¢" + At, le schéma

MUSCL consiste a faire évoluer la suite (w]");cz de la facon suivante :

AN
’w;“rl — w;l — —’K‘ Z |6ij|g0 (’U)ij, Wy, Vij) , (225)
il .
JEV()

ou w;; et w;; sont des approximations d’ordre deux de la solution au milieu du coté e;; de
chaque coté de l'interface (voir Figure 2.2). La procédure de reconstruction qui permet de dé-
terminer ces états sera I'objet de la Partie 2.2. On suppose a nouveau que le flux numérique ¢
est associé dans chaque direction v € S! a un solveur de Riemann approché W,. De plus, on
suppose que W,, vérifie la consistance avec la forme intégrale de 'inégalité d’entropie (2.12), la
propriété de conservation en moyenne (2.14) et la propriété de conservation de I'entropie en
moyenne (2.15). On rappelle que les Lemmes 2.1 et 2.2 impliquent alors respectivement que le
flux numérique ¢ vérifie la propriété de conservation (2.6) et que I'entropie vérifie la propriété
de dissipation (2.16).

FIGURE 2.2 — Approximations d’ordre un w;' et w} et reconstructions d’ordre deux w;; et wj;

L’objectif est maintenant d’étendre le Théoréme 2.3 au schéma MUSCL d’ordre deux. Pour
obtenir un tel résultat, on adopte la décomposition classique du schéma MUSCL en une com-
binaison convexe de schémas d’ordre un (par exemple, voir [87, 14]). Par conséquent, la restric-
tion CFL du schéma MUSCL est fortement reliée a celle du schéma d’ordre un (2.18).

On doit tout d’abord introduire quelques notations supplémentaires. Soit G; le centre de
masse de la cellule K; et pour tout j € (i), on appelle T;; le triangle formé par le point G; et
le coté e;;. Ces triangles sont essentiels puisque ce sont les sous-cellules sur lesquelles on va
appliquer le Théoreme 2.3. Soit (i, j) 'ensemble des indices des deux sous-cellules voisines
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de T;; dans la cellule K;. Pour tout k € (i, j), on note e§ 1. le coté commun qui sépare T;; et Ty,
et V; i 1la normale unitaire sortante ae %1, (voir Figure 2.3). Enfin, on désigne respectivement par
Tii| et Py = |esi| + el |, 'aire de la sous-cellule 7; ; et son périmetre, o1 I'on a noté
J J kEﬁ/(z j) 1%kl p
let ; k| la longueur du coté e};..

FIGURE 2.3 — Décomposition en sous-cellules de la cellule K;

Avec ces notations, on peut établir la robustesse du schéma MUSCL d’ordre deux.

Théoréme 2.4. Pour tous wy, et wr dans 2, on suppose que W, (%2, wr, wg) reste dans 2. On se donne
des états moyens w;' et des états reconstruits w;; qui appartiennent a Q2 pour tout i € 7Z et pour tout
J € (). Supposons que les états reconstruits vérifient la propriété de conservation suivante :

Tl on
Z = (2.26)
jev(@)
Si la condition CFL
At max max {])\ (wij, wji, vij)], |AE (w”,wik,y;-k)\} <1, VielZ, (2.27)

JE( |ng| key(i,5)

n+1

est vérifiée, alors les états évolués w;'" ", donnés par (2.25), restent dans €.

De plus, le schéma (2.25) vérifie les inégalités d’entropie suivantes :

n(wp™h) <7 - 0 K| > lei @ (wij,wji, vig), (2.28)
Jj€v(@@)

o 1} est défini comme suit :

Z |T” (2.29)

JEV(

Démonstration. On suppose connue une approximation de la solution au temps ¢", constante
par morceaux, dont la valeur sur la sous-cellule Tj; est w;;. On fait évoluer cette solution par
le schéma d’ordre un (2.5) jusqu’au temps ¢"*+1 et l’on obtient un état w”Jrl sur la cellule T;;,
donné par

At . ‘
wit! = wy; — Tl leij| P (wiz, wii, vij) + Z €5kl (wig, wik, Vi)
Y ke(i.5)

38
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La condition CFL (2.18) nécessaire pour pouvoir appliquer le Théoreme 2.3 sur la sous-cellule

T;; est exactement la condition CFL (2.27). Cela implique donc que I'état w”Jr1 est dans €. On

calcule maintenant la combinaison convexe des w”Jr1

n+1 ‘]}ﬂ
| Z ‘ Z |K| |K| Z ‘elj‘(b wz]aw]qu])

jev(i JeY(i) J€Y(@)
‘K’ Z Z ’e]k‘(b Wij, Wik, jk)

Jev(@) ke (i,9)

pondérés par |T;;|/|K; | et ’on trouve

Remarquons que dans le dernier terme, chacun des flux apparait deux fois, mais dans des di-
rections opposées. En utilisant la propriété de conservation (2.6) vérifiée par le flux numérique,

on en déduit que
Z Z ‘e;k‘(b(wij? Wik, V;'k) = 0.
7€(@) ke (i)
Grace a la propriété de conservation de la reconstruction (2.26), on montre que les états inter-

médiaires wT;H vérifient la relation suivante :

1 At
5| Z |sz|wnJrl = w;’ — \K\ Z leij|@(wij, wyi, vig).
" jen() jev(@)

Enfin, la définition du schéma d’ordre deux (2.25) nous donne

witt = ‘K’ > ITylwit. (2.30)
Jen(i)

On a montré que l'état wi I est une combinaison convexe d’états dans Q, il est donc lui-méme
dans Q.

Pour établir les inégalités d’entropie (2.28)—(2.29), la seconde partie du Théoréme 2.3 assure
que l'on a

At ‘ '
) el e vg) £ 32 el @ v vy)
v

kev(i,g)

L'inégalité de Jensen discrete, appliquée a I’équation (2.30), donne immédiatement

n(wj ™) < |K| Z T35 In(wi5™),
]E’Y

et ’on en déduit
n+1 n At
n(wi ) < i — ’K’ Z |€Z]|(I) wZ],w]Z)VZ] ‘K‘ Z Z |e]k|<I) Wij, Wik, ]k)- (2.31)
" jen() JEv (i) ke (i,j)
Enfin, la propriété de dissipation de 1’entropie (2.16) assure que
\K | Z > Gkl @(wis, wik, v) > 0

J€Y(3) ke (i,9)

et le résultat est prouvé. O
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Remarque. On a montré que le schéma d’ordre deux vérifie certaines inégalités d’entropie dis-
cretes. On se gardera cependant de parler de schéma d’ordre deux entropique. En effet, la
notion de schéma d’ordre deux entropique est délicate et sera 1'un des objets de I'étude du
chapitre 3.

Pour conclure cette partie, on montre que des qu’on adopte une reconstruction affine, la pro-
priété de conservation de la reconstruction (2.26) admet une réécriture équivalente tres simple.
En effet, considérons une fonction affine w; : K; — R® définie par

wi(X) =wg, + pi - (X —G;), avec X € Kj, (2.32)
oll wg, € § est un vecteur constant et y; € R? x R? est une matrice constante donnée. On
introduit Q);; le milieu du coté e;; pour définir
wij = Wwi(Qij)- (2.33)
On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.5. Supposons que les états reconstruits w;; sont donnés par (2.32)—(2.33). Alors la condi-
tion (2.26) est vérifiée si et seulement si l'on a

wg, = wy'. (2.34)

Démonstration. D’une part, par définition du centre de masse G;, on a

K;

D’autre part, le centre de gravité d'un triangle étant situé aux deux tiers de la médiane en
partant du sommet, l'intégrale de w; sur les triangles 7T;; est donnée par

N e 1
[ wax =11 (50 + 36
Ti;
9
9 1
= g\Tz‘j\wz‘j + g\Tz‘j!wGi-

En sommant sur j, on obtient
Y ITyjlwy = |Kilw,,
jev(@)
et 'on en déduit I'équivalence entre les conditions (2.26) et (2.34). O

2.2 Le schéma DMGR

Dans cette partie, on décrit la technique DMGR. L'idée principale est de considérer deux maillages
se recouvrant, a savoir un maillage primal et son maillage dual associé, puis d’écrire deux sché-
mas volumes finis distincts sur ces maillages. Ce procédé augmente le nombre d’inconnues
numériques, mais il permet de reconstruire des gradients tres précis. Dans un premier temps,
on dérive la technique DMGR en 1D, ce qui ne présente pas un grand intérét sur le plan nu-
mérique. Cela va cependant permettre de mieux appréhender la dérivation 2D qui va suivre.
On introduit ensuite quelques notations et on définit le maillage dual. Puis 1’on décrit la procé-
dure de reconstruction qui va étre élaborée de maniere a satisfaire les hypotheses du Théoréme
2.4 pour assurer la robustesse requise. Enfin, on montre comment utiliser avantageusement les
deux maillages afin d’obtenir des états a la fois aux sommets et aux centres de masse.
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2.2. Le schéma DMGR

2.2.1 Leschéma DMGR en 1D

On considere, dans cette partie, un systeme de lois de conservation 1D

Byw + 9, f(x) = 0. (2.35)

On discrétise ’'espace R en une suite croissante de points (z;4/2)icz de maniére uniforme,
avec pour pas d’espace Az = x; 1/3 — T;_1/2 supposé constant. On définit les cellules pri-
males K; = [mi_l/Q,:ﬂHl/z[ et les cellules duales K/, = [x;, zi+1[, ou I'on a noté x; =
(Ti—1/2 + Zit1/2)/2 le milieu de la cellule K;. Remarquons que I'ensemble des cellules { K }ic7,
et 'ensemble {K;/;}icz constituent deux maillages différents de la droite R. On discrétise
également le temps de la maniére suivante, t" = nAt, ot At est le pas de temps.

mn
i+1/2
temps ¢" respectivement sur la cellule K; et sur la cellule K, ;/,. On fait évoluer ces deux

approximations par deux schémas MUSCL distincts :

On suppose connues w;' et w des approximations de la solution exacte de (2.35) au

At _ _
wit = — <F (wn’Jr,wZ’_l) - F (w?_’?w?’ )) ,

i i Azr 7
At
+1 — TL,+ n,— TL,+ n,—
Wit1je = Wikig2 ~ A (F (wi+1/2’wi+3/2) —F <wi—1/2’wi+1/2)) ’

S Tae & +
ou les états w;’

Tiy1/2 et les états w

sont des reconstructions affines de la solution sur la cellule K; a l'interface
Zj /2 sont des reconstructions affines de la solution sur la cellule K,/ a
I'interface x; et x;4; (voir Figure 2.4).

Zi—1 Ki_ 1/ x; K12 Tig1

Li—3/2 K4 Li—1/2 K; Lit1/2 K1 Lit+3/2

FIGURE 2.4 — Reconstruction affine par morceaux de la solution sur le maillage primal (bas) et
le maillage dual (haut)

A ce stade, les deux schéma évoluent indépendamment. On va en fait les coupler pendant
la phase de reconstruction. Considérons un limiteur 1D classique L. Pour tout i € Z, on définit
alors les valeurs reconstruites aux interfaces par

n,t

I n__,n n o
w; —wz‘iL(wz’ Wi_1/2:Wiy1/2 wi>7

nt _ n n n ,.n n
Wil1s = Wit £ L <wz’+1/2 — Wi, Wigy — w¢+1/2) .

L'idée de base du schéma DMGR est donc d’utiliser les approximations obtenues par les deux
schémas pour reconstruire la solution aux différentes interfaces. En fait, I’approche est la méme
en 2D.
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CHAPITRE 2. SCHEMA «DUAL MESH GRADIENT RECONSTRUCTION»

2.2.2 Maillage primal et maillage dual

On considére un maillage primal polygonal { K'};cz de R?. On conserve toutes les notations in-
troduites dans la partie 2.1 en leur ajoutant un exposant p pour préciser qu’il s’agit du maillage
primal. On définit alors le maillage dual dont les cellules sont centrées autour des sommets
du maillage primal. Pour cela, on note {S?},cz 'ensemble de tous les sommets du maillage
primal et pour tout i € Z, on définit 6(i) I'ensemble des indices j de toutes les cellules K7 qui
admettent S? pour sommet.

Pour chaque sommet primal S?, on construit une cellule duale associée K{ obtenue en
reliant les centres de masse (G? )jes(i) des cellules voisines. Par construction, les sommets de
la cellule K¢ sont ainsi les points G? avec j € 4(i). Comme il est signalé par exemple dans
[49], il est possible que les cellules K¢ se chevauchent dans certains cas pathologiques. Par
conséquent, on se limite & présent au cas ot les cellules K¢ forment une seconde partition de
R2?, appelée le maillage dual. On adopte & nouveau les notations introduites dans la partie 2.1
pour le maillage dual, mais en ajoutant un exposant d. On souligne que les sommets S¢ du
maillage dual coincident par construction avec les centres de masse G! du maillage primal.
Par contre, le centre de masse G¢ d’une cellule duale est en général distinct du sommet primal
associé S? (voir Figure 2.5).

e Sommet du maillage primal Slp

o Centre d'une cellule primale Gf
= Sommet du maillage dual Szd

x Centre d’une cellule duale G¢

FIGURE 2.5 — Un exemple de maillage primal et son maillage dual associé

Maintenant que ces deux maillages sont construits, on écrit un schéma MUSCL sur chacun
d’entre eux :

At
= J€vP (i)
dntl _ dn AL a1 (wl wd 2.37
w, = w; Kl Z e3¢ (wiz, whis viy ) - (2.37)
&7 JEv (i)

A ce stade, pour que le schéma soit complet, il ne reste plus qu’a préciser comment obtenir les
états reconstruits w; et wg.

2.2.3 Procédure de reconstruction

On présente maintenant une procédure de reconstruction sur une cellule basée sur la connais-
sance du vecteur d’état aux sommets et au centre de masse de la cellule considérée. Puisque
la procédure que 'on présente est la méme sur les cellules primales et sur les cellules duales,
on va détailler la reconstruction d"une fagon unifiée et omettre I'exposant p ou d. De plus, dans
cette partie, on suppose connue la valeur du vecteur des inconnues au sommets et au centre
de masse de la cellule considérée. Les détails de 1’évaluation de w aux sommets et au centre de
masse seront I’objet de la partie suivante.
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2.2. Le schéma DMGR

Pour alléger les notations, on considere une cellule K avec pour sommets Sy, ..., S;. Afin
de simplifier les calculs, on écrira abusivement S;; = S;. Le centre de masse de la cellule K
est noté G et pour 1 < i < k, on introduit 7; /2 le triangle formé par les points S;, S;y1 et G.
Enfin, Q; 1/, désignera le milieu du c6té S;S;1 (voir Figure 2.6).

Q52

FIGURE 2.6 — Gauche : géométrie de la cellule K. Droite : états connus (points noirs) et états
reconstruits inconnus (points blancs)

On suppose connus un état w; € Q2 en chaque sommet S; ainsi qu’un état wy € €2 au centre
de masse G. Notre but est de reconstruire un état w;,/, en chaque point Q; /2. On renvoie
le lecteur a la Figure 2.6 pour une illustration des localisations des états connus et des états
reconstruits.

Dans ce travail, on se limite aux reconstructions affines. D’apres la Proposition 2.5, la condi-
tion (2.26) du Théoréme 2.4 est satisfaite si et seulement si la reconstruction affine considérée
wy, K — RY s’écrit

wy(X) =wo + p- (X —G),

ou i représente une approximation précise du gradient spatial de la solution. Pour évaluer y,
on effectue une procédure en trois étapes.

Premiere étape : Reconstruction du gradient
Il existe une unique fonction affine w; 1o : Tit12 — RY telle que W, /2(8:) = w,
Wit1/2(Si+1) = wiy1 et Wipq/2(G) = wp. On introduit alors w : K + R? la fonction
continue affine par morceaux définie par

@(X) == @Z‘+1/2(X), \V/X 6 ﬂ+1/2.

Deuxieme étape : Projection
On définit w,, : K — R la fonction affine qui résulte de la projection L? de w de la fagon
suivante :

a€R4 xR2

/ [W(X) = Tu(X)[2dX = min / [W(X) — @ (X)2 dX.
K K

Par de simples arguments de convexité, on voit facilement qu’il existe un unique x. On
souligne que I'évaluation numérique de p provient directement de la minimisation d"une
fonction quadratique.

Troisieme étape : Limitation des pentes
A ce stade, on ne peut pas utiliser directement les états reconstruits donnés par

Wiy1/2 = Wy(Qiy1/2)-
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En effet, la reconstruction provenant de I'étape de projection décrite ci-dessus n’est pas
nécessairement a valeurs dans (2. Pour assurer que la reconstruction préserve 2, on sug-
gere de multiplier les pentes par un limiteur. On considere I’ensemble des limiteurs de
pente admissibles défini comme suit :

E+1/2 = {9 S [O, 1]71175N(Qi+1/2) S Q,Vs S [0,9]} .

Puisque pour tout 0 < i < k — 1 on a wo(Q;;1 /2) = wo € §2, aucun des ensembles F;_{/;
n’est vide. On définit le limiteur de pente optimal de la facon suivante :

5= dmin S )

ol € > 0 est un parametre fixé tel que 3 € ﬂ Fi41/2- Par conséquent, on obtient que 1'état
weu(Qit1/2) est dans Q pour tout 0 < i < k:i— 1.
Les états reconstruits que I'on cherche a évaluer sont alors donnés par
@z‘+1/2 = {EBM(QZ‘—H/Q)-
Par construction, ils vérifient les hypotheses du Théoréme 2.4 et ainsi le schéma DMGR
préserve I'ensemble €2 sous la condition CFL (2.27).
2.2.4 Evaluation des états aux sommets et aux centres de masse

Pour conclure la présentation du schéma DMGR, nous devons préciser comment évaluer les
états aux sommets et aux centres de masse a la fois sur les cellules primales et duales. Les états
aux centres de masse sont donnés par les schémas numériques (2.36) et (2.37) respectivement
pour le maillage primal et dual. D’autre part, les sommets du maillage dual coincident exacte-
ment avec les centres de masses du maillage primal. Par conséquent, la valeur d'un état a un
sommet dual est donnée par la valeur de 1’état au centre de masse de la cellule primale associée
(voir Figures 2.5 et 2.7).

e Etats connus par les schémas numériques

o Etats inconnus que 'on doit déterminer

FIGURE 2.7 — Etats connus et inconnus sur le maillage primal et le maillage dual

A ce stade, on dispose de toutes les données pour pouvoir appliquer la procédure de re-
construction sur les cellules duales. Il en résulte une reconstruction affine w¢ sur chaque cellule
K¢

Puis pour définir la reconstruction primale @f ,on a besoin d'une évaluation du vecteur des
inconnues aux sommets S?. Comme on l’a signalé plus tot, un sommet S? du maillage primal
ne coincide pas nécessairement avec le centre de masse G¢ de la cellule duale associée. Un pre-
mier choix basique pour l'état au point S serait de considérer la valeur au centre de masse
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de la cellule duale associée wg’". Cependant il s’avere que cette approximation est trop gros-
siere, particulierement sur des maillages tres déformés. Puisque 1’on connait la reconstruction
duale @¢, on suggere de considérer w?(S?) comme valeur de l'état au point S?. Il s’agit d'une
approximation bien plus précise comme vont l'illustrer les nombreux résultats numériques.

2.3 Résultats numériques

Le schéma DMGR a été implémenté dans un code non structuré pour approcher les solutions
faibles des équations d’Euler bidimensionnelles :

P gu pv
ol ™ o PP L4a, | A | =0,

pv puv puve+p

E u(E + p) v(E +p)

ot p, (u,v), E et p désignent respectivement la densité, la vitesse, I'énergie totale et le pression
du gaz. Le systeme est fermé par la loi des gaz parfaits

u? +v?
p=tr-1)(B- 055,

ol v €]1, 3] est le coefficient adiabatique. Dans les expériences numériques qui vont suivre, y
sera fixé a 1.4. L'ensemble des états admissibles est défini par

Q= {w:(p,pu,pv,E)T€R4,p>O,E—g(u2+vz) >0}.

Plusieurs cas-tests classiques ont été réalisés afin d’éprouver la précision et la stabilité de
la méthode. Tout d’abord, on considére un tourbillon isentropique pour évaluer les erreurs et
I'ordre numérique de convergence. En effet, la solution exacte du tourbillon isentropique est
connue et suffisamment réguliere. On s’intéresse ensuite a un cas-test de cisaillement afin de
mettre ’accent sur les instabilités développées par ce phénomene. Celles-ci sont bien connues
et ont été étudiées aussi bien théoriquement que numériquement (voir par exemple [105, 4, 41]).
On poursuit en montrant plusieurs problémes de Riemann 2D proposés dans [75]. On conclut
la série de cas-tests avec deux expériences classiques, la double réflexion de Mach sur une
rampe et la marche dans un écoulement Mach 3. Ces problemes mettent 1’accent sur la capacité
du schéma DMGR a capturer précisément des chocs de forte amplitude et des discontinuités
de contact. D’autre part, on utilise la double réflexion de Mach sur une rampe pour réaliser
plusieurs comparaisons entre le schéma DMGR et une reconstruction MUSCL classique.

Pour tous ces tests, on choisit le flux numérique donné par le schéma de relaxation de Suli-
ciu [38, 20]. On comparera les résultats obtenus par le schéma DMGR et par d’autres schémas.
En ce qui concerne la restriction du pas de temps, on adopte les conditions CFL obtenues (2.18)
ou (2.27) selon I'ordre de précision de la méthode utilisée. Afin d’illustrer 'efficacité de la dis-
crétisation spatiale DMGR, on utilise seulement une approximation en temps d’ordre un. Pour
pouvoir comparer de maniere équitable, on doit réaliser les simulations avec un nombre de
degrés de liberté (ddl) du méme ordre. Le nombre de degrés de libertés est le nombre d’in-
connues numériques du schéma : pour le schéma d’ordre un et le schéma MUSCL classique, il
s’agit simplement du nombre de cellules du maillage, alors que pour le schéma DMGR, c’est le
nombre de cellules du maillage primal plus le nombre de cellules du maillage dual.

Pour gérer les conditions de bord, la principale difficulté vient de la reconstruction sur les
cellules touchant le bord. En effet, dés que la reconstruction au bord est connue, les flux au bord
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sont évalués comme dans les méthodes de volumes finis usuelles. Dans un premier temps, on
traite le cas d"une cellule duale touchant le bord, comme illustré par la Figure (2.8). Pour pou-
voir appliquer la technique de reconstruction DMGR, il manque les valeurs des états aux points
A’ et B' et’on doit les évaluer. Pour traiter ce probleme, on peut envisager plusieurs techniques
d’interpolation. On choisit la plus simple qui consiste a faire I’approximation w(A") = w(A) et
w(B') = w(B). A ce stade, on peut effectuer la reconstruction sur les cellules duales et il reste
a s’occuper des cellules primales. On remarque alors que 1'on peut appliquer directement la
procédure de reconstruction sur les cellules primales introduite dans la partie 2.2.4.

) S
. .
- ~

.
Ae * B
v
i |
i |
|
|
|

Al LB
[T

FIGURE 2.8 — Reconstruction sur une cellule touchant le bord. Points noirs : états connus. Points
blancs : états inconnus

2.3.1 Tourbillon isentropique

Le probleme du tourbillon isentropique est présenté dans [95, 47]. On considéere un écoulement
moyen caractérisé par poo = 1, (Uoo, Vo) = (1,1) et pos = 1. On ajoute a cet écoulement un
tourbillon isentropique, centré au point (0, 0), qui est défini par des perturbations en vitesse et
en température 7' = p/p, mais qui ne comprend pas de perturbation pour I'entropie S = p/p".
Le tourbillon est donné par les conditions

.2
(571’7 5?}) = %exp <1 2T > (_yvm)7

—1)82
0T = —nggﬁ exp(1—717%), 68 =0,

ou r? = 2% + y? et l'intensité du tourbillon est fixée a 3 = 5. La densité et la pression initiales

sont ainsi données par
1 1

-1 —1)32 =1
e () - (- o )

Y 5
p=pT = (1— (78777266}@(1—7’2)) .

Le domaine de calcul est donné par [—5,5] x [—5,5] et 'on impose des conditions de bord
périodiques. On peut facilement vérifier que la solution exacte est simplement la convection du
tourbillon initial a la vitesse moyenne (oo, Voo ).

Afin d’estimer 1’ordre de convergence numérique du schéma DMGR, on calcule la solution
numérique sur une série de maillages cartésiens raffinés. On arréte les simulations au temps
t = 10 apres une période, ce qui veut dire que la solution exacte au temps final et au temps
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initial coincident. On évalue les erreurs numériques L' et L™ relatives pour la densité de la
facon suivante :

2N = RIK|
erry =
Zi |P?||Kz|

ot (p?); et (p); désignent la valeur de la densité moyenne sur les cellules primales respective-
ment au temps initial et au temps final.

]

et erryo = ,

max; 0]

Dans le Tableau 2.1, on donne les erreurs L' et L™ et les taux de convergence pour le schéma
d’ordre un et le schéma DMGR. On observe que 1'ordre deux est effectivement atteint par le
schéma DMGR. La Figure (2.9) présente les courbes de convergence correspondantes.

Schéma d’ordre un Schéma DMGR
Nbddl | Erreur L! Erreur L™ Nbddl | Erreur L' Erreur L™
800 2.5718E-02 - 4.5570E-01 - 841 1.3296E-02 - 2.6987E-01 -
1600 2.4529E-02 0.15 | 4.3359E-01 0.15 3281 4.5387E-03 1.58 | 9.5782E-02 1.52
6400 2.0611E-02 0.25 | 3.9529E-01 0.13 12961 | 1.3228E-03 1.79 | 2.6453E-02 1.87
25600 | 1.5421E-02 0.42 | 3.0631E-01 0.37 52480 | 3.5605E-04 1.88 | 6.4104E-03 2.03
102400 | 1.0073E-02 0.61 | 1.9370E-01 0.66 || 205541 | 9.3363E-05 1.96 | 1.5533E-03 2.08
409600 | 5.9059E-03 0.77 | 1.0518E-01 0.88 || 409513 | 4.7932E-05 1.93 | 7.8221E-04 1.99

Tableau 2.1 — Erreurs L! et L*° et taux de convergence pour le probléme du tourbillon isentro-
pique en utilisant le schéma d’ordre un et le schéma DMGR

2.3.2 C(Cisaillement

On s’intéresse ici a un probleme de cisaillement. Il s’agit en fait d’un probleme de Riemann 1D
simulé sur un maillage 2D non structuré. Le domaine de calcul est [0,1] x [0,1] et la donnée
initiale est constituée d"un état gauche wy, pour x < 0.5 et d'un état droit wg pour > 0.5. Les
deux pressions py, et pr sont choisies égales a 1 et les deux densités p;, et pr sont fixées a 1.4
de maniére a ce que les vitesses du son vaillent 1 des deux cotés de la discontinuité. Les deux
vitesses normales uy, et ur sont nulles alors que les vitesses tangentielles sont opposées :

V[, = —UR = 1.
On va considérer plusieurs valeurs de 7 > 0 afin de faire varier le nombre de Mach

1\4:6

=.
ap

p

De nombreuses études, aussi bien théoriques que numériques, ont été réalisées sur ce type de
probléme (voir [105, 4, 41]). 11 en ressort que pour M < +/2, 'écoulement développe des in-
stabilités de Kelvin-Helmholtz qui grandissent exponentiellement, alors que les écoulements
vérifiant M > /2 sont stables. Les expériences numériques que l'on présente maintenant
montrent que le schéma DMGR a le comportement attendu. Ici, la perturbation nécessaire a
la création d’instabilités ne sera pas ajoutée a la condition initiale, mais elle sera créée par la
non-régularité du maillage. On va ainsi utiliser un maillage primal non structuré comme le
montre la Figure 2.10. Afin de simplifier le traitement des conditions de bord, on utilise des
cellules rectangulaires pres du bord. Cela revient en fait a considérer un domaine fictif plus
petit avec un maillage totalement non structuré. Pour pouvoir comparer les résultats avec ou
sans perturbation, on effectue également les simulations sur un maillage cartésien. Les deux
maillages contiennent environ 1.5 x 10° ddl. Pour tous les cas-tests considérés, on montre les
solutions en densité et en vitesse tangentielle.
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FIGURE 2.9 — Courbes de convergence pour le tourbillon isentropique approché par le schéma
d’ordre un et le schéma DMGR. Haut : erreur L'. Bas : erreur L™
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2.3. Résultats numériques

FIGURE 2.10 — Maillage primal non structuré utilisé pour le cisaillement et les problémes de
Riemann 2D

Dans un premier temps, on s'intéresse au cas instable, c’est-a-dire quand le nombre de Mach
vérifie M < /2. On fixe ici v = 1. La Figure 2.11 montre la solution sur un maillage cartésien au
temps ¢t = 0.2. Aucune instabilité de Kelvin-Helmholtz n’apparait, ce qui est cohérent car il n’y
a pas de perturbation et il s’agit en fait d’un cas-test purement 1D. On présente sur la Figure
2.12 les résultats sur un maillage non structuré aux temps ¢t = 0.1, ¢t = 0.2 et t = 0.3. On voit
cette fois des instabilités de Kelvin-Helmholtz apparaitre et grandir au cours du temps.

ey

11,493 Io,o42
1,397 0,092
1,301 I-o 458
1,205 -1,008

FIGURE 2.11 — Approximation DMGR en densité (gauche) et en vitesse (droite) du probleme de
cisaillement a Mach 1 sur un maillage cartésien contenant 1.5 x 106 ddl

On passe maintenant au cas stable en fixant la vitesse tangentielle a 7 = 3. La simulation sur
un maillage cartésien, que 1’on peut voir Figure 2.13 au temps ¢ = 0.2, montre a nouveau qu’il
n’y a pas d’instabilité. Sur un maillage non structuré, on voit Figure 2.14 qu’au temps t = 0.2,
aucune instabilité de Kelvin-Helmholtz n’apparait.

2.3.3 Problemes de Riemann 2D
On passe maintenant a la simulation de quelques problemes de Riemann 2D proposés dans [75].
Le domaine de calcul est [0,1] x [0, 1] et est divisé en quatre quadrants par les droites z = 0.5

et y = 0.5. Un probleme de Riemann 2D est défini par un état constant initial sur chacun des
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"85 M
1.932 Io,oso
1,542 0,000
1.152 I-o 650
0,761 -1,300

PSS Y
1,899 Io,qoo
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0,933 I-o,723
0,450 -1,535

wiris Mo
1,708 I0,81 0
1,248 -0,059
0,788 I-0,928
0,328 -1,797

FIGURE 2.12 — Approximation DMGR en densité (gauche) et en vitesse (droite) du probleme de
cisaillement & Mach 1 sur un maillage non structuré contenant 1.5 x 105 ddl - Haut : ¢ = 0.1.
Milieu:t =0.2. Bas:t = 0.3
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2.3. Résultats numériques

ST [5rik
1,805 |1 575
1,348 _0,0 10
0,892 I- 1,655
0,436 -3,121

FIGURE 2.13 — Approximation DMGR en densité (gauche) et en vitesse (droite) du probleme de
cisaillement & Mach 3 sur un maillage cartésien contenant 1.5 x 10° ddl

5054 M
1,600 I1 593
1,176 0,031
0,752 |— 1,831

-3.094

0.328

FIGURE 2.14 — Approximation DMGR en densité (gauche) et en vitesse (droite) du probleme de
cisaillement a8 Mach 3 sur un maillage non structuré contenant 1.5 x 10° ddl
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quadrants. Dans le Tableau 2.2, on donne la valeur des quatre états initiaux pour chacun des
trois problemes de Riemann 2D considérés. Le premier probleme correspond a la configuration
3 dans [75] (noté KT3), le deuxieme a la configuration 5 dans [75] (noté KT5) et le dernier a la
configuration 6 dans [75] (noté KT6). Les quatre probléemes de Riemann 1D entre les quadrants
développent chacun exactement une onde : quatre chocs dans KT3 et quatre discontinuités de
contact dans KT5 et KTé.

On utilise trois types de maillages primaux : un maillage purement cartésien, un maillage
triangulaire régulier (voir Figure 2.15) et un maillage non structuré (voir Figure 2.10). Pour les
deux derniers, une bande le long du bord est maillée de fagon cartésienne afin de faciliter le
traitement des conditions de bord.

FIGURE 2.15 — Maillage primal triangulaire régulier utilisé pour les problemes de Riemann 2D

gauche droite
p u v P p u v P
haut | 0.5323 1.206 0.0 0.3 1.5 0.0 0.0 1.5

K13 bas | 0.138 1.206 1.206 0.029 | 0.5323 0.0 1.206 0.3
KT5 haut | 2.0 —-0.75 0.5 1.0 1.0 -0.75 =05 1.0
bas | 1.0 0.75 0.5 1.0 3.0 0.75 -0.5 1.0
KT6 haut | 2.0 0.75 0.5 1.0 1.0 0.75 -0.5 1.0
bas | 1.0 —-0.75 0.5 1.0 3.0 -0.75 =05 1.0

Tableau 2.2 — Etats initiaux des problémes de Riemann 2D

On effectue les tests en utilisant environ 1.5 x 10 ddl. Le temps final des simulations est
t = 0.3 pour les trois configurations. Tous les résultats présentés sont les solutions en densité.

On commence par montrer les résultats sur un maillage cartésien sur la Figure 2.16. On peut
voir la précision du schéma DMGR et 'absence d’instabilités sur un maillage cartésien.

La Figure 2.17 montre les résultats obtenus sur le maillage triangulaire régulier. Sur KT3, les
ondes de chocs restent stables comme on s’y attend. On voit cependant apparaitre des petites
instabilités dans la structure complexe centrale. Sur KT5 et KT6, des instabilités de Kelvin-
Helmholtz se développent le long des discontinuités de contact.

On conclut en présentant Figure 2.18 les résultats sur le maillage non structuré. Les chocs
présents sur le cas-test KT3 restent stables. Par contre, la structure centrale qui contient des
contacts est completement déstabilisée par la non-régularité du maillage. Sur les cas-tests KT5
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2.3. Résultats numériques

FIGURE 2.16 — Approximation DMGR en densité des problemes de Riemann 2D sur un maillage
cartésien contenant 1.5 x 10° dd1 - En haut a gauche : KT3. En haut a droite : KT5. En bas : KT6
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FIGURE 2.17 — Approximation DMGR en densité des problemes de Riemann 2D sur un maillage
triangulaire régulier contenant 1.5 x 10¢ ddl - En haut a gauche : KT3. En haut a droite : KT5.
En bas : KT6
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2.3. Résultats numériques

et KT6, de nombreuses instabilités de Kelvin-Helmholtz sont présentes le long des discontinui-
tés de contact.

FIGURE 2.18 — Approximation DMGR en densité des problémes de Riemann 2D sur un maillage
non structuré contenant 1.5 x 10 dd1 - En haut a gauche : KT3. En haut a droite : KT5. En bas :
KTé6

2.3.4 Double réflexion de Mach sur une rampe

L’expérience suivante est la double réflexion de Mach sur une rampe qui a été proposée par
Woodward et Colella dans [106] (voir aussi [94, 14]). Elle met en jeu des chocs de forte am-
plitude et une structure tres complexe due a des discontinuités de contact. Ce test consiste en
lI'interaction d’un choc planaire & Mach 10 avec une rampe faisant un angle de 30° avec 'axe
des x.

On impose la condition initiale suivante au domaine de calcul entier : p = 1.4, (u,v) = (0,0),
p = 1. On attribue des conditions de bord réfléchissantes aux frontieres du bas et du haut. Sur
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le bord de gauche, on impose une condition entrante donnée par p = 8, (u,v) = (8.25,0) et
p = 116.5 pour créer le choc a Mach 10 et on impose une condition sortante sur le bord droit
pour laisser le gaz s’échapper. On arréte la simulation au temps ¢t = 0.2, avant que la structure
n’atteigne la frontiere du haut.

On effectue le test en utilisant un maillage non structuré contenant environ 3 x 10° ddl. Sur
la Figure 2.19, on montre les résultats obtenus a la fois par le schéma d’ordre un, le schéma
MUSCL usuel et le schéma DMGR. De plus, on affiche également un zoom sur la zone d’in-
teractions. Afin de rendre la comparaison entre les schémas d’ordre deux pertinente, on utilise
pour le schéma MUSCL usuel le limiteur introduit par Barth et Jespersen [6]. Ce limiteur est lar-
gement utilisé dans la littérature (par exemple, voir [45, 84, 74]). Le choc principal est connecté
a un point de jonction triple par un choc incident et réfléchi. A partir du point triple, une ligne
de glissement apparait a l'intérieur de la structure venant du choc principal pour interagir avec
la ligne de glissement.

Comme on s’y attend, le schéma DMGR capture trés précisément cette structure d’ondes
complexe. Par ailleurs, la ligne de glissement correspond a une discontinuité de contact et 1’on
peut voir que des instabilités de Kelvin-Helmholtz sont générées. On souligne que les sché-
mas MUSCL classiques ne sont pas capables de capturer des structures aussi petites. Comme
mentionné dans [94], 'apparition de si petites structures dans I"écoulement traduit le peu de
viscosité numérique inhérente du schéma DMGR.

A propos de l'efficacité de la méthode DMGR, cette expérience numérique a besoin de
62 672 itérations en temps, ce qui représente un pas de temps physique moyen de At =
3.2 x 1075, La simulation a été effectuée en utilisant un code parallele pour un temps CPU
de 8h49. En comparaison, le schéma MUSCL standard avec le méme nombre de ddl a besoin
de 9h02 de temps CPU. Cette expérience numérique a été réalisée avec 78 453 itérations en
temps, ce qui correspond a un pas de temps physique moyen de At = 2.5 x 107%. On remarque
que la condition CFL du schéma DMGR est moins restrictive que celle du schéma MUSCL
classique, puisqu’en considérant le méme nombre de ddl, notre méthode implique des cellules
plus grandes. En effet, pour obtenir 3 x 10° ddl, la méthode DMGR est basée sur un maillage
primal composé de 2 x 10° cellules et un maillage dual composé de 1 x 10° cellules, tandis que
la technique MUSCL nécessite un maillage de 3 x 10°¢ cellules. Cela explique que les cellules
impliquées dans le schéma MUSCL sont plus petites que les cellules impliquées dans le schéma
DMGR. Cependant, il semble que le calcul sur chaque cellule soit un peu plus cotiteux pour la
reconstruction DMGR que pour la reconstruction MUSCL. Pour conclure, les deux méthodes
ont des cofits de calcul similaires, mais avec une meilleure précision pour la technique DMGR.

2.3.5 Marche dans un écoulement Mach 3

Le dernier test numérique est dédié a la marche dans un écoulement Mach 3, introduit pour la
premiere fois dans [106]. Le tunnel a pour largeur 1 et pour longueur 3. La marche est située
a 0.6 unités de longueur du bord gauche du domaine et a une hauteur de 0.2. Initialement, le
tunnel est rempli d"un gaz avec des conditions constantes de p = 1.4 pour la densité, p = 1 pour
la pression et (u,v) = (3,0) pour la vitesse. Ces conditions décrivent un écoulement uniforme
a Mach 3. Le long des murs et devant la marche, des conditions de bord réfléchissantes sont
utilisées. Les mémes conditions d’écoulement a Mach 3 sont appliquées en condition de bord
entrante sur le bord gauche et une condition de bord sortante est utilisée sur le bord droit.

On utilise des maillages non structurés contenant environ 1.5 x 10° ddl pour réaliser ce
cas-test. Les résultats numériques au temps final ¢ = 4 sont présentés Figure 2.20, en utilisant
le schéma d’ordre un et le schéma DMGR.

Une fois encore, le schéma DMGR donne de trés bon résultats. Premiérement, on remarque
que des instabilités de Kelvin-Helmholtz apparaissent a partir de la ligne de glissement du
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FIGURE 2.19 - Double réflexion de Mach sur une rampe avec 3 x 10° ddl — Gauche : domaine
de calcul complet. Droite : zoom sur la zone d’interactions — Haut : approximation d’ordre un.
Milieu : Approximation MUSCL classique. Bas : Approximation DMGR
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haut. Ensuite, a propos du point triple, 'approximation d’ordre un le situe prés de l'interface
de la marche alors que, comme signalé dans [34], il devrait étre situé exactement sur I'interface
de la marche. Comme on peut le voir sur la Figure 2.21, ce probléme de localisation est corrigé
par le schéma DMGR. Cependant, on remarque que quelques oscillations se développent der-
riere le premier choc. Cela est probablement di a I’absence d"un critére du genre TVD dans la
technique de reconstruction DMGR présentée.

FIGURE 2.20 — Marche dans un écoulement Mach 3 avec 1.5 x 10° dd1 — Haut : approximation
d’ordre un. Bas : approximation DMGR

Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une nouvelle stratégie pour approcher le gradient de la solution
numérique. Cette procédure est indépendante de la définition du maillage (structuré ou non
structuré) et elle permet d’introduire une amélioration des schémas MUSCL. Pour aborder cette
question, on a construit un maillage dual. En considérant simultanément le maillage primal
et le maillage dual, on peut reconstruire précisément le gradient de la solution. Ce procédé
augmente le nombre de ddl comparé aux schémas MUSCL classiques mais ce nombre reste
inférieur au nombre de ddl de la méthode Galerkin discontinue P'. En effet, sur un maillage
triangulaire avec IV cellules, le nombre de ddl pour la méthode Galerkin discontinue est 3N,
contre environ 3N/2 pour le schéma DMGR.

En ce qui concerne les extensions 3D, la difficulté majeure vient de la définition d"un maillage
dual adapté. Plusieurs options ont été développées dans le contexte des méthodes DDFV pour
approcher les solutions des équations elliptiques/paraboliques. Par exemple, dans [40, 2], la
stratégie repose sur une localisation des inconnues aux centres et aux sommets des cellules.
Des inconnues supplémentaires peuvent étre considérées soit aux centres des faces [66], soit au
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2.3. Résultats numériques
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FIGURE 2.21 — Marche dans un écoulement Mach 3 avec 1.5 x 10¢ dd1 - Zoom sur le point triple
— Gauche : approximation d’ordre un. Droite : approximation DMGR

milieu des arétes [39]. Il est possible d’adapter ces techniques DDFV 3D pour généraliser notre
technique de reconstruction DMGR a des problemes 3D.

Enfin, on a prouvé que la stratégie proposée est robuste en introduisant une condition de
type CFL convenable. D’apreés plusieurs travaux récents, la CFL d’ordre deux obtenue n’est
certainement pas optimale car elle ne redonne pas la CFL d’ordre un quand la reconstruction
MUSCL redonne l'ordre un. Cependant, les simulations numériques réalisées ont montré un
tres bon comportement des approximations.
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Schémas MOOD entropiques d’ordre
élevé pour les équations d’Euler

Introduction

Le but de ce chapitre est de dériver des schémas d’ordre élevé entropiques pour approcher les
solutions faibles des équations d’Euler données par

Otp + Orpu = 0,
Orpu + 0z (pu” + p) = 0, (3.1)

ol la pression suit la loi des gaz parfaits
1 2
p=0n-1)|E—zpu”),

pour un coefficient adiabatique v €]1, 3] donné.

Pour alléger les notations, on introduit le vecteur des variables conservatives w : R x RT — Q
et la fonction flux f : Q — R? définis de la facon suivante :

w=(p,pu, E) et f(w)= (pu,pu’ +p,u(E+p)", (3.2)

ou1 {2 est I'ensemble convexe des états admissibles donné par

1
Q:{w€R3,p>0,e(w):E—§pu2>0}.

La fonction e :  — R désigne ici I'énergie interne.

I est bien connu que le systéme (3.1) est hyperbolique et par conséquent, les solutions
peuvent contenir des discontinuités (voir par exemple [55, 80, 93, 44] et les références incluses).
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Afin d’exclure les solutions discontinues non physiques, on doit adjoindre au systeme des in-
égalités d’entropie (voir [76, 77, 93] pour plus de détails) :

OpF(In(s)) + 0zpF(In(s))u <0, avecs = p%’ (3.3)

olt F : R — R est une fonction réguliere telle que
w = n(w) = pF(In(s)) (3.4)
soit convexe. Pour simplifier les notations, on pose
G(w) = pF(In(s))u. (3.5)
Comme I'a montré Tadmor [99] (voir aussi [63, 93]), la fonction F doit vérifier

Flly)<0 et Fly) <~vF'(y), YyecR. (3.6)

On s’intéresse maintenant a I’approximation numérique des solutions faibles de (3.1). De
nombreuses stratégies peuvent étre trouvées dans la littérature en ce qui concerne les méthodes
de volumes finis d’ordre un. On renvoie par exemple le lecteur a [56, 80, 20, 100, 59] ou les
techniques numériques usuelles sont détaillées. On considere une discrétisation uniforme de
I'espace en cellules K; = [z;_; /2, %;11/2], avec un pas de temps Az = x;,1/9 — 7;_1/2 SUPpOsé
constant. En notant At le pas de temps, une approximation d’ordre un de w(xz;,t" + At) est
donnée par

Wt = = 2 (F ) - F (ui, ), 67)

ot le flux numérique F : Q x Q — R3 est lipschitzien et consistant :
Flw,w) = f(w).
Le pas de temps doit ici étre restreint selon une condition CFL :

At
— max |\t (wi, wiy )| <

T i€Z g ’ (3.8)

DO | —

> + n n A : 7 (9% Jon] n n
ott A* (w?, w?, ;) représentent des vitesses d’onde associées au flux numérique F (w!, wf', ).

La définition du flux numérique peut étre complétée par des propriétés additionnelles de
robustesse et de stabilité. Concernant la robustesse, la méthode doit préserver a la fois la posi-
tivité de la densité et de I'énergie interne. Par conséquent, lorsque la suite (w!");cz appartient a
(2, le schéma adopté doit vérifier w?“ e 0.

Dans ce travail, la stabilité du schéma est définie en termes d’entropie. On impose des in-
égalités d’entropie discretes afin d’exclure, au niveau discret, les solutions non physiques indé-
sirables. Les inégalités d’entropie discretes que I'on souhaite obtenir s’écrivent

a7 01 I = n(@l) + 5o (6 (wluli) = G (uly,ul)) <0, (39)

ou G : 2 x Q — R désigne le flux numérique d’entropie qui doit étre consistant :

G(w,w) = G(w).

Les méthodes de volumes finis d’ordre un (3.7) les plus classiques vérifient des propriétés
de robustesse et/ou de stabilité. Par exemple, on se référe a [64] pour le schéma HLL, a [52, 53,
29] pour l'extension aux solveurs de Riemann simples, a [101, 7, 20, 100] pour le schéma HLLC,
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a[91, 64,50, 26, 17] pour le schéma de Roe et son extension VFRoe. Cette liste n’est bien siir pas
exhaustive.

De nombreuses stratégies ont été proposées pour augmenter 1’ordre de précision des sché-
mas. L'une des plus populaires, qui est adoptée dans ce chapitre, est basée sur une reconstruc-
tion convenable de I'inconnue de chaque coté des interfaces situées en ;. En effet, dans
(3.7), F (w?, wlfﬁrl) est une évaluation a l'ordre un de la fonction flux a l'interface ;5. L'ex-
tension a I’ordre deux (ou a I’ordre élevé) est obtenue en utilisant une évaluation a I’ordre deux
(ou a l'ordre élevé) du flux, donnée par

n,+ . n,—
F<wi 7wz’+1)7

ou w?’i désignent les états reconstruits sur la cellule K; aux interfaces ;. Les techniques

pour obtenir w?’i sont largement étudiées dans la littérature et il est impossible de donner
ici une liste complete de tous les articles dédiés a ce sujet. On mentionne simplement la re-
construction MUSCL [102, 86, 73, 21, 37, 80, 72, 12, 33], les approches cinétiques d’ordre deux
[86, 73], 1a reconstruction ENO/WENO [88, 108, 109], la reconstruction PPM [35], la reconstruc-
tion MOOQOD [34, 47], et bien d’autres extensions...

Il s’avere difficile de prouver des propriétés de robustesse et de stabilité pour ces méthodes
de volumes finis d’ordre élevé, qui s’écrivent maintenant

witt = wl — 2—; <F (w?’ﬂw?ﬁ) - F (w?ﬁ’?w?ﬁ)) . (3.10)
La propriété de préservation de {2 que doit satisfaire le schéma (3.10) est maintenant bien étu-
diée. Elle est obtenue en introduisant une procédure de limitation adaptée dans la technique
de reconstruction. On renvoie le lecteur a [80, 20] ot les reconstructions MUSCL basiques sont
présentées et a [12, 14] ou la robustesse d’approches plus sophistiquées est étudiée. Dans [88],
la robustesse requise est établie dans le cadre de la reconstruction WENO.

On souligne que ces procédures qui permettent d’obtenir la propriété de préservation de 2
impliquent une limitation a priori. En d’autres termes, ces limitations sont globales et s’averent
parfois étre trop fortes. Par conséquent, elles peuvent rendre le schéma trop diffusif. Pour cor-
riger cette perte de précision, la méthode MOOD a été récemment présentée dans [34, 47]. Elle
consiste a introduire une limitation a posteriori. Cette limitation est ainsi seulement locale en
espace afin de réduire la viscosité numérique et d’augmenter la précision de la méthode.

I est beaucoup plus délicat de montrer la stabilité des schémas d’ordre élevé donnés par
(3.10). Plusieurs tentatives existent dans la littérature. Une stratégie proposée repose sur le pro-
bleme de Riemann généralisé (GRP) [8, 22, 23]. Malheureusement, les solutions du GRP pour
les équations d’Euler (3.1) sont tres dures a obtenir et cela rend peu attrayant le schéma qui en
résulte. Dans [37, 36], les auteurs suggerent d’adopter des nouvelles techniques de projection
mais les méthodes numériques obtenues sont, en général, sophistiquées et les extensions a des
problemes plus complexes semblent délicates. Dans le méme esprit, on mentionne le travail
de Bourdarias et al. [21] mais, comme les auteurs le précisent, le schéma obtenu ne peut pas
étre facilement implémenté. Plus récemment, dans [12], des inégalités d’entropie discretes sont
obtenues mais pour un opérateur de dérivation discrete en temps particulier (voir aussi [21]).
De plus, pour obtenir ces résultats de stabilité , on doit malheureusement mettre en place des
procédures de forte limitation ce qui engendre beaucoup de viscosité numérique. Par ailleurs,
il n’est pas établi que les opérateurs de dérivation discrete en temps non classiques soient per-
tinents vis-a-vis du théoreme de Lax-Wendroff. En d’autres termes, on ne sait pas montrer (a
notre connaissance) que les inégalités d’entropie discretes considérées convergent, en un sens
a préciser, vers les inégalités d’entropie attendues (3.3). Dans [12] (voir aussi [73, 108, 109]), un
critere supplémentaire de stabilité est obtenu en appliquant un principe du maximum sur 1’en-
tropie [99]. Cependant, cette condition de stabilité est plus faible que les inégalités d’entropie
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discretes usuelles et, par conséquent, on ne considérera pas ce principe du maximum dans ce
travail.

Afin de développer des schémas d’ordre élevé robustes et entropiques, on adopte la tech-
nique MOOD (Multi-dimensional Optimal Order Detection) [34, 47] (voir aussi [68] pour une
méthode proche). Dans la partie suivante, on donne nos principales motivations en étudiant
brievement la convergence des inégalités d’entropie discretes utilisées dans [21, 12]. Ces moti-
vations sont complétées par des expériences numériques réalisées avec des schémas MUSCL
standards sur des maillages tres raffinés. Il s’avere que ces approches numériques deviennent
instables des que la taille caractéristique du maillage est suffisamment petite. Par conséquent,
on suggere de modifier les schémas MUSCL classiques ou de maniéere équivalente les recons-
tructions d’ordre élevé usuelles, en introduisant une limitation a posteriori selon une seule in-
égalité d’entropie. En effet, il n’est pas possible d’évaluer a posteriori les inégalités d’entropie en
considérant I’espace entier des entropies convexes. Pour cela, dans la Partie 3.2, on prouve qu’a
partir d’une seule inégalité d’entropie discrete bien choisie, on peut obtenir toutes les inégali-
tés d’entropie discretes requises. Munis de ce résultat, on dérive dans la Partie 3.3 le schéma
e-MOOD en introduisant dans le schéma d’ordre élevé adopté initialement (ici, le schéma
MUSCL pour simplifier) une limitation a posteriori basée sur la préservation de 1'inégalité d’en-
tropie discrete pertinente. Cette procédure est illustrée par plusieurs résultats numériques dans
la Partie 3.4.

3.1 Principales motivations

L’objectif de ce travail est de dériver des schémas d’ordre élevé entropiques pour approcher
les solutions faibles de (3.1). Un des principaux problemes qui se pose lorsque 1'on considere
des schémas d’ordre élevé est de définir des inégalités d’entropie discretes pertinentes. On
rappelle que les inégalités d’entropie discretes sont dérivées afin que la solution convergée
préserve l'entropie. En d’autres termes, les inégalités d’entropie discretes considérées doivent
converger, au sens du théoreme de Lax-Wendroff [78] (voir aussi [51, 80]), vers les inégalités
d’entropie continues (3.9).

En fait, plusieurs inégalités d’entropie discretes d’ordre élevé (MUSCL) ont été dérivées
dans la littérature récente (par exemple, voir [21, 12]). Mais il n’est pas clair que ces inégalités
discrétes vérifient le comportement de convergence attendu. Le but de cette partie est d’étu-
dier brievement le comportement des inégalités d’entropies discretes d’ordre élevé usuelles
dans le régime de convergence. A la fin de cette partie, on présente plusieurs expériences nu-
mériques qui démontrent I'incapacité des schémas MUSCL a restaurer (3.9), aussi bien avec
une discrétisation en temps d’ordre un que d’ordre élevé. On ne justifie pas rigoureusement
ces défaillances, mais on donnera quelques arguments.

Dans un premier temps, par soucis de complétude, on rappelle le théoréme de Lax-
Wendroff pour des schémas d’ordre élevé en espace et en temps. C’est également 1’occasion
de signaler les inégalités d’entropie discretes d’ordre élevé que doit vérifier le schéma afin que
la solution convergée préserve l'entropie selon (3.9). Ensuite, on passe brievement en revue
les inégalités d’entropie discretes provenant des schémas d’ordre élevé en espace et en temps.
On montrera que ces dernieres coincident avec les inégalités requises par le théoreme de Lax-
Wendroff & une mesure positive pres. Autrement dit, les inégalités d’entropie discretes usuelles
semblent insuffisantes pour assurer que la solution convergée préserve l'entropie. Ce résultat
négatif est illustré par plusieurs tests numériques.
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3.1.1 Le théoréeme de Lax-Wendroff pour des schémas d’ordre élevé

On approche ici les solutions faibles d’un systeme hyperbolique de lois de conservation sous

la forme condensée

Ce systéme est complété par les inégalités d’entropie
om(w) + 0,G(w) <0, (3.12)
ol 7 est une fonction convexe vérifiant
VuwfVun = V6.

Ces notations peuvent en particulier s’appliquer aux équations d’Euler en définissant le vecteur
d’état et la fonction flux par (3.2) et en considérant (3.3) comme inégalités d’entropie.

On adopte un schéma en temps de Runge-Kutta a m étapes qui s’écrit

P =l

0y ALY A S| 3.13
Wi i_A—Z ( z+1/2 i71/2)7 =5, (3.13)
Wt = ™™,

3 3

On suppose que les coefficients ¢, (;) vérifient les propriétés de consistance suivantes

m—1
Cy,j > O, Z Cm,(j) = 1. (314)
j=1

Afin de permettre au schéma d’étre d’ordre élevé en espace, on considere un flux numérique
dépendant d'un large stencil :

iy = F (wi o oit)), (3.15)

ol F* : Q%5 — R3 est continu et consistant :

Fé(w,-- ,w) = f(w).

Comme d’habitude, la donnée initiale est approchée par

1
w) = A_x/Kl wo(z)dz.

Pour simplifier ce qui va suivre, on introduit les fonctions constantes par morceaux sui-
vantes :
w? (z,t) = wl

7

pour (z,t) € K; x [t",t" + At],
w™ O (z,t) = w?’(@, pour (z,t) € K; x [t",t" + At].

Théoreme 3.1 (Lax-Wendroff). Supposons que la suite Az tend vers O tout en préservant le ratio
At/Ax constant. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

o il existe un compact K C Q tel que pour tout 0 < ¢ < m, la fonction w™"®) est a valeurs dans
K;
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o la suite w™ converge dans L} (R x RT; Q) vers une fonction w.

Alors w est une solution faible de (3.11).

De plus, s'il existe un flux numérique d’entropie G° : Q> — R qui est lipschitzien et consistant :

et qui vérifie I'inégalité d’entropie discréte suivante :

1 (i (i
~p (1 (@) =0 @) + 5> emy (Gi "9, - Gi;({)Q) <0, (3.16)
J

Il
o

nv() _ S nv() n?()
Gz‘+f/2 =G (wz‘ng’ e wiy ) )

alors w est une solution entropique de (3.11).

Pour pouvoir appliquer ce théoreme, le point délicat est I’obtention des inégalités d’entro-
pie discretes (3.16). De telles inégalités ont été prouvées pour plusieurs schémas d’ordre un en
espace de la forme (3.7), comme le schéma de Godunov, les schémas HLL et HLLC, les schémas
de relaxation et le schéma d’Osher [55, 21, 20, 11, 13]. Malheureusement, les extensions a ’ordre
élevé de ces schémas d’ordre un entropiques ne vérifient pas les inégalités d’entropie discretes
d’ordre élevé données par (3.16). Notre but est maintenant de présenter les inégalités d’entro-
pie discretes d’ordre élevé vérifiées par les extensions d’ordre élevé en espace et en temps et
d’étudier leur comportement dans le régime de convergence.

La preuve du Théoreme de Lax-Wendroff (3.1) est classique et plusieurs versions peuvent
étre trouvées dans [78, 55, 51, 80]. Cependant, a cause de la présence des inégalités d’entropie
d’ordre élevé (3.16), a notre connaissance, il n’existe pas de preuve compléte dans la littérature.
Bien que la preuve soit standard, on la détaille dans I’Appendice A.

3.1.2 Inégalités d’entropie discrétes d’ordre élevé en espace

Pour un schéma d’ordre un donné de la forme (3.7) qui vérifie les inégalités d’entropie dis-
crétes d’ordre un (3.9), de nombreuses méthodes ont été introduites pour augmenter 1’ordre de
précision (par exemple voir [102, 8, 95, 34, 1]). Dans ce travail, on se restreint aux techniques
de reconstruction MUSCL d’ordre deux en espace. On renvoie le lecteur a [107, 17]) ot des
reconstructions MUSCL d’ordre élevé sont considérées.

On rappelle que la méthode MUSCL est basée sur une reconstruction sur chaque cellule K;
d’états a chaque interface z;4 /5 de la fagon suivante :

w?’i =wj + %,u? (3.17)
L'incrément 1 est défini par une fonction limiteur :
i =L (wln — W, Wi — wln) , (3.18)
ou L : R? x R? — R? est une fonction lipschitzienne qui vérifie
L(p, ) = p, V€ R?, (3.19)
IM >0, |[L(u1, p2) || < Mmax ([[pa ]|, [l2]l), Vi, po € R, (3.20)
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Des définitions précises de L sont nombreuses dans la littérature (par exemple, voir [80] et
les références incluses). Remarquons des a présent que les limiteurs usuels (minmod, superbee,
MC,...) vérifient les conditions (3.19) et (3.20).

On obtient alors un schéma d’ordre deux de la forme (3.10) a partir d’'un schéma d’ordre
un (3.7). En ce qui concerne les inégalités d’entropie discretes d’ordre deux associées a (3.10),
plusieurs stratégies ont été récemment proposées. Par exemple, dans [12], on obtient, indépen-
damment du choix du limiteur L, les inégalités d’entropie discretes suivantes

1 n+1 1 n,— n,+ L n,+ n,—\ n,+ n,—
L ()~ H ) 0 087)) # 2 (6 o) 6 () 0
(3.21)
Un deuxiéme exemple peut étre trouvé dans [21], oit une procédure MUSCL spécifique est

introduite pour obtenir

1 1 1
AL (77 (w?ﬂ) N /KZ n (w? + Aix'uzn) dac) + N <G <w?’+,w?j£> -G (w?ﬁ’i,w?ﬁ)) <0.
(3.22)
On remarque immédiatement que les dérivées discretes en temps apparaissant dans (3.21)
et dans (3.22) ne coincident pas avec celles requises par (3.16). Notre but est maintenant d’illus-
trer le fait que ces variantes des inégalités d’entropie discrétes ne sont pas efficaces et pas perti-
nentes pour obtenir une solution convergée entropique.

Dans la suite, il va étre utile d’unifier les notations en réécrivant (3.21) et (3.22) de la fagon
suivante :

1 1 1
~ (1 () =) + = (Grp = Gilyp) € = (B =n(@f),  (3:23)

ou P = P (w}', ul*, Ax,n) est défini naturellement. En effet, on trouve pour (3.21) :

alors que l'on trouve pour (3.22) :
1 Ax/2 T
p A =—— — . .
(b = 5 [ o (o ) o (3.25)

En fait, on peut interpréter P comme une projection pour approcher I'entropie évaluée en
w;'. On impose l'existence d"une constante positive C' telle que

0 < P (w, 1, Az, ) —n(w) < C || V2| (|- (3.26)

On vérifie aisément que cette propriété est vérifiée a la fois par (3.21) et par (3.22).

On va maintenant voir que #; (P!" — n(w!')) converge vers une mesure positive qui rend in-
adaptées les inégalités d’entropie discretes (3.23). Afin d’illustrer de maniére exhaustive I'échec
de (3.23), on propose d’étendre ces inégalités d’entropie discretes d’ordre élevé en espace en
considérant des schémas d’ordre élevé en temps.

3.1.3 Inégalités d’entropie discretes d’ordre élevé en temps

Pour augmenter 1'ordre de précision en temps, on adopte ici le schéma classique de Runge-
Kutta donné par (3.13). Afin d’écrire les inégalités d’entropie discretes associées a (3.13), on
considere une reformulation de (3.13) introduite par Shu et Osher ([96, 97]). Cela consiste a
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écrire (3.13) comme une combinaison convexe de schémas d’ordre un en temps. On ne détaille
pas ici tous les calculs présentés dans [96, 97], mais on rappelle simplement que pour toute

famille de parametres positifs (o j) 1<¢<m telle que
0<5<l-1

/-1
=1, ¥Vi<i<m, (3.27)
j=0

le schéma de Runge-Kutta a m étapes (3.13) peut se réécrire de maniere équivalente de la fagon
suivante :

wi @ = wp, (3.28)
-1
n,(6) () _ Beg At (rnG) _ ()
;= N wV - =L (Y F 2
w; pr Qg (wl g Az < i+1/2 Z_1/2> ) (3 9)
Wit = w ), (3.30)
ot les coefficients /3, ; sont donnés par
-1
Brj=cej— Z Y kCh,j- (3.31)
k=j+1

La famille (o j) 1<¢<m est choisie de maniére a assurer la positivité des coefficients 3 ;.
0<j<l-1
Puisque le(sz)parametres ay; et By ; sont supposés positifs, on remarque que les états inter-

médiaires w;"""” sont obtenus par une combinaison convexe de schémas d’ordre un en temps,

avec des pas de temps donnés par %’;At.

On établit ensuite les inégalités d’entropie discretes satisfaites par le schéma d’ordre élevé
en temps (3.13) ou de maniere équivalente par (3.28). On souligne que le résultat qui va suivre
est indépendant de 'ordre en espace du schéma adopté.

Lemme 3.2. On considere un schéma d’ordre un en temps donné par

n+l _ . n At n _F"
Wi =W = (Hitye i—1/2)
n _ s n n
i+1/2 = FP(wi gy, wiy),

vérifiant les inégalités d’entropie discreétes suivantes :

1 n+1 n 1 n n n
N (n (wi™) = n (wi)) + Ar (Gi+1/2 - Gi71/2) <6 (wi'), (3.32)
0t Gy o = GH(Wil g yy, -+ wiy) et 6 (wit) est une perturbation positive.

Supposons que les parametres oy j > 0 sont choisis de maniere a ce que les parametres (3, ; soient
positifs. Alors le schéma (3.13) vérifie les inégalités d’entropie discretes suivantes :

m—1 m—1

1 n n 1 n,(J n,(j n,(J

Kt (77 (’U)Z +1) - (wz )) + Z Cm’jA_x <Gz+(f)2 — Gz_(1]32> < Z am,jé (u}z (J)> ) (3.33)
j=0 Jj=0

Avant de prouver ce résultat, on précise le role joué par la perturbation ¢ (w}') qui est centrée
en w]' mais qui peut dépendre d’autres états. Lorsqu'un schéma standard d’ordre un en temps
et en espace de la forme (3.7) vérifie les inégalités d’entropie discretes (3.9), la perturbation
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disparait, c’est-a-dire 0 (w]') = 0. Dans ce cas, les inégalités (3.33) coincident exactement avec
les inégalités d’entropie discretes requises (3.16). Plus généralement, cela signifie que dés que
le schéma d’ordre un est entropique (avec § (w}') = 0), alors le schéma d’ordre élevé en temps
de Runge-Kutta associé est également entropique. La situation est différente lorsque 6 (w!") # 0,
et le second membre dans (3.33) doit étre étudié avec attention.

Démonstration. On introduit les états intermédiaires suivants :

—n,G) _ G Beg At (nG)  nG)
w =w g Az (Fz‘+1/2 ‘Fi—1/2>'

% %

Puisque Bei >, vétat @TL’(J ) est simplement une mise a jour par un schéma d’ordre un en
£,j

n,(5)

temps. D’apres (3.32), les états intermédiaires w; '’ vérifient donc des inégalités d’entropie

discretes données par

L () n,(3) Bj  (em) _ mli) n,(j)
— 7 — — N -G < 7
a7 (n (@) = (i) + Y (G5 —Gh) <o (wi?).
En utilisant la formulation équivalente (3.28), on remarque que
1
_ Z ag,j@?’(])
j=1

Ensuite, puisque 7 est une fonction convexe, on obtient

/—1
7£ 1y j
7 (w?( )) < Za&ﬂ? (wf (])) ’
=0
dont on déduit immédiatement

. <w?,(z)> < L]Zi <a€,j77 <w?’(j)) _ 5@,]‘% <G?ﬁ)2 o 1/2>> + AtZag] ( > (3.34)

J=0

On établit maintenant par récurrence 1'inégalité suivante :

N

—1 -1
7 (W?’(Z)) <n(w}) - 2; cej (G?;({}Z - G?_’({}Z) + ALY a6 (wf’(”) C1<t<m.
A e

j

(3.35)
Supposons dans un premier temps que ¢ = 1. En utilisant (3.27) et (3.31), on trouve alors aisé-
ment a0 = 1 et ¢ 9 = 51,0. On déduit alors (3.35) de (3.34).

On suppose ensuite que (3.35) est vérifiée pour tout j tel que 1 < j < ¢ — 1 et on établit

Il
o

I'inégalité pour /. En remplagant n < () )) par l'estimation (3.35) dans (3.34), on obtient

n -l A i n n
o (ur0) < 5 <%. <77 W) - LS e (e, - ai_’<f/>2>>

k=0

At n.() Z
— Bej Ax <Gz’+1j/2 — G 1/2) ) + ALY oo ( ) )
At N () () S ()
<n(wf) =5 | Bes + E : acrer | (G1Y)y =GP ) + a6 aggo (w)?)
§=0 k=j+1 J=0
et (3.35) est vérifiée. Puisque w ™ = w?’(m) par (3.31), la preuve est achevée. O
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Grace a ce résultat, on peut maintenant présenter les inégalités d’entropie discretes asso-
ciées avec les schémas d’ordre élevé a la fois en temps et en espace (3.13)-(3.15). En effet,
puisque le schéma d’ordre un en temps vérifie les inégalités d’entropie discretes (3.23), on ob-
tient une perturbation d’entropie discrete donnée par

0 (w)') =—

7

Par conséquent, on va examiner les inégalités d’entropie discrétes d’ordre élevé données par

= (™) = n () + 1%—J(G;jf)2 ar),) < Zamam( r0 g (wf0)).

j T
(3.36)
Sous les hypotheses du Théoreme 3.1, on obtient facilement la convergence faible du membre
de gauche vers 9;n(w) + 0,G(w). Concernant le second membre, on pose

3

Il
=)

H

m—

O K (Pin’(j) -7 (w?’(j))) . (x,t) € Ky x [t 7L
=0

On introduit maintenant la mesure positive § définie comme la limite faible-étoile de la suite a*.
On en déduit que dans la limite de Az et At tendant vers zéro avec un ratio At/Az constant,
I'inégalité (3.36) s’écrit
In(w) + 0zG(w) <6
On suggere de comparer la mesure § a la mesure de dissipation d’entropie § définie comme
la limite faible-étoile de la suite suivante :

m—1

1 .
P t) = 3 e [ ||
= Az

() € Ky x [t VT

La mesure de dissipation d’entropie 3 a été étudiée par Hou et LeFloch [67] (voir ausi DiPerna
[48]) dans le cas scalaire et avec un schéma d’ordre un en temps. Ils ont conjecturé que cette
mesure est concentrée sur les courbes de discontinuité de w.

Dans le résultat qui suit, on établit que les mesures § et 5 ont le méme comportement.

Théoréme 3.3. La mesure § est absolument continue par rapport a la mesure de dissipation d’entropie

8.

Démonstration. Soit ¢ une fonction test positive a support compact K et posons ¢' = ¢(z;,t").
Puisque P vérifie la propriété (3.26), on a

>2 (PP = (wi0)) gr e < 9l 3o i Per A,

©,n i,n

ot V27 est bornée sur K et ,u?’(j ) est l'incrément de la reconstruction défini par (3.18).

En utilisant (3.18) et (3.20), on obtient

S (P = (wr)) orar < 0) 3 (e = wi @2 + i - wP)2) o at,

1) 37 wfD — w2 (60 + ¢ 4) At
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Puisque le ratio At/Ax reste constant, on en déduit

SN s (B9 =g (wf0)) srar <o)y S gl DR (61 4+ 61,) A

i,n 3=0 wn j=0

[ ods < 0 [ oas.

ce qui conclut la preuve. O

En passant a la limite, on obtient

Pour terminer cette partie, on souligne encore une fois que les inégalités d’entropie discretes
(3.36) ne sont pas suffisantes pour assurer la stabilité entropique requise.

3.1.4 Résultats numériques

On va maintenant illustrer numériquement les résultats précédents. Plus précisément, le but est
d’évaluer numériquement la mesure ¢ introduite dans la partie précédente. D’apres le travail
de Hou et LeFloch [67], on s’attend & ce que cette mesure s’annule partout ou la solution est
continue. Inversement, quand la solution est discontinue, 1’évaluation de ¢ doit donner § > 0.

Toutes les expériences numériques présentées sont basées sur la méme stratégie. On adopte
le flux numérique d’ordre un F'(wy,, wr) donné par le schéma HLLC [101, 100]. L'avantage de
ce choix est que le schéma HLLC est connu pour étre robuste et vérifier les inégalités d’entropie
discretes (3.32) (voir [20, 11, 14, 30]). L'ordre deux en espace est obtenu par une reconstruction
MUSCL (3.17)—(3.18). Les fonctions L que 1'on utilise sont le limiteur minmod, le limiteur de
van Albada 1, le limiteur de van Leer, le limiteur monotonized central-difference (MC) et le
limiteur Superbee (voir Partie 1.4 ou [80] ou tous ces limiteurs sont détaillés). Concernant la
discrétisation en temps, on utilisera 1’ordre un et I’ordre deux pour comparer les résultats.

D’apres [80, 20, 12], on restreint le pas de temps At suivant la condition CFL

%T&X(‘Ai( Witz W +1/2>( ( i 1/2”“?5/2)() = i

Selon [12], cette restriction du pas de temps rend le schéma considéré robuste et lui permet de
vérifier les inégalités d’entropie discretes (3.23).

La pertinence des schémas considérés est évaluée en calculant l'erreur L' en densité au
temps final :

= Az |pN — p (i, T)]

€L

ou w® : R x RT — Q est la solution exacte. De plus, pour évaluer la mesure §, on calcule la

masse totale de a® N
= AzAt Z Z a® (x5, t").
n=0icZ

On réalise deux expériences numériques. Les deux sont consacrées a I'approximation de la
solution d’un probleme de Riemann, c’est-a-dire que la donnée initiale est constituée de deux
états constants séparés par une discontinuité situéeen z = 0:

iz <0
uM@:{Ml%x<’ (3.37)
wr six > 0.
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Dans le premier cas-test, les états gauche et droit sont donnés par

oL =1, pr = 0.1989,
ur, = —1, ugp =1, (3.38)
pr = 1.5, pr = 0.1564,

pour que la solution exacte soit uniquement constituée d'une 1-détente continue (voir Figure
3.1).

11 T T T T T T T T T 6

55r

451

35

25F

15F

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 -05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

FIGURE 3.1 - Solution des problémes de Riemann. Gauche : 1-détente. Droite : double choc

minmod van Albada 1 van Leer MC Superbee
Az EA I EA I EA IS EA IS EA IS

8.00E-3 7.54E-3 | 1.48E-2 || 9.98E-3 | 1.79E-2 1.09E-2 | 2.00E-2 1.34E-2 | 2.27E-2 || 3.42E-2 | 4.39E-2
4.00E-3 || 5.19E-3 | 9.36E-3 6.64E-3 | 1.12E-2 || 7.40E-3 | 1.25E-2 1.06E-2 | 1.52E-2 || 3.00E-2 | 3.22E-2
2.00E-3 || 3.12E-3 | 5.70E-3 || 4.17E-3 | 6.81E-3 || 5.00E-3 | 7.81E-3 9.38E-3 | 1.01E-2 || 2.35E-2 | 2.35E-2
1.00E-3 1.84E-3 | 3.38E-3 || 2.72E-3 | 4.10E-3 || 3.70E-3 | 4.96E-3 8.77E-3 | 8.53E-3 1.88E-2 | 1.84E-2
5.00E-4 1.07E-3 | 1.96E-3 || 2.01E-3 | 2.51E-3 || 2.82E-3 | 3.24E-3 8.58E-3 | 7.12E-3 || 2.48E-2 | 3.03E-2
2.50E-4 || 6.13E-4 | 1.12E-3 1.37E-3 | 1.55E-3 || 2.35E-3 | 2.26E-3 9.28E-3 | 6.38E-3 9.98E-2 | 7.50E-1
1.25E-4 || 3.63E-4 | 6.30E-4 1.19E-3 | 1.02E-3 || 2.44E-3 | 1.74E-3 3.84E-2 | 8.04E-2 1.21E-1 | 1.48E+1
6.25E-5 || 2.41E-4 | 3.53E-4 1.24E-3 | 7.54E-4 || 3.51E-3 | 2.18E-3 5.34E-2 | 1.42E-0
3.12E-5 1.80E-4 | 1.99E-4 1.26E-3 | 6.18E-4

Tableau 3.1 — Erreur L! et erreur entropique pour la 1-détente en utilisant un schéma d’ordre
un en temps

Dans le Tableau 3.1, on donne l'évaluation de E2 et I® obtenues avec un schéma d’ordre
un en temps et différents limiteurs. Tout d’abord, on remarque que les limiteurs van Leer, MC
et Superbee ne sont pas stables et des explosions numériques apparaissent avec un maillage
trés raffiné. Pour préciser le comportement de ces limiteurs, on montre Figure 3.3 la solution
obtenue par le limiteur Superbee avec 1000 et 2000 cellules (respectivement Az = 1073 et Az =
5 x 107%). Avec 1000 cellules, I’explosion numérique n’a pas encore eu lieu et on observe que le
schéma fait apparaitre un choc non entropique a l'intérieur de la détente. Cela confirme que le
schéma MUSCL ne vérifie pas la stabilité requise. Avec 2000 cellules, le choc non entropique est
toujours présent, mais 1’explosion numérique commence a étre importante. Si I'on augmente
encore le nombre de cellules, le choc non entropique ne sera plus visible a cause de 'explosion
numérique.

Le comportement des limiteurs minmod et van Albada 1 est meilleur car les deux schémas
semblent converger, puisque £° tend vers zéro quand Az tend vers zéro. Pour ces deux limi-
teurs, la quantité 7° tend également vers zéro et donc la mesure § également, ce qui est en
accord avec la conjecture de Hou et LeFloch [67], puisque la solution convergée est continue.
La Figure 3.2 illustre les résultats présentés dans le Tableau 3.1.
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3.1. Principales motivations

10° ‘ ‘ 10° ‘ :
—4A— Superbee —=4A— Superbee
—+—MC . - MmC
van Leer 100 f van Leer 3
107tk —— van Albada 1 |/ —— van Albada 1
—6— minmod
100 b +
-
-
3 107} 1 < 10t 1
]
107k 4
10°F :
10°F 4
107 5 ‘—4 ‘—3 -2 0" -5 ‘—4 ‘—3 -2
10 10 10 10 10 10 10 10
A X A X

FIGURE 3.2 — 1-détente avec un schéma d’ordre un en temps. Gauche : erreur L!. Droite : erreur
entropique 1°

11 T T T T T T T T T 11 T T T T T T T T T
1 Solution exacte |{ 1 Solution exacte |{
0.9 1 0.9r 1
0.81 B 0.8 B
0.7 1 0.7 1
0.6 0.6
0.5 05
0.4r 0.4r
0.3r 0.3r
0.2 0.2r
0.1 . . . . . . . . . 0.1 . . . . L . . L .
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FIGURE 3.3 — 1-détente : résultat obtenus par le limiteur Superbee. Gauche : Az = 10~3. Droite :
Az =5x10"*
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CHAPITRE 3. SCHEMAS MOOD ENTROPIQUES

Le Tableau 3.2 et le Figure 3.4 sont ensuite dédiés aux résultats obtenus avec un schéma
d’ordre deux en temps. Mis a part le limiteur Superbee, tous les schémas semblent converger,
tout comme la mesure  qui tend vers zéro.

minmod van Albada 1 van Leer MC Superbee
Az EA 1A EA 1A EA 1A EA I EA I

8.00E-3 || 6.82E-3 | 1.44E-2 || 5.41E-3 | 1.67E-2 || 455E-3 | 1.81E-2 || 3.87E-3 | 1.93E-2 || 4.93E-3 | 2.32E-2
4.00E-3 || 5.38E-3 | 9.08E-3 || 4.37E-3 | 1.03E-2 || 3.86E-3 | 1.10E-2 || 3.46E-3 | 1.16E-2 || 2.37E-3 | 1.38E-2
2.00E-3 || 2.72E-3 | 5.51E-3 || 2.19E-3 | 6.17E-3 || 1.94E-3 | 6.54E-3 || 1.74E-3 | 6.85E-3 || 1.16E-3 | 8.01E-3
1.00E-3 1.36E-3 | 3.25E-3 1.10E-3 | 3.60E-3 || 9.68E-4 | 3.79E-3 || 8.69E-4 | 3.96E-3 || 5.74E-4 | 4.61E-3
5.00E-4 || 6.82E-4 | 1.88E-3 || 549E-4 | 2.06E-3 || 4.84E-4 | 2.16E-3 || 4.35E-4 | 2.25E-3 || 2.89E-4 | 2.63E-3
2.50E-4 || 3.41E-4 | 1.07E-3 || 2.74E-4 | 1.16E-3 || 2.42E-4 | 1.16E-3 || 2.17E-4 | 1.27E-3 1.48E-4 | 1.51E-3
1.25E-4 1.71E-4 | 5.98E-4 1.37E-4 | 6.50E-4 1.21E-4 | 6.77E-4 1.09E-4 | 7.03E-4 7.68E-5 | 8.94E-4
6.25E-5 || 8.54E-5 | 3.31E-4 || 6.86E-5 | 3.59E-4 || 6.05E-5 | 3.73E-4 || 543E-5 | 3.88E-4 || 4.12E-5 | 5.66E-4
3.12E-5 || 427E-5 | 1.82E-4 || 343E-5 | 1.97E-4 || 3.03E-5 | 2.04E-4 || 2.72E-5 | 2.12E-4 || 4.92E-5 | 5.16E-4
1.56E-5 1.36E-5 | 1.15E-4 || 8.39E-3 | 1.03E-0

Tableau 3.2 — Erreur L! et erreur entropique pour la 1-détente en utilisant un schéma d’ordre
deux en temps

107 . . . !

—4A— Superbee
o MC
100 van Leer
103k —— van Albada 1
10l —6— minmod
H_I
EJ 107} < 107t
m
10°F
. —4A— Superbee
1074 MC ]
van Leer 1074k J
——van Albada 1
—6— minmod
107 -6 ‘—5 ‘—4 ‘—3 -2 10° -6 ‘—5 ‘—4 ‘73 -2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
A X AX

FIGURE 3.4 — 1-détente avec un schéma d’ordre deux en temps. Gauche : erreur L!. Droite :
erreur entropique 4

La seconde expérience numérique que 1’on propose est dédiée a 1'approximation de solu-
tions avec des chocs. On considere a nouveau un probleme de Riemann ot1 les états gauche et
droits sont définis par

pr =1, PR =1,
uy, = 10, ur = —10, (3.39)
pr =1, pPr=1,

pour obtenir une solution exacte composée de deux ondes de chocs se propageant avec des
vitesses opposées (voir Figure 3.1).

Les résultats numériques obtenus en utilisant un schéma d’ordre un en temps sont présen-
tés dans le Tableau 3.3 et la Figure 3.5. On remarque que les limiteurs van Leer, MC et Superbee
entrainent une explosion numérique. En fait, il semble que les limiteurs minmod et van Albada
1 soient également instables mais I’explosion nécessite un maillage extrémement raffiné. Par
ailleurs, on souligne que la suite I A semble converger vers une valeur positive avant 'explo-
sion numérique. Cela confirme que la masse totale de la mesure § est strictement positive.

Enfin, on présente dans le Tableau 3.4 et la Figure 3.6 le comportement de l'erreur L! et de la
grandeur /2 en utilisant une discrétisation en temps Runge-Kutta d’ordre deux. Seul le limiteur
Superbee engendre une explosion numérique alors que tous les autres schémas convergent (ou
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3.1. Principales motivations

minmod van Albada 1 van Leer MC Superbee

Az EA I EA I EA IS EA IS EA IS
8.00E-3 || 2.85E-2 | 1.19093 || 2.84E-2 | 1.50166 || 2.78E-2 | 3.69771 2.74E-2 | 6.60340 2.81E-2 | 7.39416
4.00E-3 || 8.79E-3 | 1.19348 || 8.42E-3 | 1.50362 799E-3 | 3.69027 || 8.36E-3 | 6.57974 || 9.96E-3 | 7.47961
2.00E-3 || 3.47E-3 | 1.19438 || 3.33E-3 | 1.50505 || 3.34E-3 | 3.67345 || 3.42E-3 | 6.63387 || 5.35E-2 | 7.59467
1.00E-3 1.18E-3 | 1.19488 1.14E-3 | 1.50596 1.36E-3 | 3.66646 1.59E-3 | 6.55043 2.06E-2 | 7.95907
5.00E-4 1.74E-3 | 1.19502 1.70E-3 | 1.50636 1.86E-3 | 3.66594 || 2.14E-3 | 6.61186 | 4.54E-2 | 10.0619
2.50E-4 1.07E-3 | 1.19521 1.05E-3 | 1.50650 1.29E-3 | 3.66420 || 3.97E-3 | 6.62561
1.25E-4 || 7.62E-4 | 1.19529 7.53E-4 | 1.50648 1.04E-3 | 3.66326 1.89E-2 | 7.68269
6.25E-5 1.56E-4 | 1.19531 1.69E-4 | 1.50625 7.78E-3 | 3.93815 || 2.18E-2 | 10.3855
3.12E-5 || 9.59E-5 | 1.19545 || 4.23E-4 | 1.50600 1.31E-2 | 5.40179
1.56E-5 1.46E-3 | 1.21136

Tableau 3.3 - Erreur L' et erreur entropique pour le double choc en utilisant un schéma d’ordre
un en temps

-1 16 T T
10 T -
—=4— Superbee
141 mMC <
van Leer
1072k 12+ ——van Albada 1 |{
—6— minmod
10+
H_I
3 10°F L 8
@ ol ]
» —4A— Superbee
107¢ MC 4t 1
van Leer
—— van Albada 1 2 1
" —6— minmod G ©
10 -5 ‘—4 ‘—3 -2 0 -5 ‘74 ‘73 -2
10 10 10 10 10 10 10 10
A X AX

FIGURE 3.5 — Double choc avec un schéma d’ordre un en temps. Gauche : erreur L. Droite :
erreur entropique /2
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semblent converger). Cependant, on remarque que /> ne converge pas vers zéro, mais vers une
valeur positive, ce qui est en accord avec la conjecture de Hou et LeFloch.

minmod van Albada 1 van Leer MC Superbee
Az EA I EA I EA 1A EA 1A EA 1A

8.00E-3 || 2.87E-2 | 1.24970 || 2.85E-2 | 1.52251 2.80E-2 | 4.53453 || 2.86E-2 | 6.40651 2.96E-2 | 7.77453
4.00E-3 || 9.05E-3 | 1.25344 || 8.63E-3 | 1.52491 8.24E-3 | 4.56002 || 8.22E-3 | 6.57310 || 8.79E-3 | 7.95511
2.00E-3 || 3.60E-3 | 1.25475 || 3.43E-3 | 1.52644 || 3.55E-3 | 4.54521 3.39E-3 | 6.63387 || 4.20E-3 | 8.02181
1.00E-3 || 1.23E-3 | 1.25538 || 1.18E-3 | 1.52742 || 1.57E-3 | 4.53574 || 1.35E-3 | 6.68246 | 1.97E-3 | 8.08829
5.00E-4 || 1.77E-3 | 1.25556 || 1.72E-3 | 1.52786 || 2.06E-3 | 4.53815 || 1.71E-3 | 6.69711 | 2.85E-3 | 8.12208
2.50E-4 || 1.08E-3 | 1.25580 || 1.06E-3 | 1.52803 1.47E-3 | 453633 || 1.12E-3 | 6.75301 || 3.21E-3 | 8.15356
1.25E-4 || 7.59E-4 | 1.25594 || 7.46E-4 | 1.52813 1.21E-3 | 4.53547 || 8.41E-4 | 6.87392 | 1.92E-2 | 9.33707
6.25E-5 || 1.50E-4 | 1.25600 || 1.38E-4 | 1.52815 || 6.19E-4 | 4.53571 || 2.28E-4 | 6.93705 || 2.36E-2 | 13.8100
3.12E-5 || 6.52E-5 | 1.25602 || 5.64E-5 | 1.52817 || 5.45E-4 | 4.53550 || 1.49E-4 | 6.99102 | 3.22E-2 | 31.3636
1.56E-5 || 2.84E-5 | 1.25603 5.14E-4 | 4.53531 1.13E-4 | 7.02895

Tableau 3.4 — Erreur L! et erreur entropique pour le double choc en utilisant un schéma d’ordre
deux en temps

10" . i i 14 . . .
—=A— Superbee
12 mC i
van Leer
1072k —— van Albada 1
101 —6— minmod ]

10

Erreur L*

» —4A— Superbee 4t B
10 ¢ MC
van Leer ol |
——van Albada 1 & =
—6— minmod
10° -6 ‘—5 ‘—4 ‘—3 -2 0 -6 ‘75 ‘—4 ‘—3 -2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
A X AX

FIGURE 3.6 — Double choc avec un schéma d’ordre deux en temps. Gauche : erreur L. Droite :
erreur entropique 2

Ces expériences numériques semblent confirmer que la mesure J est strictement positive,
mais concentrée sur les courbes de discontinuité de la solution convergée w. Par conséquent,
les inégalités d’entropie discretes (3.23) (par exemple, celles données par [21, 12]) ne sont pas
suffisantes pour assurer que la solution convergée soit entropique au sens du théoreme de Lax-
Wendroff (Théoréme 3.1). Ces inégalités ne sont donc pas pertinentes, puisqu’elles n’empéchent
pas les instabilités.

3.2 Obtention de toutes les inégalités d’entropie discretes a partir
d’une seule

D’apres les résultats qui précedent, un schéma d’ordre élevé doit satisfaire les inégalités d’en-
tropie discretes (3.16). En effet, les formulations non standards de la dérivée discrete en temps
peuvent introduire des inégalités d’entropie inappropriées incluant une mesure positive. Afin
de dériver un schéma d’ordre élevé capable de rétablir (3.16), on va adopter une technique a pos-
teriori basée sur la vérification des inégalités d’entropie discretes. Rappelons que les inégalités
d’entropie discretes (3.16) doivent étre vérifiées pour toute paire d’entropie (pF (In(s)), pF (In(s))u),
ou F est une fonction réguliere satisfaisant (3.6). Les limitations a posteriori sont pertinentes
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3.2. Obtention de toutes les inégalités d’entropie discretes a partir d’une seule

seulement lorsqu’un nombre fini d’estimations sont considérées, alors que I'on doit ici vérifier
une infinité d’inégalités d’entropie discretes.

Le but de cette partie est de donner des arguments pour obtenir toutes les inégalités d’en-
tropie requises a partir d'une seule. Pour aborder ce probléme, on commence par reformuler
les paires d’entropie de la fagon suivante :

Lemme 3.4. Les paires d’entropie (n,G), définies par (3.4)—(3.5), se réécrivent
n(w) = pY(r(w)), G(w) = pib(r(w))u,
ot 'on a posé
r(w) = ——, (3.40)

et 1) est une fonction réguliere, croissante et convexe.

On souligne des a présent que ce résultat n’est pas essentiel dans la suite, mais il facilite
la présentation. En effet, on va voir que considérer des entropies n(w) paramétrées par une
fonction monotone convexe ¢ sera plus pratique que de considérer des entropies paramétrées
par une fonction F vérifiant la propriété (3.6). Cependant, on insiste sur le fait que toutes les
dérivations de schémas qui vont suivre peuvent étre réalisées en adoptant les paires d’entropie
usuelles données par (3.4)—(3.5).

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que l’entropie spécifique, définie par (3.3),
s’écrit r(w) = —s(w)'/7. On considére maintenant deux fonctions 7j et G telles que I’on a

(w) = p(r(w)) et Gw) = pyp(r(w))u,

ol ¢ est une fonction réguliere, croissante et convexe. En introduisant

Flin(s)) = v (=s'/7),

on obtient
Fly) = (—ev).
On en déduit .
/ — o [yl
Fly) = v ( e )<0
et

F'y) —vF"(y) = —% (¢’ <—ey/7> oy (—ey”)) <0.

Par conséquent, la fonction réguliere F vérifie (3.6) et la paire (77, G) est une paire d’entropie.

Réciproquement, considérons une paire d’entropie (n,G) = (pF(In(s)), pF(In(s))u) , ot F
vérifie (3.6). Puisque l'on a
F(In(s)) = F (yIn(=r)),

on pose
o(r) := F(yln(=r)),

et ’on obtient les relations suivantes :

n(w) = py(r) et G(w) = pip(r)u.

Puisque (3.6) est vérifiée, on obtient aisément
¥/(r) = TF (yIn(=r)) > 0
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et
¥((r) = =% (F(yIn(=r)) = 37" (yIn(=r))) > 0.

Comme attendu, ¢ est une fonction croissante et convexe et la preuve est achevée. |
A T'aide de ce résultat, on établit maintenant des conditions pour qu’une méthode de vo-

lumes finis préserve I'entropie des qu'une seule inégalité d’entropie discréte bien choisie est
vérifiée. Considérons un schéma conservatif donné par

wi“Z“’l“E( n e = Flba) s (3.41)

i+1/20 Fit1/20 Fit1/2
plus généralement de la forme (3.15).

T
ot Fiq/0 = (Fp Fr FE > est un flux numérique consistant, de la forme (3.7) ou

Théoréme 3.5. Supposons que le schéma (3.41) soit robuste : si wl € Q pour tout i € Z, alors w'* €
Q). Supposons que l'inégalité d’entropie discréte spécifique suivante soit vérifiée :
n+1l_n+l1 < gl At Fp n Fp n 42
P T = PiTE T A ( i+1/2"i+1/2 — i—1/2ri—1/2) ) (3.42)
ot I'on a posé
w7 W T SEEL 5 <0, 343
Ti = n et 7“Z+1/2 = n . P ( . )
P; ry, stZ.+1/2>O.
Supposons enfin que la condition de type CFL supplémentaire suivante est vérifiée :
At 0,F” in (0, F’ <p? 3.44
Ay \max (0, Fpy, o ) —min (0, F, 5 ) ) < pi' (3.44)

Alors le schéma (3.41) est entropique : pour toute fonction réguliere, croissante et convexe v, on a

[ (r; H) < Pt (ri') — Ax (Fl-il/ng‘ﬂm - }'1@'[:1/21/’i—1/2> )

avec i, o défini par

ri siFf . <0,
e = v (ria) /2 (3.45)
B(7)  SIEL > 0.

Avant de prouver ce résultat, on souligne le caractére particulier du flux numérique d’entro-
pie qui intervient dans (3.42). En fait, on impose a l'entropie r de vérifier une propriété de type
« transport ». Cette condition est clairement plus contraignante que les conditions habituelles,
mais il existe des schémas numériques vérifiant ce type de propriété. Par exemple, le schéma
de relaxation de Suliciu [20, 30] ou de maniere équivalente le schéma HLLC [101, 100] sont
des schémas d’ordre un entropiques qui impliquent un flux numérique d’entropie de la forme

Fz'p+1/2]: (ln (S?+1/2>) ou

¥ . P
o pia/ (pia)’ s s Fiiy)2 <0,
i+1/2 = .
T\ ). SiEL, >0
. . . 1/~ . g P
Par conséquent, en introduisant rl."H o = = (S?H /2) , ces schémas vérifient les inégalités

(3.42)—(3.43).
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3.2. Obtention de toutes les inégalités d’entropie discretes a partir d’une seule

Démonstration. D’aprés la définition de ;. /» donnée par (3.43), on a la relation suivante :

L Ty =Ty
Fz‘p+1/27ni+1/2 = Fz‘p+1/2 : B - z‘p+1/2‘ - B -
En injectant cette relation dans (3.42), on obtient
n+1 < a b P c n 3.46
Ty = pszrl z 1T pszrl T +FTHI7 (3.46)
oul’on a posé
At
a=ga (FLyjp+ |FL ) (3.47)
n At o
=Pi T oA (Fz+1/2 + Fz+1/z‘ iy 1/2‘) ; (3.48)
At
©T9Ax ( Fzﬁrl/Q‘ - Fii1/2> : (3-49)
Remarquons que
At
a+b+ec=pi - Ar < zp+1/2 _szq/z)
= pitt > 0.

On voit immédiatement que a et b sont positifs. Par ailleurs, la condition de type CFL supplé-
mentaire (3.44) assure que le coefficient b est positif. Par conséquent, on a établi que le second
membre de (3.46) est une combinaison convexe de r* |, 7" et 1},

Considérons maintenant une paire d’entropie que 1’on peut écrire, d’aprés le Lemme 3.4,

(1,9) = (po(r), pio(r)u),

ol ¢ est une fonction réguliere, croissante et convexe. La fonction ¢ étant croissante, on déduit
de I'inégalité (3.46)

b
1
w(r?Jr ) <¢< n+1 T 1—|—pn+17“2 +pn+1 z+1>

(2

En utilisant 1'inégalité de Jensen, on obtient

o (rph) < ,o"“w (rieq) + Ww (ri") + Fi/f (ri) -

i
Ensuite, en remplacant les coefficients a, b et ¢ par leur valeur exacte donnée par (3.47), on

trouve

Fly o 0070) = 007))

2] 0T = H0E) )

P < ) — A (

e (Fhap@OD) + 907)) -

SFY () + () +

que l'on peut réécrire

n n n n At n
; +1¢(Ti +1) < i 7/)(7“1 ) - E < z+1/2¢l+1/2 ip_l/gwi—l/Q) ’

ouy; /2 est défini par (3.45). La preuve est ainsi achevée. O
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CHAPITRE 3. SCHEMAS MOOD ENTROPIQUES

3.3 Le schéma e-MOOD pour les équations d’Euler

Dans cette partie, on dérive des schémas numériques d’ordre élevé en espace, donnés par (3.10),
qui vérifient toutes les inégalités d’entropie discretes requises (3.16). Pour simplifier la présen-
tation, on se restreint ici aux méthodes numériques d’ordre un en temps. Cependant, d’apres
le Lemme 3.2, le schéma d’ordre élevé en espace, que I'on va maintenant détailler, s’étend tres
facilement en un schéma d’ordre élevé en temps entropique par une procédure de Runge-Kutta.
Des extensions d’ordre élevé en temps seront utilisées pour réaliser les expériences numériques
de la partie suivante.

Pour imposer les inégalités attendues (3.16), on suggeére maintenant d’introduire une limi-
tation a posteriori supplémentaire en reconstruisant les états w]"~ et w}"" sur chaque cellule
K;. Cette technique de limitation a posteriori a été récemment introduite par Clain, Diot et Lou-
bere [34, 47] dans le développement des schémas MOOD (Multi-dimensional Optimal Order

Detection, voir Partie 1.5).

La technique MOOD permet d’étendre n’importe quel schéma d’ordre un, qui vérifie cer-
taines propriétés, en un schéma d’ordre élevé en espace qui préserve ces propriétés. Elle est
basée sur une procédure itérative pour déterminer, localement sur chaque cellule, la meilleure
reconstruction préservant les propriétés imposées (ici, robustesse et stabilité).

On consideére un schéma d’ordre un donné par (3.7). Sous la conditon CFL classique (3.8), on
suppose que ce schéma d’ordre un vérifie les propriétés de robustesse et de stabilité suivantes :

+

Robustesse : Si tous les états initiaux w;’ sont dans €2, alors les états évolués w;' ! restent dans

Q.

Stabilité : Pour tout ¢ € Z, I'inégalité d’entropie suivante est vérifiée :

2

At
pi el < pliyt Ar (Fp (Wi, wiy) iy o — FP (wig, w}) 7”?*1/2) ’ (3.50)

Uy est défini comme suit :

7“in+1/2 = i S% " (w?7w?+1) . (3.51)
i siFP (wiwly) > 0.

On souligne a nouveau qu’un tel schéma d’ordre un existe. Par exemple, on renvoie le lecteur
au schéma HLLC ou au schéma de relaxation de Suliciu [100, 30].

On adopte ensuite une procédure de reconstruction donnée par (3.17). Si l'incrément p
est défini par (3.18), on reste dans le cadre de la procédure MUSCL, mais p]' peut étre associé
avec des techniques de reconstruction d’ordre plus élevé. Dans la suite, on suppose que la
reconstruction préserve 1 :

1
w :w?:ti,u? €, VielZ.

(2

A ce stade, on remarque que la reconstruction vérifie la propriété de conservation suivante :

1 _

wf =3 (wp™ + ). (3.52)

Cette relation peut paraitre restrictive. En effet, d’aprés des arguments présentés dans [12], il

est possible d’utiliser une reconstruction telle que w;' ne soit pas une combinaison convexe de
n7 n7+ .

w; et w,;”

wl # aw”” + (1 —a)w, Vae[0,1].
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3.3. Le schéma e-MOOD pour les équations d’Euler

Cependant, la relation (3.52) rend la robustesse plus simple a obtenir. Par conséquent, par sou-
cis de simplicité, on choisit ici de considérer une reconstruction vérifiant (3.52).

On peut maintenant présenter le schéma e-MOQOD.

1. Etape de reconstruction : Pour chaque cellule K;, on évalue des états reconstruits d’ordre
élevé aux interfaces x;_1 5 et x; /o, donnés par

1
wE = wl + SHi EQ (3.53)

7

2. Etape d’évolution : On fait évoluer la solution reconstruite de la fagon suivante :

Wi = — 2—; (F(wrt i) = F(wffwfT)), viez.  (354)

3. Etape de limitation a posteriori : On pose

At n _ n _
& = pprt = o (B2 (wb ol ) o = 7 (wifowl ) i) . (359)
ourd /o €st défini par (3.51). En notant rinH’* =r <w?+1’*), on a l'alternative suivante :

® Sipourtouti € Z,ona
prtbrpntlx < en (3.56)

alors la solution est valide et ’on pose

wit =Wt Vie Z.
* Sinon, pour tout ¢ € Z tel que (3.56) n’est pas vérifiée, on pose w?’i = w;', puis on

retourne a I'étape 2.

On précise que 1'étape 3 est en fait une étape de préservation de l'entropie. En effet, la
condition (3.56) coincide exactement avec l'inégalité d’entropie requise.

Avant d’établir la robustesse et la stabilité vérifiées par le schéma e-MOOD, on souligne
quelques différences entre cette procédure numérique et le schéma MOOD original introduit
dans [34].

Tout d’abord, on rappelle que le schéma MOOD original utilise une procédure itérative
sur le degré 0 < d; < dpax du polyndme intervenant dans la reconstruction. Il est important
de noter que le degré d; est défini localement sur chaque cellule K;. Ensuite, durant 1’étape
de limitation a posteriori, si la propriété requise (ici, I'inégalité d’entropie discrete) n’est pas
vérifiée, alors le degré d; du polynome est décrémenté et la méthode MOQOD est a nouveau
appliquée. Cette procédure itérative sur d; s’arréte lorsque d; = 0, puisque 1'on a alors ' = 0
et ’on retrouve un schéma d’ordre un qui, par hypothese, vérifie la propriété attendue.

Pour simplifier la présentation de la méthode e-MOQD, on a choisi d’arréter la procédure
itérative a la fin de la premiere itération, en passant directement de la reconstruction de degré
maximal a la reconstruction de degré zéro, correspondant au schéma d’ordre un. Bien str, il
aurait été possible d’adopter une procédure constituée de plusieurs itération de d; = dax @
d; = 0. Les résultats de robustesse et de stabilité énoncés plus bas resteraient alors valables.

Ensuite, on met I'accent sur 1'ordre effectif de précision. En effet, le schéma e-MOOD, mais
aussi le schéma MOOD original, remplacent le schéma d’ordre élevé par une méthode d’ordre
un des que les propriétés requises ne sont pas vérifiées. Clairement, si la propriété requise est
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CHAPITRE 3. SCHEMAS MOOD ENTROPIQUES

« trop forte », la limitation sera activée sur le domaine de calcul entier et I’approximation obte-
nue aura une précision a 'ordre un. En pratique, on a considéré une étape de reconstruction
donnée par un approche MUSCL usuelle et les améliorations dans les résultats numériques
sont évidentes. De notre point de vue, le schéma e-MOOD doit étre compris comme une tech-
nique de stabilisation et non seulement comme une procédure d’ordre élevé.

Le dernier point que 'on souhaite aborder concerne le degré effectif de la reconstruction.
Dans la méthode MOOD originale, concernant la cellule K;, on est obligé d’utiliser un poly-
nome de degré min(d;_1, d;) pour reconstruire 'état w;"~ au point z;_; /5 et un polynome de
degré min(d;, d; 1) pour reconstruire I'état w,"* au point z, /2- Cela nécessite de calculer deux
reconstructions polynomiales de degrés différents sur chaque cellule, mais cela s’avére néces-
saire pour assurer que 1'algorithme MOOD se termine bien. En effet, la limitation a posteriori
dans la méthode MOOD originale est basée sur la robustesse et sur un principe du maximum.
Pour assurer que I'état w ™! vérifie ces propriétés, il ne suffit pas d'imposer que la reconstruc-
tion soit de degré zéro sur la cellule K, il faut que tous les états intervenant dans le schéma
donnant w}*! soient des reconstructions de degré zéro, y compris les états w;" | et w;; .

Dans la méthode e-MOQOD, ce probléme ne se pose pas car on n’utilise pas de critéere de
type principe du maximum. Lorsque la procédure de limitation e-MOQOD a été activée sur une
cellule, alors le nouvel état évolué vérifie les propriétés requises de robustesse et de stabilité,
quelque soit la reconstruction utilisée sur les cellules voisines. Cette remarque est essentielle car
elle rend la méthode e-MOQD trés simple a implémenter et d"un moindre cotit que le schéma

MOOD original.

On peut maintenant énoncer les propriétés de robustesse et de stabilité satisfaites par le
schéma e-MOOD.

Théoreme 3.6. Supposons que le pas de temps At vérifie les deux conditions de type CFL suivantes :

%%g\g (‘Ai (w?’+aw?ﬁ) ( A* (W?’_aw?*)() < i, (3.57)
2_; <maX (0’ Ff+1/z> — min (0, Ff_l/z» < pp. (3.58)

Supposons que w;' et tous les états reconstruits w?’i définis par (3.53) sont dans 2, pour tout i € Z.

Alors l'algorithme e-MOOD se termine en un nombre finis d'étapes. De plus, les états évolués wi™!

résultant de la procédure e-MOQOD appartiennent a ) pour tout i € Z. Enfin, pour toute fonction
réguliere, croissante et convexe, le schéma e-MOOD vérifie I'inégalité d’entropie discrete

1
~g (e () = e ()

o (P (7)o (r2gn) = P () 6 (12 0) ) < 0. 359)

Ol T 1 o €5t défini par (3.51). Le schéma e-MOQOD est donc entropique.
Démonstration. Commengons par supposer que la procédure de limitation a posteriori a été acti-
vée sur la cellule K;. On a alors w?’i = w}, ce qui implique que le schéma (3.54) est un schéma
d’ordre un. On peut donc utiliser I'hypothese (3.50) qui assure

?—l—l,*?a;z—f—l,* S gln
Par conséquent, le critere d’entropie est désormais vérifié sur la cellule K;. La procédure de
limitation a posteriori ne peut donc s’appliquer au plus qu’une fois par cellule et 1’algorithme se
termine en un nombre fini d’étapes.
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3.4. Résultats numériques

On montre maintenant la robustesse du schéma e-MOOD. Puisque il n'y a pas de critere
de robustesse dans la limitation a posteriori, il faut montrer que l'état w?“’*, défini par (3.54),
appartient a {2 pour tout ¢ € Z. Sur chaque cellule K, on a alors deux alternatives :

¢ Soit la procédure de limitation a posteriori a été activée sur la cellule K; et I'état w?H’* est
alors obtenu par un schéma d’ordre un. Or celui-ci est robuste sous la condition CFL (3.8)
par hypothese. La condition CFL (3.57) étant plus restrictive que (3.8), on en déduit que
I'état w] 1" est dans Q.
¢ Soit la procédure de limitation a posteriori n’a pas été activée sur la cellule K; et 1'état

w?“’* est alors obtenu par un schéma MUSCL. Grace a I'hypothese de conservation

(3.52) vérifiée par la reconstruction et a la condition CFL (3.57), on peut alors appliquer le
Lemme 1.9 qui assure que w?H’* est dans ).

Enfin, par définition du schéma e-MOOD, on a I'inégalité d’entropie discrete

P < plrf — Ar (F;il/2ri+l/2 - Fz’p+1/27ai*1/2) : (360)
Sous la condition de type CFL (3.58), on peut appliquer le Théoreme 3.5 et le schéma e-MOOD
vérifie toutes les inégalités d’entropie discréetes requises. La preuve est ainsi achevée. O

3.4 Résultats numériques

Par soucis de consistance, les expériences numériques que 1'on détaille maintenant suivent
une stratégie similaire a celle présentée dans la Partie 3.1.4. Pour valider le schéma e-MOOD,
on choisit comme flux numérique intervenant dans (3.54), le flux donné par le schéma HLLC
[101, 100]. En ce qui concerne I'étape de reconstruction e-MOOD (3.53), on utilise des limiteurs
MUSCL. On ne présente ici que les résultats obtenus avec le limiteur minmod et le limiteur
Superbee. En effet, d’apres les Tableaux 3.1-3.4, le limiteur minmod est le plus stable, alors que
le limiteur Superbee est celui qui explose le plus rapidement. On compare systématiquement
l'ordre un et 'ordre deux en temps. Afin de montrer I'amélioration apportée par la méthode
e-MOOD, on compare également les résultats obtenus par le méme limiteur, avec ou sans la
procédure e-MOQOD. Le pas de temps est restreint suivant les conditions CFL (3.57)—(3.58).

La premiere expérience numérique a pour but d’illustrer la précision du schéma e-MOOD
en approchant une solution réguliere périodique de (3.1). On considére une donnée initiale
donnée sur le domaine de calcul [0, 1] par

1, sizx <0.20uz > 0.8,
po(@) = {1 +exp (%) 5i0.2 < 2 < 0.8.
uo(x) =1,
po(x) = 1.

La solution exacte est donnée par
w(z,t) = wo(x —at), aveca = 1.

En utilisant des conditions de bord périodiques, la solution exacte en densité a t = 1 coincide
avec la donnée initiale (voir Figure 3.7).

Dans le Tableau 3.5 et la Figure 3.8, on donne l'erreur L' obtenue par le limiteur minmod
et le limiteur Superbee en utilisant un discrétisation en temps de Runge-Kutta d’ordre deux.
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FIGURE 3.7 — Probléme régulier : solution initiale et finale en densité

Les approximations MUSCL et e-MOOD donnent la méme erreur avec le limiteur minmod. En
fait, dans ce cas-test tres régulier, le schéma MUSCL-minmod s’avere étre déja robuste et entro-
pique. Par conséquent, la procédure e-MOOD reste inactive et on obtient les mémes résultats.
Par contre, en ce qui concerne le limiteur Superbee, la procédure e-MOOD impose une régu-
larisation numérique et il n'y a pas d’explosion numérique, contrairement au schéma MUSCL-
Superbee. Pour compléter cette expérience de validation, on donne également les résultats ob-
tenus en utilisant un limiteur minmod d’ordre quatre présenté dans [107, 17]. On remarque que
les schémas MUSCL et e-MOOD donnent des résultats similaires. Cela prouve que la méthode
e-MOOD n’est pas trop diffusive et qu’elle préserve 1'ordre de précision du schéma MUSCL
tout en étant maintenant entropique d’apres le Théoreme 3.6.

Schéma MUSCL Schéma e-MOOD

Az minmod | Superbee | minmod4 || minmod | Superbee | minmod4
8.00E-3 3.75E-3 7.62E-4 1.22E-4 3.75E-3 7.62e-4 1.24e-4
4.00E-3 1.43E-3 4.98E-4 4.80E-5 1.43E-3 4.98e-4 4.81e-5
2.00E-3 || 4.94E-4 2.41E-4 7.16E-6 4.94E-4 2.41e-4 7.18e-6
1.00E-3 1.46E-4 7.73E-5 4.92E-7 1.49E-4 7.70e-5 4.93e-7
5.00E-4 3.91E-5 2.13E-5 1.48E-8 3.91E-5 2.11e-5 1.49e-8
2.50E-4 9.60E-6 5.44E-6 3.11E-10 9.60E-6 5.49e-5 3.17e-10
1.25E-4 2.40E-6 1.47E-6 1.89E-11 2.40E-6 1.67e-6 1.92e-11
6.25E-5 6.02E-7 2.55E-2 3.39E-12 6.02E-7 1.12e-6 3.40e-12
3.12E-5 1.51E-7 1.51E-7 1.55e-6

Tableau 3.5 — Erreur L! pour le probléeme régulier en utilisant le schéma MUSCL et le schéma
e-MOOD

On passe maintenant a I'approximation de la solution de problemes de Riemann avec une
donnée initiale donnée par (3.37). Dans le Tableau 3.6 et la Figure 3.9, on présente les résultats
numériques obtenus en simulant une 1-détente avec une donnée initiale donnée par (3.38).
On remarque immédiatement qu’il n’y a plus d’explosion numérique avec le schéma e-MOOD,
mais 1’ordre de précision attendu est conservé. Dans le Tableau 3.7 et 1a Figure 3.10, des résultats
similaires sont obtenus pour le double choc avec une donnée initiale définie par (3.39).
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3.4. Résultats numériques
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FIGURE 3.8 — Probleme régulier : comparaison en norme L' entre le schéma MUSCL et le
schéma e-MOOD

ordre 1 en temps ordre 2 en temps
Ax minmod | Superbee || minmod | Superbee

8.00E-3 2.33E-2 3.17E-2 1.53E-2 2.05E-2
4.00E-3 1.51E-2 1.99E-2 1.10E-2 1.20E-3
2.00E-3 9.26E-3 1.23E-2 6.30E-3 7.18E-3
1.00E-3 5.63E-3 7.45E-3 3.70E-3 4.23E-3
5.00E-4 || 3.33E-3 4.44E-3 2.13E-3 2.44E-3
2.50E-4 || 1.93E-3 2.66E-3 1.22E-3 1.40E-3
1.25E-4 || 1.11E-3 1.71E-3 6.88E-4 7.89E-4
6.25E-5 || 6.34E-4 1.14E-3 3.84E-4 4.39E-4
3.12E-5 || 3.62E-4 8.14E-4 2.16E-4 2.43E-4
1.56E-5 1.20E-4 1.34E-4

Tableau 3.6 — Erreur L! pour la 1-détente en utilisant le schéma e-MOOD

10° ; 10"
—4— Superbee
—6— minmod
—H&— e-MOOD Superbee
107tk e-MOOD minmod |4 1072F j
H_I H_I
3 107} 3 107} 1
I m
-3 -4
10 ¢ 1 10 ¢ —A— Superbee E
—6— minmod
—+&— e-MOOD Superbee
e-MOOD minmod
1074 -5 ‘74 ‘73 -2 1075 -5 ‘74 ‘73 -2
10 10 10 10 10 10 10 10
A X AX

FIGURE 3.9 - 1-détente : comparaison en norme L' entre le schéma MUSCL et le schéma e-
MOQOD. Gauche : schéma d’ordre un en temps. Droite : schéma d’ordre deux en temps
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ordre 1 en temps ordre 2 en temps
Ax minmod | Superbee || minmod | Superbee
8.00E-3 4.05E-2 3.99E-2 4.12E-2 4.12E-2
4.00E-3 1.63E-2 1.60E-2 1.66E-2 1.67E-3
2.00E-3 6.98E-3 7.17E-3 7.16E-3 7.31E-3
1.00E-3 2.74E-3 2.77E-3 2.82E-3 2.80E-3
5.00E-4 || 2.60E-3 2.57E-3 2.65E-3 2.63E-3
2.50E-4 || 1.51E-3 1.49E-3 1.53E-3 1.52E-3
1.25E-4 || 9.43E-4 9.45E-4 9.59E-4 9.58E-4
6.25E-5 || 2.60E-4 2.53E-4 2.68E-4 2.56E-4
3.12E-5 1.14E-4 1.17E-4 1.19E-4 1.16E-4
1.56E-5 4.92E-5 4.96E-5

Tableau 3.7 - Erreur L' pour le double choc en utilisant le schéma e-MOOD

10 T T 10
107} 07 ]
- -
- .
3 107} g 107} 4
i w
—4 -4
10 ' —A— Superbee 10 ¢ —A— Superbee E
—©— minmod —6— minmod
—+&— e-MOOD Superbee —+&— e-MOOD Superbee
e-MOOD minmod e-MOOD minmod
1075 -5 ‘74 ‘73 -2 1075 -5 ‘74 ‘73 -2
10 10 10 10 10 10 10 10
A X AX

FIGURE 3.10 — Double choc : comparaison en norme L' entre le schéma MUSCL et le schéma
e-MOOD. Gauche : schéma d’ordre un en temps. Droite : schéma d’ordre deux en temps
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Schémas well-balanced pour des
systemes de lois de conservation avec
terme source

Ce travail a été réalisé en collaboration avec I'équipe de Christian Klingenberg de l'université
de Wiirzburg.

On s’intéresse ici a I'approximation numérique de certains systemes hyperboliques avec
termes sources de la forme
Oyw + 8a:f(w) = S(w)aa:Z, (4.1)

ot s :  — R? est un terme source régulier et Z : R — R est une fonction réguliere donnée.
La présence de termes sources pose une difficulté supplémentaire : les schémas numériques
construits pour ces systémes doivent préserver certains états d’équilibre (en plus des propriétés
habituelles de robustesse et de stabilité) afin d’assurer leur précision dans certains régimes. Les
états d’équilibre sont définis par le systeme d’équations aux dérivées partielles

O f(w) = 5(w)0: Z, (4.2)

autrement dit, ce sont les solutions de (4.1) indépendantes du temps. Les schémas qui pré-
servent les états d’équilibre sont dits well-balanced. Parmi les premiers a s’intéresser a des
schémas ayant cette propriété, on peut citer Bermudez et Vasquez [10], Greenberg et al. [60, 61],
puis Gosse [58].

Dans le cas du systeme de Saint-Venant avec un terme source de topographie, iln'y a qu'un
seul état d’équilibre au repos (& constante prés) : le lac au repos. Celui-ci est décrit par une
relation algébrique linéaire, ce qui facilite la dérivation de schémas well-balanced. Une impor-
tante littérature est consacrée a la construction de schémas well-balanced pour le systéme de
Saint-Venant. Le lecteur pourra se référer par exemple a [25, 5, 20, 85, 15, 46].

Le but de ce chapitre est de construire des schémas numériques well-balanced pour les
équations d’Euler avec un terme source de gravité. Par rapport a Saint-Venant, ce systéme
présente une difficulté majeure venant du terme source. En effet, contrairement au systéme de
Saint-Venant, les états d’équilibre sont gouvernés par une équation aux dérivées partielles que
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I'on ne peut pas intégrer. En d’autres termes, les états d’équilibre ne sont pas donnés par une
relation algébrique, sauf dans quelques cas particuliers.

On s’intéresse également au systeme de Ripa [89, 90] qui représente une difficulté intermé-
diaire. Le systeme en lui-méme est moins non linéaire que les équations d’Euler et sa structure
semble plus proche de celle du systéme de Saint-Venant, mais les états d’équilibre sont gou-
vernés par une équation aux dérivées partielles que 1’on ne peut pas intégrer et posent donc la
méme difficulté que ceux des équations d’Euler avec gravité.

Dans une premiére partie, nous présentons de maniere détaillée les systemes de Saint-
Venant, de Ripa et d’Euler avec gravité. Pour ces trois systemes, on s’attachera a donner une
description des états d’équilibres au repos. Dans la deuxieme partie, on introduit le formalisme
des schémas volumes finis en présence d'un terme source. En effet, les techniques de volumes
tinis different 1égérement par rapport a celles introduites dans le Chapitre 1. En particulier, on
détaille la notion de schéma de type Godunov pour un systeme avec terme source. Par ailleurs,
en raison de la forme non explicite des états d’équilibre qui devront ensuite étre préservés
par les schémas numériques, une extension de la définition d’un schéma well-balanced sera
donnée. Dans la troisiéme partie, on construit des solveurs de Riemann simples en suivant le
formalisme introduit par Harten, Lax et van Leer [64], puis appliqué aux systemes avec terme
source par Gallice [52, 53] et Chalons [29]. On se concentre d’abord sur le systéme de Ripa
avant d’étendre la stratégie aux équations d’Euler avec gravité. Dans la quatrieme partie, on
choisit une approche différente basée sur les méthodes de relaxation. On développe ainsi un
modele de relaxation de type Suliciu (voir [38, 20]) duquel on déduit un schéma numérique
well-balanced pour les trois modéles qui nous motivent dans cette étude. Dans la Partie 4.5, on
présente une extension a l'ordre deux pour les équations d’Euler avec gravité. Cela nécessite
une modification de la définition d"un schéma well-balanced permettant de prendre en compte
les reconstructions. La Partie 4.6 est dédiée a une extension du schéma de relaxation en deux
dimensions d’espace. Enfin la pertinence de ces schémas est illustrée dans la Partie 4.7 par
plusieurs résultats numériques.

4.1 Les modeéles

Dans cette partie, on présente les trois systemes d’EDP étudiés ici : le systéme de Saint-Venant,
le systeme de Ripa et les équations d’Euler avec gravité. Dans chaque cas, on spécifie les gran-
deurs physiques entrant en jeu, puis on détaille I’algeébre du systeme avant de décrire les états
d’équilibre. Comme mentionné précédemment, les états d’équilibre pour le systeme de Ripa
et pour les équations d’Euler avec gravité ne sont pas tous déterminés par des relations algé-
briques. La notion de schéma well-balanced nécessite donc une définition claire. Celle-ci repose
sur le choix d'une discrétisation de 1’équation différentielle régissant les états d’équilibre. On
choisit de donner d’abord une interprétation locale de cette équation. Pour chaque systeme
d’EDP considéré, on introduit une notion d’équilibre local entre deux états qui approche, en un
certain sens, la solution de 1’équation différentielle (4.2). Cette définition sera utilisée dans la
Partie 4.2 pour généraliser la notion usuelle de schéma well-balanced.

4.1.1 Modeéle de Saint-Venant

Le modele de Saint-Venant [92] permet de décrire les écoulements en eaux peu profondes. La
couche d’eau doit étre suffisamment faible pour pouvoir considérer que la vitesse est constante
sur I'épaisseur. Les grandeurs physiques intervenant dans ce systeme sont la hauteur d’eau
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h(x,t) etla vitesse u(z,t). En une dimension d’espace, le systeme de Saint-Venant s’écrit

4.3
Othu + 0, (hu2 + gh2/2) = —gh0,Z, “3

{ath + phu = 0,
ou Z(x) est une fonction réguliere donnée représentant la topographie et g la constante de
gravité. Dans cette étude, on ne s’intéresse pas aux transitions sec/mouillé (voir par exemple
[5, 20, 18]) et par conséquent, on supposera que la hauteur d’eau est strictement positive. Le
vecteur des variables conservatives w = (h, hu)? appartient donc a ’ensemble convexe des
états admissibles

Q={weR?h>0}.

Pour étudier les propriétés de ce systeme, il est utile de faire intervenir le vecteur des gran-
deurs physiques (incluant la topographie) U = (h,u, Z)T. Avec ce jeu de variables, le systéeme
de Saint-Venant se réécrit sous la forme quasi-linéaire

aU + A(U)d,U = 0,

ot1 la matrice A(U) est donnée par

A(U) =

o 2
o >
o O

En introduisant la vitesse du son ¢ = 1/gh, cette matrice A(U) admet trois valeurs propres

0, u=xec,
avec pour vecteurs propres respectifs
h h
—u , +c
2
u o
7 h 0

Les vecteurs propres sont distincts en tout point de 2 sauf aux points critiques qui sont les
points pour lesquels u = £c. En ces points ol les champs propres collapsent, un phénomene
de résonance se produit. On ne s’étendra pas plus sur ce phénomeéne et on renvoie le lecteur
par exemple a [79]. Le systéme est hyperbolique en dehors des points critiques. Notons que les
champs associés aux valeurs propres v £ ¢ sont vraiment non linéaires, alors que celui associé
a la valeur propre 0 est linéairement dégénéré, avec comme invariants de Riemann

U2
hu, 7+g(h+Z)

On s’intéresse maintenant aux états d’équilibre du systeme (4.3) qui sont les solutions de

Oghu =0,
Oy (hu2 + gh2/2) = —gh0, 7.

On peut intégrer ce systeme d’équations différentielles pour trouver la formulation explicite
des états d’équilibre :

hu = constante,

“72 + g(h + Z) = constante.
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Dans cette étude, on se contente de préserver les états d’équilibre au repos, c’est-a-dire ceux
dont la vitesse est identiquement nulle. Ces états sont gouvernés par

u =0,
0, = —hd, 7.

dont on déduit I'expression du lac au repos, qui est 'unique état d’équilibre au repos (a constante
pres) pour le systeme de Saint-Venant :

{“ =9, (4.4)

h 4+ Z = constante,

Pour des raisons de simplicité dans le développement des méthodes numériques, il est utile
d’introduire la notion d’équilibre local. On pourrait se passer de cette notion dans le cas des
équations de Saint-Venant car les états d’équilibre admettent une formulation explicite. Elle
sera cependant essentielle pour le modele de Ripa et pour les équations d’Euler avec gravité et
afin de pouvoir traiter les trois systémes de la méme fagon, on choisit d'introduire également
cette notion pour les équations de Saint-Venant.

Définition 4.1 (Equilibre local pour Saint-Venant). Deux états (wr,, Z1) et (wg, Zr) sont dits a
I'équilibre local pour le systéeme de Saint-Venant (4.3) si

= = O

ur, UR ) (45)
[h+ Z] =0,

ot 'on a introduit la notation [X] = X — X, qui sera utilisée dans toute la suite.

Soulignons que la consistance de (4.5) avec (4.4) est immédiate.

4.1.2 Modele de Ripa

Le modele de Ripa est une extension du systeme de Saint-Venant qui permet de prendre en
compte des gradients horizontaux de température. Comme pour le systeme de Saint-Venant,
on retrouve comme inconnues la hauteur d’eau h(z,t) et la vitesse u(z,t), mais on a en plus la
température 6(x,t). En une dimension d’espace, le systéme de Ripa s’écrit

Oih + 0 hu = 0,
Ohu + 9, (hu? + gh*0/2) = —gh80, 2, (4.6)
Ochf + 0zhuf = 0,
ol Z(z) est une fonction réguliere donnée représentant la topographie et g la constante de gra-
vité. Le vecteur des variables conservatives w = (h, hu, h§)” appartient a 'ensemble convexe

des états admissibles
Q={weR3h>006>0}

En utilisant le vecteur des grandeurs physiques U = (h,u,0,Z)7, le systéme de Ripa se
réécrit sous la forme quasi-linéaire

aU + AU, U = 0,

ot la matrice A(U) est donnée par

u h 0 0
0 w gh/2 g0
AU) = go 0 gu/ go
0 O 0 0
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En notant la vitesse du son ¢ = \/gh#, la matrice A(U) admet quatre valeurs propres :

0, v, wu=xc,
avec pour vecteurs propres respectifs
h h h
—u 0 +c
0 ’ -20 |’ 0
v p 0 0

Toutefois, pour les états vérifiant u = =+¢, la base de diagonalisation est perdue. Notons que
quand v = 0, la valeur propre 0 devient double, mais la matrice A(U) reste diagonalisable.
Par conséquent, le systeme est hyperbolique en tout point de €2, sauf aux points pour lesquels
u = =c. Les champs associés aux valeurs propres u + ¢ sont vraiment non linéaires, alors
que ceux associés aux valeurs propres 0 et u sont linéairement dégénérés. Les invariants de

Riemann sont pour 'onde 0 :

u2

gz
hu, 0, h+ +2g€

et pour 'onde u :
u, Z, h3.

Les états d’équilibre pour le systeme de Ripa (4.6) sont solutions du systeme d’équations

différentielles
Ozhu =0,

Oy (hu® + gh?0/2) = —gh80, Z,
Ogzhuf = 0.

Il'y a alors deux possibilités :
* soit u ne s’annule pas et I’on peut obtenir 'expression explicite suivante :

hu = constante,
f# = constante,
% + g0(h + Z) = constante,

qui décrit les états d’équilibre en mouvement;

* soit u est identiquement nulle et le systeme devient

u=0
’ 47
{am (h?0/2) + h00,Z = 0. 47)

Cette équation différentielle régit les états d’équilibre au repos et contrairement au sys-
téme de Saint-Venant, elle n’est pas intégrable. On ne peut donc pas obtenir d’expression
analytique de tous les états d’équilibre au repos. Toutefois, on note que deux états d’équi-
libres sont remarquables car ils vérifient une équation algébrique. En effet, si 'on impose
a 6 d’étre constante, alors on retrouve la solution dite du lac au repos :

u =0,
f = constante, (4.8)
h + Z = constante.
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De méme, si Z est constante, alors on a

u =0,
Z = constante, (4.9)
h%6 = constante.

On signale que dans leur article [32], Chertock, Kurganov et Liu construisent un schéma
numérique pour le systeme de Ripa qui préserve les deux états d’équilibre (4.8) et (4.9). Dans
cette étude, l'objectif est de construire des schémas qui préservent tous les états d’équilibres
gouvernés par (4.7) et en particulier (4.8) et (4.9) de fagon exacte.

Il reste a définir la notion d’équilibre local pour le systeme de Ripa. En fait, il s’agit d"une
discrétisation « a I'ordre un » de I'équation (4.7).

Définition 4.2 (Equilibre local pour Ripa). Deux états (wy,, Z1) et (wgr, Zr) sont dits a 'équilibre
local pour le systeme de Ripa (4.6) si

ur = ur =0,
{[h29/2] +h0Z] =0, (4.10)

ot l'on a utilisé la notation X = (X, + Xg)/2 qui sera utilisée dans toute la suite.

Pour justifier que (4.10) est bien consistant avec 1’équation différentielle (4.7), supposons
que wy, = w(z) et wp = w(x + Azx), ot w est une fonction réguliere. De méme, on suppose que
Zr, = Z(z) et Zr = Z(xz + Ax), avec Z une fonction réguliere. L'équation (4.10) devient alors

h(z + Az)?0(x + Az)  h(x)?0(x)

2 2

h(z) + h(x 4+ Ax) 0(x) + 0(x + Ax)
2 2

+ (Z(x+ Az) — Z(x)) =0

Un développement limité nous donne
8x(h29/2)(33) + h(x)0(x)0, Z(x) = O(Ax)

et 'équation (4.10) est bien une approximation locale a I'ordre un de 1'équation différentielle
4.7).

On remarque qu’avec la Définition 4.2, on retrouve l'état d’équilibre remarquable (4.8) si et
seulement si la moyenne h est définie comme la moyenne arithmétique entre hj, et hr. En effet,
si 01, = O, la relation (4.10) se réécrit

Uy, = uRrR = O,
HL = HRv
hithe(p] +1[Z) = 0.

On en déduit alors [h] = —[Z], ce qui permet de retrouver (4.8). On retrouve également 1'état
d’équilibre (4.9) quelque soit le choix des moyennes h et 6. En effet, si Z;, = Zp, 'équation
(4.10) se réécrit

ur, =ugr =0,

21, = Zg,

120, = hon.

On a choisit également de définir § par la moyenne arithmétique de 0y, et 0.
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4.1.3 Equations d’Euler avec gravité

Les équations d’Euler avec gravité permettent de décrire la dynamique des fluides non vis-
queux soumis a un champ de gravité que l'on supposera constant. Les inconnues présentes
dans le systeme sont la densité p(z,t), la vitesse u(x,t), 'énergie totale E(x,t) et la pression
p(z,t). L'énergie totale du systéeme s’écrit

E = pe + pu®/2,

ol e désigne 1’énergie interne. En une dimension d’espace, les équations d’Euler avec gravité
s’écrivent
atp + ampu = Oa
Orpu + 0 (pu* + p) = —gp, (4.11)
HE + 0. (u(E + p)) = —gpu,
ol g est la constante de gravité. Pour fermer le systeme, on considéere une équation d’état géné-
rale

p=p(pe). (4.12)

Afin d’assurer I'hyperbolicité, on suppose que la loi de pression vérifie
9 p

On définit alors la vitesse du son par

p
2= Opp + ﬁaep.

Le vecteur des variables conservatives w = (p, pu, E)T appartient a 'ensemble convexe des
états admissibles

1
Q:{weRg,p>0,E—§pu2>0}.

Pour pouvoir écrire le terme source sous la forme (4.1), on introduit la fonction Z(z) = z,
ce qui nous donne le systeme

Op + Orpu =0,
Orpu + Oy (pu2 +p) = —gp0. 7,
WE + 0 (u(E +p)) = —gpud, Z.

Le vecteur des grandeurs physiques est alors U = (p, u, p, Z)T et1’on peut réécrire les équations
d’Euler avec gravité sous la forme quasi-linéaire

AU + A(U)9,U =0,

ot1 la matrice A(U) est donnée par

U P 0 O
U PR
0O 0 0 0
Cette matrice admet quatre valeurs propres :
0, u, wu=xc,
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avec pour vecteurs propres respectifs

p 1 p
—u 0 *c
pC2 ) 0 ) pc2

uw—c? 0 0

Les vecteurs propres sont distincts en tout point de 2 sauf aux points vérifiant u = +c pour
lesquels la base de diagonalisation est perdue. Notons que quand v = 0, la valeur propre 0
devient double, mais la matrice A(U) reste diagonalisable. Le systeme est donc hyperbolique
en tout point de 2, sauf aux points pour lesquels ©v = *c. Les champs associés aux valeurs
propres u + ¢ sont vraiment non linéaires, alors que ceux associés aux valeurs propres 0 et u
sont linéairement dégénérés.

Les états d’équilibre pour les équations d’Euler avec gravité sont décrits par le systéme
d’équations différentielles

Ozpu =0,
Oz(pu® +p) = —gp0:Z,
O,u(E 4 p) = —gpud, Z.

Ce systeme n’est pas intégrable et 1’on se limite aux états d’équilibre au repos gouvernés par

I’équation

=0

v=5 (4.13)
Ozp + gp0.Z = 0.

Cette équation n’est pas non plus intégrable et 1’'on ne peut pas expliciter tous les états d’équi-
libre.

Il reste a définir la notion d’équilibre local qui correspond a une discrétisation « a I’ordre un
» de 1’équation (4.13).

Définition 4.3 (Equilibre local pour Euler avec gravité). Deux états (wy,, Z1,) et (wg, Zr) sont
dits a I'équilibre local pour le systéme d’Euler avec gravité si

ur = ug =0, (4.14)
[p] + g712] = 0.

De méme que pour Ripa, on montre aisément la consistance de (4.14) avec (4.13). En effet,
supposons que wy, = w(x), wgp = w(r + Azx), Z;, = Z(z) et Zr = Z(z + Az), ol w et Z sont des
fonctions réguliéres. L'équation (4.14) devient alors

p(x + Az) — p(x) + gp(w) ot Az)

(Z(x+ Az) — Z(z)) = 0.
Un développement limité nous donne
Dup(w) + gp()0. 2 (x) = O(Aw).

L’équation (4.14) est donc bien une approximation locale a I’ordre un de I'équation différentielle
(4.13).
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4.2 Schémas volumes finis pour des systemes avec terme source

Les méthodes de volumes finis pour le systeme avec terme source (4.1) different légérement
de celles introduites dans le Chapitre 1. Par soucis de complétude, on présente briévement ces
méthodes qui sont des extensions des méthodes usuelles, sans terme source. On commence par
introduire le formalisme général des méthodes de volumes finis. Puis on définit les solveurs
de Riemann approchés et on étudie les schémas de type Godunov qui en résultent. Enfin, en
s’appuyant sur 1'équilibre local qui a été défini pour chaque modéle dans la Partie 4.1, on dé-
duit naturellement une notion globale de solution discréte stationnaire : une approximation de
la solution du systéme (4.1) est une solution discrete stationnaire constante par morceaux si
tous les couples d’états successifs sont a 1’équilibre local. Un schéma est alors dit well-balanced
s’il préserve toutes les solutions discretes stationnaires constantes par morceaux. Par ailleurs,
on souligne que cette nouvelle définition implique la préservation exacte des solutions station-
naires analytiques usuelles pour Saint-Venant et Ripa.

4.2.1 Présentation des méthodes de volumes finis pour des systémes avec terme
source

On considere une discrétisation de I'espace R en une suite croissante de points (7;41/2)icz que
'on suppose uniforme, c’est-a-dire z; /2 — z;_1/2 = Az, ot Az est le pas d’espace. On définit
alors les volumes de controle K; = [z;_1/2, 7412 et on note x; = (x;,_1 /2 + 2;11/2)/2 le milieu
de la cellule K;. On discrétise également le temps en introduisant "t =" + At, ott At est le
pas de temps.

On introduit ’approximation suivante de la fonction Z :

1

Au temps t", on note w}' une approximation de la solution de (4.1) sur la cellule K;. On adopte
la mise & jour au temps t"*! par un schéma volumes finis donnée par

At
wpth = wf — — < z‘T-LH/z - Fin—1/2)

‘ YAz
+ 2 (S(whw?)% + S(wgl,wgl)%> . (415)
ot le flux numérique est défini par
Flip=F (W}, Zi, wiy 1, Zi1) - 4.16)

Iei, F: O xR x QxR — R? désigne la fonction flux numérique et S : 2 x Q — R désigne
la fonction terme source numérique. La dépendance en Z dans le flux numérique F' n’est pas
naturelle et alourdit les notations. Elle est cependant indispensable afin d’éviter les confusions
dans la suite. Formellement, Z participe a la viscosité relative au flux numérique.

Le flux numérique F est dit consistant avec f si
Fw,Z,w,Z) = f(w), YweQ,VZeR.
Le terme source numérique S est dit consistant avec s si
S(w,w) = s(w), Yw e .
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Le schéma numérique (4.15) est alors consistant avec (4.1) si le flux numérique F et le terme
source numérique S sont tous les deux consistants.

La présence du terme source ne change pas la définition de la robustesse du schéma : le
schéma (4.15) est dit robuste si

VieZ wleQ = VieZ w'tleq.

On s’intéresse maintenant a une classe particuliere de schémas volumes finis : les schémas
de type Godunov.

4.2.2 Schémas de type Godunov en présence d'un terme source
On considere le probleme de Riemann

Ow + O f(w) = s(w)0, Z,

(2,0) wy siz <0, (4.17)
w\x, = i
wr sixz >0,

ol la topographie Z est une fonction discontinue donnée de la forme suivante :

Zp six <0,

Z(z) = { (4.18)

Zr sixz > 0.

On insiste sur le fait que le terme source s(w)0,Z est présent dans le probleme de Rie-
mann considéré, ce qui differe de la présentation qui a été faite dans le Chapitre 1. On note
Wgr (%, wr,, 2, WR, Z R) la solution exacte du probleme de Riemann (4.17)—(4.18) et on définit
ME(wr, Z1,, wr, Zr) la plus petite et la plus grande vitesse d’onde apparaissant dans Wr.

La présence du terme source ne change pas la définition d 'un solveur de Riemann approché,
mis a part qu’il dépend maintenant de Zj, et Zr. Pour étre complet, on redonne la définition en
tenant compte de cette modification.

Définition 4.4. On appelle solveur de Riemann approché pour le systéme (4.1) une fonction
W:RxQxRxQxR— R?telle que:

(i) il existe des vitesses AT < A7 et AT > AT telles que

wr, si&< A,
W(ﬁ,wL,ZL,wR,ZR): W(ﬁ,wL,ZL,wR,ZR) Six_ <£<X+,
wp si&> At
(ii) sila condition CFL
At ~1 1
A—mmaxf)\ (wr, Z1, wr, ZR)| < 5 (4.19)

est vérifiée, alors

1 Az/2 __ T 1 Azx/2 z
s /_M/ZW (At,wL, L, WR, R) dx AL /_M/2 Wr (At’wL’ L, WR, R) dz
(4.20)
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4.2. Schémas volumes finis pour des systémes avec terme source

(iii) le solveur approché vérifie W(g ,w, Z,w,Z) = w pour tout £ € R, pour tout w € 2 et pour
tout Z € R.

On peut calculer la moyenne de la solution exacte du probleme de Riemann. En effet, en
intégrant I'équation (4.17) sur le rectangle [-Az /2, Az /2] x [0 x At], on trouve

1 Az/2 x 1 As
Az ‘/_Ax/Q Wgr <Kt,wL, 21, WR, ZR> dx = §(U)L +wg) — N (f(wg) — f(wy))
1 Az/2 At .

La propriété (4.20) se réécrit alors de la fagon suivante :

Lemme 4.5. Supposons que la condition CFL (4.19) est vérifiée. Alors I'équation (4.20) est équivalente
a la consistance avec la forme intégrale :

At

1 Az/2 z 2 g ] 1
A_I' /;Ax/Q w <A_t)wLa L, WR, R) T = §(U}L + 'LUR) - A—x (f('l,UR) — f(’U)L))

1 Az/2 At .
" E/Am/o § (WR <;aUJLaZL,wR,ZR>> 0y Z(x)dtdx. (4.21)

En général, il n’est pas possible de calculer de facon exacte 1'intégrale du terme source. On
introduit alors une approximation de cette intégrale :

1 Az/2 At 2 [Z
AxAt Ax/2/0 s <WR <;,UJL, 21, WR, ZR)) 0. Z (x)dtdzr ~ S(wL,wR)—x. (4.22)
Cela nous donne une version approchée de (4.21) :
1 Azx/2 T 1 A
Az /m«/z v <E’wL’ 2L, Ry ZR) dz = 5 (wr +wr) — — (f(wr) = f(wr))

+ AtS(wL, wR)%. (4.23)

Par abus de langage, on appelle encore solveur de Riemann approché pour (4.17) une fonction
W qui vérifie la Définition 4.4, dans laquelle on a remplacé 1’équation (4.20) par (4.23).

Maintenant que 1’on a défini un solveur de Riemann approché, on construit un schéma de
type Godunov en suivant la procédure habituelle. Considérons une approximation de (4.1) au
temps " :

WZZ.(IE) = ’U)Zn, Si T e KZ = ['Ii—l/Z? $i+1/2[.

On note

W n _W T — Tit+1/2 n gt 7 . o
Ax(.%',t +t)_ n , Wy vai-i-lv i+1 ] SII'E[I'Z,I'Z+1[,

la juxtaposition des solutions approchés des problémes de Riemann. Pour éviter toute interac-
tion entre les solveurs approchés, on impose la condition CFL

At <
— max |\F (wi's Ziywitys Ziga) | <

T i€l (424)

DO | —
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On définit alors la solution approchée au temps t" ! en projetant Wa, sur I'espace des fonctions
constantes sur chaque K; :

1
UL B 1174 "+ At)d
wl A.YJ ~/I(z ar (x’ - ) v

que 'on peut réécrire

1 Az/2 T
(4.25)

On dit que le schéma défini par (4.25) est un schéma de type Godunov associé au solveur de
Riemann approché W.

Un schéma de type Godunov peut s’écrire sous la forme d"un schéma volumes finis (4.15)-
(4.16).

Proposition 4.6. Sous la condition CFL (4.24), le schéma de type Godunov (4.25) peut s’écrire sous la
forme (4.15)—(4.16), ou le flux numérique est défini par

5 (F(wr) + f(w))

Ax 2 [AT2__ g
1AL <WR_E/0 W(At wL,ZL,wR,ZR)d

0
—wy, + —/ w wr,, 41, WR, ZRr ) dz (4.26)
—Az/2 <At )

F(wr, Zr,wgr, ZR) =

et le terme source numérique vérifie (4.22). De plus le flux numérique F est consistant avec f.

Notons qu’en I'absence de terme source, on retrouve la formulation symétrique du flux
numérique (1.22) introduite dans le Chapitre 1.

La forme précise de la discrétisation du terme source sera donnée plus tard. Cependant,
remarquons des a présent que la consistance d’un schéma de type Godunov (4.25) est vérifiée
des que la propriété suivante est établie :

S(w,w) = s(w), Yw € Q.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on introduit

_ 2 [0 =
Uz+1/2 s /Ax/2W<E wy', Zi, wily 1, z+1) dx,

N 9 Azx/2 T
Uz+1/2 Am/o W(E wi, Zi, wity 1, Z+1> dz.
On peut écrire (4.25) sous la forme
1 (A2 _ g 1
+1 - -
wy' N /Am/? W (E’wﬁl’ Zimvy 0y, Zi) dr + 2 <U2+1/2 Ui—l/Q) '
ce qui nous donne en utilisant la consistance avec la forme intégrale (4.23)

Uz‘:1/2>

+At5( W;_1,W )

w?“ =

A
(Wi ) = S (F @) = £ () + 5 (U -

N =

Zi— Ziq

X (4.27)

98



4.2. Schémas volumes finis pour des systémes avec terme source

De la méme fagon, on a

Ax/2
vy WA v S 3 (Vmye = Uiiage)

dont on déduit grace a la consistance avec la forme intégrale (4.23)

. 1, . n At n n L
wi = 2 (wf +wpy ) — Az (f (W) = f (wi)) + 2 (Ultl/2 B U:H/Q)
—|—At5(w?,w?+1)u'

X (4.28)

En faisant la demi-somme de (4.27) et (4.28), on obtient

At (1 Az U U
_— " n n n n —
wit = wp’ - Ax <§(f(wz‘ )+ fwih) = g (w”l ~Uyyp —wi + i“/z)

1 AZC(

5+ £ + (00 = Uy = 01+ U7 ) )

At Zi— Z; Ziii — 7,
t (S(w?l,w?)# + S(wﬁwﬁl)ﬁ :

En définissant le flux numérique F' par (4.26), on obtient exactement le schéma (4.15).

Par ailleurs, en utilisant ’hypothese (iii) de la définition 4.4, on voit aisément que le flux
numérique F' défini par (4.26) est consistant. O

Le lemme qui suit donne une condition simple pour qu’un schéma de type Godunov soit
robuste.

Lemme 4.7. Supposons que la condition CFL (4.24) est vérifiée. Si pour tous wy, et wg dans Q2 et pour
tous Zp, et Zr dans R, le solveur de Riemann approché W (&, wr,, Z1,,wr, Zr) est a valeurs dans 2,

pour tout £ € R, alors le schéma de type Godunov associé @ W est robuste.

Démonstration. Le schéma de type Godunov associé a W est défini par (4.25) qui est la moyenne
d’une fonction a valeurs dans 2. L'ensemble 2 étant supposé convexe, w]"*' reste donc dans

Q. O

4.2.3 Solutions discrétes stationnaires et schémas well-balanced

Pour les trois systémes étudiés, on a défini une notion d’équilibre local entre deux états. On dé-
finit maintenant une notion globale de solution discrete stationnaire. Cela consiste a demander
que tous les couples d’états consécutifs soient a 1'équilibre local.

Définition 4.8 (Solution discréte stationnaire constante par morceaux). Si Vi € Z, les états
(wi, Z;) et (wj 1, Zi+1) sont a I'équilibre local (Définitions 4.1, 4.2 ou 4.3 selon le systeéme consi-
déré), alors on dit que I'approximation (w;]");cz définit une solution discrete stationnaire constante

)
par morceaux.

Dans le cas du systeme de Ripa (4.2) ou des équations d’Euler avec gravité (4.3), cette défi-
nition revient a demander que (w}');cz soit une approximation consistante de 1’équation diffé-
rentielle (4.7) ou (4.13), respectivement. La définition de schéma d’ordre un well-balanced est
alors naturelle.
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Définition 4.9 (Schéma d’ordre un well-balanced). Le schéma (4.15) est dit well-balanced si
pour toute solution discréte stationnaire constante par morceaux (wy'),.,, le schéma vérifie

VieZ, w!t=wl

Il est clair que la définition usuelle des schémas well-balanced pour Saint-Venant entre tri-
vialement dans cette généralisation. En fait, la définition 4.9 permet d’étendre la notion well-
balanced pour des systemes dont les états d’équilibre recherchés ne sont pas naturellement
donnés par des relations algébriques.

Il reste a trouver une condition simple pour qu'un schéma de type Godunov soit well-
balanced. On commence par définir un solveur de Riemann approché well-balanced.

Définition 4.10 (Solveur de Riemann approché well-balanced). Soit W(g ,wr, Zr,, WR, ZR) un
solveur de Riemann approché. Celui-ci est dit well-balanced si pour tous états (wr, Zy,) et
(wr, Zr) a I'équilibre local (Définitions 4.1, 4.2 ou 4.3 selon le systeme considéré), le solveur
de Riemann vérifie
— wy, si& <0,
W (& wr, Zr wp, Zr) =4 ;
wr si&>0.
En d’autres termes, si la donnée initiale est a 1’équilibre local, alors le solveur de Riemann
approché doit exactement préserver cet équilibre local.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.11. Soit W un solveur de Riemann approché well-balanced. Alors le schéma de type
Godunov associé a W est well-balanced.

Démonstration. Le schéma de type Godunov associé au solveur W est défini par (4.25). Sup-
posons que (w;'),., est une solution discréte stationnaire constante par morceaux. Alors les
états (wj' |, Z; 1) et (wy', Z;) d'une part et les états (w}’, Z;) et (wy,,, Z;11) d’autre part sont a
I'équilibre local. Puisque le solveur de Riemann approché est well-balanced, on a

W (é,w;{l, Ziy, W, ZZ-) —w, Vzel0,Az/2]

W (Ait,wy,zi,w;ﬂ, ZM) — W, Vae|-Az/2,0].
On en déduit immédiatement w"*! = w?. Le schéma de type Godunov associé a W est donc
bien well-balanced. O

L’objectif est maintenant de construire des solveurs de Riemann approchés qui soient well-
balanced.

4.3 Construction de solveurs simples de Riemann well-balanced

Dans cette partie, on construit des solveurs de Riemann approchés well-balanced en suivant
le formalisme HLL [64]. On va de plus se concentrer sur des solveurs simples (voir Gallice
[52, 53] et Chalons [29]), c’est-a-dire constitués de IV états intermédiaires constants (voir Figure
4.1). Les états intermédiaires sont des inconnues et il faut déterminer un nombre égal d’équa-
tions. Ces équations doivent assurer que le solveur de Riemann vérifie la consistance avec la
forme intégrale et qu’il est well-balanced. De plus, il est souhaitable que le systeme d’équations
obtenu soit suffisamment simple pour que sa résolution reste a un cotit de calcul raisonnable.
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* *
wy Wy
w
L Wwr

FIGURE 4.1 - Solveur de Riemann simple

Dans un premier temps, on développe un solveur de Riemann approché pour le systéme
de Ripa pour obtenir un schéma well-balanced robuste. Cependant, malgré la simplicité de
cette approche, le solveur obtenu pour Ripa ne pourra pas étre directement étendu pour les
équations d’Euler avec gravité. On introduit alors une modification du solveur pour Ripa qui
rend possible I'extension aux équations d’Euler.

4.3.1 Un premier schéma well-balanced pour le systéme de Ripa

On considere ici le systéme de Ripa (4.6) pour lequel on développe un solveur de Riemann
approché well-balanced suivant la Définition 4.10.

Le solveur de Riemann

Suivant I'étude du systeme de Ripa présentée dans la partie précédente, on considere un sol-
veur de Riemann approché W(f ,wr,, Zr,, wr, Zr) simple contenant quatre ondes de vitesse A,
0, u et A\ séparant trois états intermédiaires constants wj, w et wj. On choisit les vitesses
d’onde de maniére a avoir A\;, < 0 < Ag et A\, < u < Ag. Par contre, la vitesse u qui sera définie
plus tard peut étre positive ou négative (voir Figure 4.2).

AL 0 u m 0 AR
w w wp %
L 0 . )‘R >\L . 0 wR
Wg wr,
wr,
WR
WR wy,

FIGURE 4.2 — Solveur de Riemann simple pour le systeme de Ripa. Gauche : cas & > 0. Droite :
casu < 0

Dans un premier temps, on remarque que le systéme de Ripa transporte simplement la
température 0 a la vitesse du fluide u. En effet, le systéme (4.6) nous donne aisément 1’équation

Par conséquent, il est naturel de fixer les inconnues en ¢ de la fagon suivante :

0, siu>0
0: =0, 05 —=0p 65=1" ’
L= P YR VR0 {eR, si i < 0,

ol u est une approximation correcte de la vitesse u que I'on détaillera plus tard.
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D’autre part, afin de simplifier le probleme, on choisit de considérer h et u constants a
travers 'onde de vitesse u. Il y a donc deux valeurs inconnues de h,

x
h} pour A < 7 < 0,
. T
hr pour (0 < ¥<)\R,
et deux valeurs inconnues de u,
T
uy, pour Ap < " <0,
. x
up pour 0 < ;<)\R.

Il nous faut donc quatre équations supplémentaires (voir Figure 4.3).

AL 0 u M 0 AR
hy uy | PR ug g uRr \p AL - hi ug, e uh
9L HL HR Le L HR QR
hp urL L
Or 0y, Or

FIGURE 4.3 — Inconnues dans le solveur de Riemann simple pour le systeme de Ripa. Gauche :
cas u > 0. Droite : cas u < 0

Les deux premiére équations nous sont fournies par la définition 4.4 d’un solveur de Rie-
mann approché. En effet, sous la condition CFL

At 1
= <2 '
o max(\c An) < 5, 4.29)
le solveur W doit vérifier
1 Azf2 __ T Az /2 x
Az W z Zp ) dx = < Z Zr)dz, (430
AI’ /_Ax/2 <At wpr, 41, WR, R) T = /Ax/2 <At wr,, 41, WR, R) T, ( )

ol Wy est la solution exacte du probleme de Riemann pour (4.6). D’apres le Lemme 4.5, puis-
qu’il n’y a pas de terme source dans 1’équation en h, on obtient directement

1 Az/2 g At
_— 7 7 I — .
. /_ oo h < 5 , WL, 41, WR, R) dx =h w[hu] (4: 31)

Concernant la quantité de mouvement hu, le Lemme 4.5 nous donne

E/A:v/2 hu <E,UJL,ZL,U/R,ZR> dx = hu — Ar [hu +gh 9/2]

Az/2  pAt
/ / (h0)r (L, wr, Zr, wr, ZR> 8, Zdtdr. (4.32)
Ax/2

De plus, on a aisément

! Aw%w Z Ze)de = (L AL A) By — ALAIRE - ApAth:
A—x/_Ax/Q <A7wL, L, WR, R> <§+Lt> L — ALAthy + ARAthy

1
+ <§ - )\RAt> hr, (4.33)
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1 Ax/2 T 1 o .
Az /A:B/Z hu <A WLy 2L, WR, ZR) dz = <§ + ALAt) hpurp — ApAthpuy + ARAthrupy

1
+ <§ - )\RAt> hrug. (4.34)

De l'égalité entre (4.31) et (4.33) d'une part et entre (4.32) et (4.34) d’autre part, il résulte les
deux relations suivantes :

Ar(he = hi) + Ar(hg — hr) = — [hu] (4.35)
AL (hpur — hjul) + Ar (hjuh — hrug) = — [hu® + gh29/2]
Az /2 At
/ / (h0)w (%, wr, Z1, wr, ZR) 8, Zdtdz. (4.36)
Azx/2

Comme mentionné dans la Partie 4.2.2, il est difficile de calculer exactement l'intégrale du
terme source et I'on va utiliser une approximation. On montre qu’une fois la définition des
états stationnaires choisie, il n’y a qu’une seule approximation de cette intégrale qui permette
d’obtenir un solveur well-balanced. En effet, supposons momentanément que le solveur soit
well-balanced et considérons deux états (wr, Z1,) et (wgr, Zr) a 'équilibre local. Nous avons
donc u;, = ur = 0 et puisque le solveur est supposé well-balanced, u; = uj = 0, h} = hy, et
h = hgr. L'équation (4.36) nous donne alors

Azx/2  pAt
/ / ) (2w, Zr,wr, ZR> 0, Zdtdz = — [gh0/2] .
At Azx/2

De plus, puisque (wr,, Z1,) et (wr, Zg) vérifient I'équilibre local (4.10), on a
[n%0/2] = —h0[Z).

On en déduit

Az /2 At
/ / (hf)r wL,ZL,wR,ZR) 8, Zdtdz = 1] Z).
At Az /2

Cette relation est une égalité uniquement dans le cas ot1 le solveur est supposé well-balanced et
pour des états (wy,, Z,) et (wr, Zr) a 'équilibre local. Dans le cas général, il est par conséquent
naturel d’approcher l'intégrale du terme source de la fagon suivante :

Ax/2 At
/ / wL,ZL,wR,ZR) 8, Zdtdz ~ 1] Z). (4.37)
At Ax/2

Notons que cela revient a définir le terme source numérique
SM(wp, wr) = —ghf (4.38)
et a adopter la consistance approchée (4.23). On a immédiatement

S (w, w) = —ghf

= s"(w),

ce qui montre la consistance du terme source numérique.
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Afin de déterminer les quatre inconnues h}, h, u} et uf, du solveur de Riemann, il manque
encore deux équations. On propose tout d’abord de préserver la continuité de l'invariant de
Riemann hu a travers I'onde de vitesse 0, ce qui donne I"équation

hiuy = hpup. (4.39)

Enfin pour la derniere équation, on adopte une version « linéarisée » de la définition de 'équi-
libre local (4.10) :

hrhR0r  hrhifr

2 2

Cette derniéere équation participe a assurer le caractere well-balanced du solveur. D’autres choix
pourraient étre faits, comme par exemple la version non linéarisée qui menerait également a
un solveur well-balanced, mais le systéeme d’équations obtenu serait alors non linéaire et par
conséquent beaucoup plus délicat a résoudre.

+ hl[Z] = 0. (4.40)

Pour simplifier les notations, on introduit les états intermédiaires du solveur HLL ([64])

RHLL _ Arhr — ALhy 1

— h 4.41
et Arh ALh 1
HLL RNMRUR — AL UL 2 2
= — h h°0/2|. 4.42
P AR—AL[U+9 /2] (4.42)

On obtient alors le systeme composé des quatre équations (4.35), (4.36), (4.39), (4.40) qui se
réécrit de la fagon suivante :

ARNR — ALh}
—RA,IE — Ai L = pliLL, (4.43)
)\RhE;LE : j\\jhzu*L _ gHLL o g i 1|2, (4.44)
hiuy = hpupg, (4.45)
hR};}%aR - hL};EHL + hO[Z] = 0. (4.46)

On introduit le moment intermédiaire
q¢* = hjup = hpup.
On peut alors déterminer 'expression de ¢* directement a partir de I’'équation (4.44) :

gt = "t - ﬁhé[z]. (4.47)

D’autre part, les équations (4.43) et (4.46) forment un systéme linéaire a deux inconnues qui

nous donne __
()‘R — )\L)QRthHLL + QARhQ[Z]

OrhiAr — ORhRAL ’
()\R — )\L)HLthHLL + 2)\LB§[Z]
OrhiAr — OrRhRAL '

On en déduit alors les vitesses intermédiaires par

hE = (4.48)

hh =

(4.49)

q q"

Pour compléter le solveur de Riemann approché il reste & déterminer la vitesse de I'onde
centrale u. Remarquons que 1'on n’a pas encore assuré la consistance pour h0 et cette propriété
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va permettre de déterminer u. Puisque 1’équation en h# ne contient pas de terme source, la
consistance avec la forme intégrale s’écrit, d’apres le Lemme 4.5,

1 Azf2 __ o — At
— hé Z Zp|dr =h0 — —huf
AIE /Am/Q <A , WL, 41, WR, R) T = AIE[ U ]

Supposons dans un premier temps que u > 0. Alors la moyenne en hf du solveur approché est

1A 1 At At At
— VA Zpldr == — hr@r — A\f—h%6 u—~h50
Am/_M/QW <At wr,, 41, WR, R> T = ( ALA > o1 ALAm LL+qu rOL

At 1 At
()\R — U)A—hRaR + (— — )\RA ) hrOg.
Des deux derniéres équations, on déduit la relation suivante :
hrurfr — hrurfp = ARQR(hR - hE) + ALHL(h*L - hL) + ﬂhE(QR - QL). (4.50)

En utilisant 1’équation (4.35), on trouve

hrur, + Ap(h% — hL)
h*

u

Un calcul similaire montre que si u < 0, alors

o hrur + )\L(h*L — hL)
= hz .

En supposant que les hauteurs intermédiaires h} et h}, sont strictement positives (ce qui sera
montré plus tard), alors @ est définie par

hrur +Ap(h; —hr)

, si hLuL—F)\L(hz—hL) >0

U= hpup + ALthy — hy) (4.51)

ht

, sinon.

Le solveur de Riemann approché W(g ,wr,, Zr,, WR, Zr) est donc entierement déterminé.

Le schéma complet

On suppose connue une approximation de la solution au temps ¢" constante par morceaux :
Waz(z) =w, size K;.

On rappelle que pour un schéma de type Godunov, la mise a jour est donnée par (4.25). Pour les
composantes gouvernées par des équations sans terme source (h et h¢), d’apreés la Proposition

1.6, le schéma se réécrit sous forme conservative
At
Az
At

L = pp <Fh (W, Ziyw? 1, Zipr) — F* (w1, Zioy, 0, ZZ-)> :

(hH)”“ (h@) (Fhe (w Z wz-l—lv Zi+1) Fhe ( W;_1, Zi_l,’wln, Zz)) s

Az
ot les flux numériques F h et FM sont définis par
Ax 1 0 ~/ T
Fh Z Zg) = f" —hp — — h Z Zr) dx 4.52
(wr, Zr,wr, ZR) = f (wL)+2At L At/m;/z <At wr,, Z1,, WR, R) (4.52)
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Ax 1 /O
ho Y
F"(wp, Zr,wr, Zr) = " (wr) + AL ——hr0r — AL /AI/2 ho (A awL7ZLawR7ZR) dx. (4.53)

On déduit de 'équation (4.52) la formulation suivante du flux en & :
AI’ A *
Fh(wL,ZL,wR,ZR) :hLuL+2—AthL <2At+)\L> hr + ALh7
:hLuL—{—)\L(hz—hL). (4.54)

Pour calculer le flux en hé, remarquons que le signe de u est le méme que le signe de
FMwy, Zr, wr, ZRg) (toujours en supposant que h; > 0 et h}, > 0). Si FMwy, Zr,wr, Zg) > 0,
on déduit de (4.53) que le flux en hf s’écrit :

AI’ A *
FM(wp, Zp, wr, Zg) = hpurfr, + @hLeL - ( sa; + AL> hrfr + A\Lhi0rL

- HLFh(’U)L, ZLawRa ZR)

De méme, si Fh(wL, Z1,wRr, Zr) < 0, en utilisant la définition (4.51), on a
2A

= HLFh(wL, 21, WR, ZR) + uhL(HR — HL)
= O0pF"(wr, Z1,, wr, ZR).

A Ax ~\ 7 % ~7 %
FM(wy, Z1,wr, Zr) = hrurfr, + Q—AxthL@L - <— + >\L> hrOr + (AL —@)h1 01 + uhl0r

On introduit la notation

0 . HL SiFh(wL,ZL,wR,ZR)>O,
= Or SiFh(wL,ZL,wR,ZR)<O.

Le flux en h0 se réécrit alors sous la forme :

F"wy, Z1,wr, Zg) = 0LrF" (w1, Z1,, wr, ZR). (4.55)

Concernant hu, la présence du terme source nous oblige a utiliser la formulation (4.15)—
(4.16). En utilisant la Proposition 4.6, on peut écrire le flux numérique sous la forme

F"(wp, Z1,wg, Zg) = hu?® + gh?0/2

Az 2 Ax/2 __ o
——— | h S — hu Z Zr)dx
N < RUR Am/o <At WL, 4L, WR, R)

2 [0 —
—hrur, + N /_M/2 hu <A WL, Z1,, WR, ZR) dx

Un calcul immédiat donne

2 ATz __ g At At
— hu VA Zn)de =2\p— 1—-2\p— | h
Ax/o (A y WLy 4L, WR, R) T = RAL q +< RAx> RUR,

2 (Y At At
= Z Z ) — (1422, 20 —oa 2l
Au /_Awh“ (ag: - Zuswn. Zn) do = ( * ALAx) hun = 20N 4
On déduit des trois derniéres équations
hu 2 2 AL, AR, 4
F"(wy, Z1, wr, Zg) = hu? + gh?0/2 + —=(¢" — hrur) + —~(¢" — hrur). (4.56)
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4.3. Construction de solveurs simples de Riemann well-balanced

On peut donc écrire le schéma complet :

At
nt+l _ 1n = h _ h
hi™ =hi — <Fz‘+1/2 ﬂ-1/z>,
h; +1ui+1 = hj'ui — Ar <F;]}k1/2 - Fz‘fil/2>

At Zi— 7. Z Z (4.57)
hu/,, n n\ i T “i—1 hu/,,n ., n i+1 — 44

+7 <S (wiq, w; )7Aac + 5™ (wy ’w”l)iAaz > ;
hn-l—l@n—f—l — hPeT — ﬁ n Fh L Fh
i i =Y T \Yiyetie i+1/25i-1/2 ) »

oul’on a posé
n n
Fiy10 = F(wi', Ziswiiq, Zit1)-

Les composantes du flux numérique sont définies par (4.54) pour h et par (4.56) pour hu. Le
terme source numérique est défini par (4.38) et 'on a introduit

w0 siFM(w wi) >0,
2T g st Fr(wwl ) < 0.

Propriétés du schéma

On commence par établir que le schéma est well-balanced.

Proposition 4.12. Le schéma numérique (4.57) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z on a

RED2OP, (hm)20T R R O+ 07
u;z — 0 et_ ( Z—f—l; Z+1 _ ( Z; 7 + (3 2 Z+1 3 2 Z+1 (ZZ+1 _ ZZ) — 07

alors wi'tt = w?, Vi € Z.

Démonstration. D’apres le Lemme 4.11, il suffit de montrer que le solveur de Riemann approché

W est well-balanced. On considere deux états (wr, Z1,) et (wgr, Zr) al’équilibre local défini par
(4.10). D’apres (4.41), on a
i _ Arhn = Ah
AR — AL
En utilisant (4.48), on en déduit

B — HRhR()\RhR — )\LhL) + QARflé[Z]
L ArOrhr — A\.OrhR ‘

En utilisant la définition de ’équilibre local, on trouve

B HRhR()\RhR — )\LhL) + AR (h%@L — h%@R)

L ArOrhr — ALOrhR
= hy,.
De méme, on trouve hj, = hr. D’autre part, en utilisant la définition (4.42) de g7t on a
HLL g 2 2
=—>— (h70; — h:0R).
e 2(>\R—)\L)(LL 10r)

La définition (4.47) et 1’équilibre local permettent de conclure que ¢* = 0. On en déduit que
uj = up = 0. Enfin, concernant 6, il suffit de montrer que u = 0, ce qui est le cas puisque
Fh(wL,ZL,wR,ZR) = Od’aprés (454) ]
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Remarque. On souligne que le schéma (4.57) préserve en particulier les états d’équilibres remar-
quables (4.8) et (4.9) de fagon exacte.

On s’intéresse maintenant a la robustesse du schéma.

Proposition 4.13. Supposons que Vi € 7, on choisit )‘ﬁrl /2~ M /2 suffisamment grand pour que

I'état intermédiaire du solveur HLL, défini par (4.41) soit dans . On suppose également que Vi € 7, on
a:

R
)‘i+1/2

L
)\i+1/2

® siZiy1 — Z; > 0,alors est suffisamment grand ;

L
Xijiye

R
)\i+1/2

® siZiv1— Z; <0,alors est suffisamment grand.

Alors le schéma (4.57) est robuste, ¢ est-a-dire

ViceZ, wleQ = VieZ wleq.

Démonstration. D’apres le Lemme 4.7, la robustesse peut étre montrée localement pour chaque
solveur de Riemann approché. La température des états intermédiaires apparaissant dans le
solveur de Riemann approché est soit 0, soit O, qui sont tous les deux positifs par hypothese.
Il suffit donc de montrer que h} et h7, sont strictement positifs. On peut réécrire ces états inter-
médiaires sous la forme suivante :

1= + )
OLhi AR — OrRhRAL Ophy + Ophp | 2L
R
L

Par hypotheése, on a hEL > 0, donc le premier terme des deux égalités précédentes est stricte-
ment positif.

Si[Z] > 0, alors on a immédiatement 2} > 0. De plus, on a
2h0[ 7]
Orhr +0Lhr R—’j‘

— +00.
AL

— 0 quand

AR

Donc pour | 5£

suffisamment grand, h}, est également strictement positif.

De la méme fagon, si [Z] < 0, alors ona h}, > 0 et

2h0[ 7]
— 0 quand |—| — +o0.
Orhr + Orhg )‘—z R
Donc pour f\‘—g suffisamment grand, h} est également strictement positif. O
Conclusion

On a construit un schéma numérique well-balanced et robuste pour le systeme de Ripa. Cepen-
dant, la condition sur les vitesses d’ondes permettant d’assurer la robustesse ne nous donne
pas explicitement ces vitesses. On est donc amenés a choisir des vitesses éventuellement tres
grandes qui peuvent rendre le schéma trop diffusif. D’autre part, il n’est pas simple d’étendre
directement cette approche au systeme d’Euler avec gravité. On va maintenant modifier le sol-
veur que nous venons de construire pour permettre I'extension aux équations d’Euler avec
gravité.
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4.3. Construction de solveurs simples de Riemann well-balanced

4.3.2 Un deuxiéme schéma well-balanced pour Ripa

L'idée ici est d’essayer de gagner un degré de liberté dans la dérivation du solveur de Riemann
approché. Pour cela, on souhaite ne pas faire intervenir I'équation (4.40) obtenue par une linéa-
risation ad hoc de 1’équilibre local. Celle-ci pourra alors étre réintroduite pour I'extension aux
équations d’Euler avec gravité dans la partie suivante.

Le solveur de Riemann

On considere un solveur de Riemann approché W (§, wy,, Zr,, wr, Zr) de la méme forme que
précédemment (voir Figure 4.2). Les inconnues en ¢ sont fixées de la maniere suivante :

@:&,%:%,%:{

ol u est une approximation correcte de la vitesse u que 1’on détaillera plus tard. On considere
h et u constants a travers 1'onde de vitesse u. On a donc quatre inconnues hj, h, uj et uj, dans
le solveur de Riemann qui sont les mémes que pour le solveur précédent (voir Figure 4.3) et on
cherche donc quatre équations.

A la place de I'équation (4.43), on utilise la relation de saut de Rankine-Hugoniot pour
I’équation sur h a travers chacune des trois ondes Az, 0 et Ag. Cela nous donne les trois équa-
tions suivantes :

1ur, —hrur = A (b}, —hr), (4.58)
Wrug = hiu, (4.59)
hRuR — h’j%u’j% = )\R (hR — h}}) . (460)

Pour I’équation manquante, on conserve 1’équation provenant de la consistance avec la forme
intégrale (4.23) pour hu :

ArhRup — ALhpuy HLL 9 15
= — —>—ho[Z]. 4.61
P q P [Z] (4.61)

En considérant I'équation (4.61), on a implicitement défini le terme source numérique par
S (wp,wr) = —ghb. (4.62)

On constate immédiatement que le terme source numérique S est consistant avec s.

Le premier solveur que 1’on a construit était naturellement consistant avec la forme intégrale
par le choix des équations. Pour ce solveur, il nous faut vérifier cette propriété.

Proposition 4.14. Si le solveur de Riemann approché W vérifie les équations (4.58), (4.59), (4.60) et
(4.61) et que la vitesse u est définie par

hrur +Ap(h; —hr)

, Si hLuL+)\L(h*L_hL) > 0,

- T
U= hpup + ALthy — hy) (4.63)

* )
hL

si hpur, + )\L(h*L — hL) <0,

alors W vérifie la consistance avec la forme intégrale (4.23).
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Démonstration. La consistance en hu coincide exactement avec 1’équation (4.61). De plus, le
choix de u permet exactement d’obtenir la relation de consistance en hf donnée par (4.50).

Il reste 8 montrer la consistance en h. On a

1 (A2 1 At At At
A—w/ h<A—t,wL,wR> do = <§+>\L—> hi — AR + Ap——1,

~Az/2 Ax Ax Ax
1 At
——Ar— | h
+ (2 RAx> R

— At . N
:h—E(}\R(hR—hR)—F)\L(hL—hL)).
Les équations (4.58), (4.59) et (4.60) impliquent la séquence d’égalités suivante :

AR (hR — h*R) + AL (h*L — hL) = hrupr — h*Ru*R + hzuz —hrur,
= [hul.

Il en résulte immédiatement la consistance en & attendue. O

Résolution du systeme et schéma complet

Dans un premier temps, on résout le systéme donné par les équations (4.58), (4.59), (4.60) et
(4.61) afin de déterminer complétement les états intermédiaires du solveur de Riemann appro-
ché. La résolution de ¢* = hju} = hjhuj est la méme que pour le schéma précédent et, en
utilisant (4.61), on trouve
* HLL g 0
= — ———hl[Z].
¢ =q P [Z]

Les équations (4.58) et (4.60) nous donnent alors

1
hi =hr + I (¢" —hrur), (4.64)
L
* 1 *
hR:hR+)\—(q —hRuR). (4.65)
R
On en déduit simplement les vitesses
uy, = a et up= q_*
hi, Ik

En suivant la méme procédure que pour le schéma précédent, on peut écrire le schéma
complet sous la forme

n+l _ 1n
potl =

A
a (

h h
Fiii)e — ‘Fi—l/Q) )

At
h?ﬂu?ﬂ = hi'ui — Ar (ETI/Q - E}iulﬂ)

(4.66)
7z _ 7. Ziv1— Z;
hu ([ n ny Zi i—1 hu (, n  n i+l v
+At <S (wifl,wi ) T Ar +95 (wi awiJrl) Ax ) )
POt = ey — As < P Fiye — 9i+1/2Fz‘h—1/2) )

ou 'on a posé
E+1/2 - F(U)L, ZvaRv ZL)

110



4.3. Construction de solveurs simples de Riemann well-balanced

Les composantes du flux numérique sont définies par

FMwp, Zp,wr, Z1) = hpur + Ap(h} — hr),

—_— A A
Fh“(wL,ZL,wR,ZR) = hu? + gh20/2 + 7L(q* — hLuL) + TR((]* — hRuR)

et le terme source numérique est défini par (4.62). Avec cette écriture, les schémas (4.57) et
(4.66) paraissent identiques. Ils different en fait simplement sur la définition des hauteurs inter-
médiaires h} et h,, données a présent par (4.64) et (4.65).

Propriétés du schéma

L'intérét principal de ce schéma est qu’il est well-balanced sans qu’on ait eu besoin d’utiliser
I’équation définissant 1’équilibre local.

Proposition 4.15. Le schéma (4.66) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z on a

(W )*0fy ()07 | B+ By, 67 + O
2 2 2 2

ul' =0 et (Zit1 — Zi) =0,

alors wit! = w?, Vi € Z.

Démonstration. Considérons deux états (wr,, Zr,) et (wr, Zr) a 1’équilibre local. Puisque ¢* est
défini de la méme fagon que pour le schéma (4.57), on en déduit que ¢* = 0. Comme uj, = 0 et
ug = 0, les équations (4.58) et (4.60) permettent de conclure que h} = hy et h, = hg. La finde
la démonstration est identique a la preuve de la Proposition 4.12. O

On montre maintenant que le schéma (4.66) est robuste.

Proposition 4.16. Si pour tout i € Z, on choisit |\ | et g suffisamment grands, alors le schéma (4.66)
est robuste, c¢’est-a-dire

VicZ, wleQ = ViceZ w'eq.
Démonstration. De la méme maniere que dans la preuve de la Proposition 4.13, il suffit de mon-

trer que les hauteurs intermédiaires h} et h}, sont strictement positives. En injectant la défini-
tion (4.47) de ¢* dans (4.64) et (4.65), on peut écrire

« AR hrur — hpup C
ht = hp + 28 - ,
L L AR= AL MMk — AL)
hE:hR—{—)\—LhRUR_hLUL— C

AR AR — AL AR(AR — L)’
ou C' est défini par
C = [hu2 + gh29/2] + gh 0[2).

On définit alors o« = )\R’\f')\L. Notons que «a est toujours dans l'intervalle [0,1]. Les hauteurs
intermédiaires h} et h}, deviennent
a (1—-a)C
hi =hr + —1h —
L L+ )\L[ U] + )\% )
1—a aC
hp =hr — hu] — —.

On voit facilement que h} converge vers hy > 0 quand A7, tend vers —oo et que h}; converge
vers hg > 0 quand Ag tend vers +oco. En choisissant ces vitesses suffisamment grandes (en
valeur absolue), les hauteurs h} et h}, sont alors strictement positives. O
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Conclusion

Le schéma (4.66) que nous venons de construire vérifie les mémes propriétés que le schéma
(4.57). 11 est well-balanced et robuste. La positivité de h est méme plus simple a préserver que
dans le schéma (4.57) car la condition sur les vitesses d’ondes est moins contraignante. L'autre
avantage du schéma (4.66), comme nous allons le voir maintenant, est qu’il peut facilement étre
étendu aux équations d’Euler avec gravité.

4.3.3 Extension aux équations d’Euler avec gravité

Le but de cette partie est de généraliser le schéma (4.66) aux équations d’Euler avec gravité
(4.11). Pour simplifier le développement du schéma qui va suivre, on suppose dans cette partie
que la pression suit la loi des gaz parfaits

p=-1) (B o),

ol y €]1, 3] estle coefficient adiabatique du gaz. On insiste sur le fait que cette simplification est
uniquement valable pour cette partie et qu'un schéma well-balanced pour une loi de pression
générale sera développé plus tard.

Le solveur de Riemann

On considere un solveur de Riemann approché simple W(g ,wr, 41, wR, Zr) contenant trois
ondes de vitesse AL < 0 < \® séparant deux états intermédiaires. Il y a cette fois six inconnues :
PL, UL, PL, PR, UR et ph (voir Figure 4.4). On doit donc déterminer six équations.

AL 0 AR
PL | PR
uy up
PI P
PL L R PR
PL PR
ur, UR

FIGURE 4.4 — Inconnues dans le solveur de Riemann simple pour Euler

Pour les inconnues p et u, nous allons utiliser la méme approche que pour Ripa. On consi-
dere 1’'équation de consistance avec la formulation intégrale pour pu qui s’écrit, d’apres le
Lemme 4.5,

AL (prur — prui) + Ar (prug — pruR) = — [pu® + p]
Az/2 At
g X
- = — VA Zr | 0. Zdtdx. (4.67
At/mﬁ/o PR(t7wL7 L, WR, R) x. (4.67)

On cherche maintenant une approximation de I'intégrale du terme source. Pour cela, suppo-
sons momentanément que le schéma soit well-balanced. On considere alors deux états (wy,, Z1,)
et (wg, Zg) a I'équilibre local défini par (4.14). L'équation (4.67) et la définition de 1’équilibre
local (4.14) entrainent immédiatement

1 A:E/2 At T
A7 /A ) / PR <?awL,ZLawR,ZR) 0. Zdtdx = plZ].
—Ax/2J0
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Dans le cas général, on utilise par conséquent I’approximation suivante :
Az /2 At T
/ / PR <_7U)L7 21, WR, ZR) 0. Zdtdx = plZ].

N ¢

Cela revient a choisir comme composante en pu du terme source numérique
SPt (’U)L, ZUR) = —gp. (468)
En utilisant cette définition, 1’équation (4.67) devient
A (prur — prul) + Ar (PRuk — prur) = — [pu® + p] — gplZ].

On utilise ensuite la relation de saut de Rankine-Hugoniot pour p a travers chacune des
trois ondes, ce qui nous donne les trois équations suivantes :

prur, — prur = AL (pr, — pL)
PRUR = PLUL,
PRUR — PRUR = AR (PR — PR) -

Il reste a trouver deux équations pour I'énergie totale. L'équation de consistance avec la
forme intégrale pour 'énergie est

AL(EL — Ep) + Ar (B — Er) = — [u(E + p)]

Az /2 At T T
/ / PR <_7U)L7 21, WR, ZR> UR (—JUL, 21, WR, ZR> Oy Zdtde.
Az /2 t t

Le choix naturel pour approcher l'intégrale du terme source est
Az /2 At T T
/ / PR <—,wL,ZL,wR,ZR> UR (—,wL,ZL,wR,ZR) 8$Zdtd$%ﬁﬂ[2],

At ) s t t

Cela revient a choisir comme composante en £ du terme source numérique
SE(wLa ’U)R) = —gpu, (469)
ce qui nous donne la relation
A (Br, — B}) + A (Ef — Eg) = — [u(E + p)] — gpulZ].

Puisqu’il n’y a pas de terme source dans I'équation en p, on a défini completement le terme
source numérique :

S(wr, wr) = (0,—gp, —gpu)" . (4.70)
On voit immédiatement que S est consistant avec le terme source s(w) = (0, —gp, —gpu)?.

Pour la derniere équation, on choisit la relation venant de la définition de 1’équilibre local
(4.14) en adoptant la linéarisation suivante :

Pr —pL = —9plZ]; (471)
qui se réécrit en termes d’énergie

9rl2]

* * * % 2 *
ER_ELZPRUR/Q_pLL/z_ 1
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Pour simplifier les notations, on introduit les états intermédiaires associés au solveur HLL

A UR — A\ U
HLL _ RPRUR LPLUL 2
¢t = e - [pu” +p],
Er—\LE 1
prire _ ArEr = ALBL [u(E + p)]. (4.72)

Ae—AL  Ar—AL

On obtient ainsi le systeme composé des six équations suivantes

prur, — prur = A (1, — pL) (4.73)
PRUR = PLUL, (4.74)
PRUR — PRUR = AR (PR — PR) (4.75)

ARPRUR — ALPLUL  mLL g
= - —— 9|z 4.76

ARER — ALET, HLL g __

— - L~ _F - ——pulz 4.77
P )\R_)\LPU[ ], (4.77)

* * * * * * 0 Z
Ef — B}, = prup’/2 — prui®/2 — ip—il] (4.78)

Résolution du systeme et schéma complet

La résolution pour les inconnues p et u s’effectue de la méme fagon que pour Ripa. On définit
q* = ppul = prug, le moment de I'état intermédiaire. A partir de 'équation (4.76), on trouve

* HLL g _
= - —=—>lZ|. 4.7
T =q py— )\L,o[ ] (4.79)

Les équations (4.73) et (4.75) impliquent

% 1 *
PL=pL+ (¢ — prus), (4.80)
L
* 1 *
Pr= PR+ (0"~ prUR). (4.81)
R

Concernant les énergies intermédiaires, le systeme composé de (4.77) et (4.78) est un systeme
linéaire de deux équations a deux inconnues E7 et £}, dont la résolution nous donne

B = B 2 ()2 i /2) + 222 (2 - a).

AR — AL Ar—A \v—1
A p|Z] A
* _ pHLL | M s wN2 g k02 gp L -
Er=F +)\R_)\L <PL(UL) /2 pR(uR) /2)+>\R—)‘L (7_1 u)
On en déduit les pressions correspondantes
p* * * ok
,Y_Ll = ET —PLUL2/2
_ pHLL | ALpiup®/2 = Arpuy’/2 I 9rlZ] Ar_ a (4.82)
AR — AL AR —=Ap \7—1
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Pr
v—1

* x % 2
= ER — PruR"/2

_ gHLL | ALppus? /2 — Arppup’/2 n 9olZ] AL —a
AR — AL AR — AL 1 '

(4.83)

On passe maintenant au schéma numérique associé au solveur de Riemann approché W
qui est défini par (4.25). Pour la composante p, I'absence de terme source nous permet d’utiliser
la Proposition 1.6 afin d’écrire le flux numérique sous la forme

Ax 1 0 T
Fp 7Z7 7Z = T AL ~( 727 7Z >d
(wr, Zr,wr, Zr) = prur + N ~—PL At /Am/2 At , WL, 41, WR, ZR

R (AT PR
= pLur N PL AL L)AL LPL,
= prur + AL(pr, — pL)- (4.84)

Concernant pu, la présence du terme source nous oblige a utiliser la formulation (4.15)—
(4.16). D’apres la Proposition 4.6, le flux numérique s’écrit

- Az Ax/QN T
FPwr, Z1, wr, ZR) = pu? +p — 1A; | PRUR = A_m/o pu <Kt7wL7 Z1, wr, ZR) dx

—pLur + —— / PU A WL 21, WR, ZR) dx ) .
Az /2

les deux intégrales se calculent aisément :

2 [Az/2 T At At
— U A Zp)dr=2\p—q* 1—-2\p—
A:n/o (At WL, 41, WR, R) x RA4 + < RAx> PRUR,

2 [0 At At
= 5 Z Z)d_12)\— —on 2ty
s /Am/2 (At wr,, 4L, WR, ZR ) AT ( + LA:E> PLUL Lqu
On déduit des trois dernieres équations
pu 2 L AL, AR .
FP(wr, Zp, wr, ZR) = pu? +p + 7(61 —prur) + 7(q — PRUR)- (4.85)
Enfin, pour la composante £, un calcul similaire donne
E T L >‘L * AR *
F*(wr, Zy, wr, Zr) = w(E +p) + - (EL — E1) + —(ER — ER). (4.86)
On peut donc écrire le schéma complet :
At
n+l _ n 14 14
Pi =P T AL <Fi+1/2 - Fi—1/2) ’
At
n+1, n+1 n, n U U
z+ er =Py — A (}7211/2 lwzp—l/Q)
At u (, n Zi — Zi W, n o, n Ziy1 — Z;
2 (Sp ( W;_q, W )T+Sp (wz‘vwz‘H)T ) (4.87)
n At
Eftt =Bl - Az (Fz+1/2 F£1/2)
At E Zi— Z;i 1 B Wl Zi — Zi1
2 (S ( Wi 1, Wy )T+S ( w;, ¢+1)Tx )

115



CHAPITRE 4. SCHEMAS WELL-BALANCED POUR DES SYSTEMES AVEC TERME SOURCE

ou 'on a posé
Fit1)2 = F(wr, Z1, wR, ZR).

Les composantes du flux numériques sont définies par (4.84) pour p, par (4.85) pour pu et par
(4.86) pour E. Le terme source numérique S(wr,, wg) est défini par (4.70).

Propriétés du schéma
On commence par établir que le schéma est well-balanced.
Proposition 4.17. Le schéma (4.87) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z, on a

pi + pia
2

n

u =0 et ph,—pl'+g (Ziy1 — Zi) = 0,
alors wit = w?, Vi € Z.

Démonstration. On considere deux états (wy,, Z1,) et (wg, Zr) al'équilibre local, défini par (4.14).
Les vitesses uy, et ug étant nulles, on a immédiatement

1
HLL _

En utilisant 1’équilibre local (4.14), on en déduit

1 g
* = — o7
q )\R_)\L[p] AR—AL’O[ ]

=0.

Les équations (4.80) et (4.81) entrainent alors p} = py, et p = pr. Il reste a montrer que 'on a
p; = pr et pi, = pgr. Puisque toutes les vitesses sont nulles, on a, d’aprés 1'équation (4.82),

ARPR — ALPL AR 7]

En utilisant a nouveau 'équilibre local (4.14), on en déduit pj; = pr. De la méme facon, on
trouve pj; = pr. Le schéma est donc well-balanced. O

La positivité de la densité ne présente pas de difficulté. En effet, la preuve est la méme que
pour montrer la positivité de i pour le modele de Ripa.

Proposition 4.18. Si pour tout i € Z, on choisit |\1| et g suffisamment grands, alors le schéma (4.87)
préserve la positivité de p, c'est-a-dire que si pour tout i € Z, on a p* > 0 et pP > 0, alors p'* > 0.

Il reste a montrer que le schéma préserve la positivité de la pression.

Proposition 4.19. Si pour tout i € Z, on choisit |\|, A\r et R—IZ’ ‘ suffisamment grands, alors le schéma

(4.87) préserve la positivité de p, c’est-a-dire que si pour tout i € Z, on a p} > 0et p!' > 0, alors
n+1
p;, >0

Avant de montrer cette propriété, remarquons que par rapport a la Proposition 4.13, il
manque a priori une condition sur i‘—; . Cela est dt au fait que pour les équations d’Euler,

la gravité est toujours orientée dans le méme sens, autrement dit, on a toujours Zg — Z;, > 0
(car Z(z) = x), alors que pour Ripa, le signe du terme de topographie Zr — Z, n’est pas fixe.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres (4.78), on a pj, < pj, car Z(z) = x et
donc [Z] > 0. Il suffit alors de montrer que p}, > 0.

On définit le coefficient o = ’\_R)\ .Onaalors1—a = — ’\_L)\ eta € [0, 1]. Dans un premier
R L R L

temps, on consideére la limite quand A, — —oco et Ag — 400 tout en gardant a constant. D’apres
I'équation (4.72), on a

lim EfLE = oFEp+ (1 —a)FEy.
)\L—)—OO
AR—+00

a=cst

D’autre part, on a d’apres (4.79)

. *
lim ¢ =aprur + (1 —a)prur
)\Lﬁfoo
)\R~>+OO
a=cst

et d’apres (4.80) et (4.81), on a
lim p7 = pr,
)\L—)—OO

AR—+00
a=cst

lim = pr.
)\L—>—OO
AR—+00

a=cst

En utilisant (4.83), on déduit de toutes ces limites

* 2
. aprup + (1 — « U
im PR _ ER_(PRR ( )prurL)
A ——00 7Y — 2pr
AR—+00
a=cst

+(1-0) (EL ~ (aprur + (1 — a)PLuL)2> _a _a)&[z].

2pr v—1
On considere a présent la limite quand « tend vers 1, c’est-a-dire quand i‘\—i tend vers +oo et
on obtient .
. Pr 2 PR
i = ER — pruR/2 = > 0.
Ap——oc0y — 1 R~ PRUR/ v—1
)\R~>+OO
a—1
Par conséquent, en choisissant |\, Ar et :\\—f suffisamment grand, on obtient p7, > 0. O

Conclusion

Nous avons réussi a généraliser le schéma well-balanced construit pour le systeme de Ripa
en un schéma well-balanced pour les équations d’Euler avec gravité. Ce schéma préserve la
positivité de la densité et de la pression. Cependant la positivité de la pression réintroduit une
contrainte trés forte sur les vitesses d’ondes qui rend le schéma tres diffusif. D’autre part, de
maniere pratique, il est difficile de trouver les vitesses qui conviennent. Nous allons donc nous
tourner vers une approche différente en utilisant des schémas de relaxation.

Pour la résolution du solveur de Riemann approché, on a supposé que la pression vérifiait
la loi des gaz parfaits. Il serait probablement possible de généraliser cette approche a une loi
de pression générale au prix d"une résolution plus compliquée du systéme d’équations gouver-
nant le solveur. Ce n’est pas le but de ce travail et on ne s’étendra pas plus sur ce point. Par
ailleurs, comme on va le voir dans la partie suivante, les méthodes de relaxation vont fournir
des schémas indépendants de la loi de pression utilisée.

117



CHAPITRE 4. SCHEMAS WELL-BALANCED POUR DES SYSTEMES AVEC TERME SOURCE

4.4 Méthodes de relaxation

Le principe des méthodes de relaxation consiste a utiliser un systeme d’EDP élargi avec une
perturbation singulieére qui approche le systeme d’EDP initial (voir [31, 70, 38, 11, 13, 30]). Le
systeme élargi, appelé systeme de relaxation, doit redonner le systéme initial dans la limite vers
zéro d'un parametre de relaxation. On utilise alors ce systéme approchant pour construire un
schéma numérique pour le systéme initial. Pour que cette méthode soit intéressante, le systéme
de relaxation doit étre en un certain sens plus simple que le systéme initial. Le plus souvent,
on demande que le systeme élargi ne comporte que des champs linéairement dégénérés, ce qui
permet d’utiliser le schéma de Godunov sur le systeme de relaxation.

Dans un premier temps, on introduit le formalisme des méthodes de relaxation. On s’inté-
resse ensuite a des méthodes de relaxation pour approcher les solutions du systeme de Saint-
Venant. On commence par rappeler le systeme de relaxation de Suliciu (voir [20]). La résolu-
tion exacte du probléme de Riemann pour ce modéle est délicate. En effet, le terme source
de topographie introduit de fortes non-linéarités dans le modéle de Suliciu et de plus 1'ordre
des valeurs propres n’est pas déterminé a priori. Par conséquent, on propose une modification
du modele de Suliciu qui consiste a « transporter » le terme source a la vitesse du fluide. On
fait ainsi disparaitre artificiellement 'onde stationnaire en la collapsant arbitrairement avec
I'onde de contact naturelle du modele. Malheureusement, cette modification rend le probleme
de Riemann sous-déterminé. Afin d’assurer le caractere bien posé du probleme de Riemann,
on rajoute une linéarisation de I'équation décrivant I’équilibre local pour fermer le systéme.
On montre enfin que la solution du « probleme de Riemann » obtenue peut se réécrire comme
la solution d"un nouveau systéme de relaxation completement déterminé.

On étend ensuite aisément cette approche au systeme de Ripa et aux équations d’Euler avec
gravité.

4.4.1 Formalisme des méthodes de relaxation
Systeme de relaxation

On utilise le formalisme des systemes de relaxation introduit dans [31, 16]. Considérons un
systeme de d lois de conservations avec terme source de la forme

Ow + 0, f(w) = s(w)0, Z, (4.88)

ouw : R x RT — Q estle vecteur inconnue, f : Q — R4 est la fonction flux, s : Q — R% est le
terme source,  C R? est 'ouvert convexe des états admissibles et Z : R — R est une fonction
réguliere donnée. On introduit un systeme de relaxation composé de NV lois de conservations,
avec N > d, de la forme

OW + 8, F(W) = S(W, Z) + éR(W, 7), (4.89)

ou W : Rt x R — O est le vecteur des inconnues a valeur dans un ouvert O C R¥ supposé
convexe, F : O — R estla fonction flux, S : O x R — R est le terme source, R : O x R — RN
est le terme de relaxation et ¢ > 0 est le parameétre de relaxation.

Tout au long de cette partie, on utilisera les conventions d’écriture suivantes pour rendre
plus claire la présentation. Les variables de R et les fonctions de R? dans R¢, c’est-a-dire tous
les objets associés au systeme original, seront notées en minuscules. On notera en majuscule
toutes les variables de RY et les fonctions de RY dans lui-méme, autrement dit, les objets asso-
ciés au systéme de relaxation. Enfin les opérateurs allant de R? dans RY ou inversement seront
notés en lettre calligraphiées.
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4.4. Méthodes de relaxation

On suppose I'existence d"une matrice constante Q de taille d x IV et de rang d telle que
QR(W,Z) =0, YW e€O,VZeR,
Q0 =Q.

On suppose de plus que pour chaque couple (w,Z) € Q x R, il existe un unique équilibre
E(w, Z) vérifiant

Qf(w,Z) =w, R(E(w,Z),Z)=0. (4.90)
On introduit alors la variété d’équilibre, définie par
M={W=Ew,Z),weN,ZecR}. (4.91)

Le lemme suivant sera utile pour caractériser la variété d’équilibre.

Lemme 4.20. Soit W un vecteur de O. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) WeM;
(ii) il existe Z € R tel que R(W,Z) = 0;

(iii) il existe Z € R tel que E(QW,Z) = W.

Démonstration.

(i) = (i) : soit W € M. Par la définition (4.91) de M, il existe w € Q et Z € R tels que
W = &(w, Z). D’apres (4.90), on a alors

RW,Z)=R(E(w, Z),Z) = 0.
(ii) = (iii) : supposons qu'il existe Z € R tel que R(W, Z) = 0 et notons w = QW. On a alors
{QE(w,Z):w o {QW:w
R(&(w,Z),Z) =0 R(W,Z) = 0.
Les vecteurs £(w, Z) et W vérifient donc tous les deux la définition (4.90) de 1’équilibre. Puisque

I'on a supposé que I'équilibre était unique,ona W = £(w, Z), donc W = E(QW, Z).
(iii) = (i) : immédiat d’apres la définition (4.91) de M. O

Pour assurer la « consistance » entre le systéme de relaxation (4.89) et le systeme original
(4.88), on demande que les relations de compatibilité suivantes soient vérifiées :

QF(E(w, 2)) = f(w), YweQVZeR. (4.92)
QS(E(w, 2),7Z) = s(w)0:Z, weQVZeR.

Si W est une solution du systeme de relaxation (4.89) a valeurs dans la variété d’équilibre M, la
fonction w = QW est alors solution du systéme (4.88). En effet, en multipliant 1"équation (4.89)
par Q, on obtient

Ow + 0, QF (W) = QS(W, Z).

Si W est a valeurs dans M, le lemme 4.20 nous assure que W = £(QW, Z) et on en déduit
QF(W) = QF (£(w, 2)) = f(w),
QSW,Z) = QS(E(w, Z),Z) = s(w)0z Z.
On conclut que w vérifie 'équation

Ow + O, f (w) = s(w)Dp Z.

En général, il n’y a pas de raison pour que les solutions de (4.89) soient a valeurs dans M.
Cependant, lorsque l'on fait tendre le parametre de relaxation € vers 0, le terme de relaxation
R(W) tend formellement vers 0 et les solutions de (4.89) sont de plus en plus proches de la
variété d’équilibre. C’est dans ce sens que le modele de relaxation (4.89) « approche » le systéme
initial (4.88) (voir [31, 70, 62]).
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Schéma de relaxation

Dans cette partie, nous allons voir comment dériver un schéma numérique pour le systeme
original (4.88) a partir du modele de relaxation (4.89). On considere le probleme de Riemann
pour le systeme de relaxation sans le terme source de relaxation, c’est-a-dire

oW + 0, F(W)=SW, Z),
Wy siz <0, (4.93)

W(x,0) =
( ) Wgr sixz >0,

ol Z est une fonction discontinue donnée de la forme suivante :

7, siz<0
Z@) =78 =D (4.94)
Zr six > 0.

On suppose connue la solution exacte W (%, Wrr, Z1,, Wgr, Z R) de (4.93)-(4.94).

A la date t", on considére une approximation de la solution du systéme original (4.88),
constante par morceaux,
wh,(z) =w!, sizeK;.

Le principe d’un schéma de relaxation consiste a considérer cette solution comme une approxi-
mation du modele de relaxation appartenant a la variété d’équilibre

wh=E&w!, Z;), €. (4.95)
Puisque la solution exacte W du probleme de Riemann (4.93) est connue, on utilise le schéma

de Godunov pour obtenir une approximation a la date t" 4+ At de la solution du systeme de
relaxation sans le terme source de relaxation

QW + 0, F(W) = S(W, Z). (4.89)._ 1 oo

Enfin on projette la solution obtenue sur la variété d’équilibre pour obtenir une approximation
du systeme initial au temps t" + At.

Le schéma de relaxation repose donc sur deux étapes que nous détaillons maintenant.

Evolution en temps (1" — t"+1:7)
Connaissant une approximation constante par morceaux wj, pour le systeme original (4.88),
on définit une approximation a I'équilibre W} _ pour le modéle de relaxation de la facon sui-
vante :

WE,(z) = W)

i six € Kj,

ol W est défini par (4.95). On résout alors le probleme (4.89).— avec pour donnée initiale
WR () et en omettant le terme source de relaxation. Localement, on a un probléme de Riemann
a chaque interface z;1 /5. On note Wa.(z,t" + t) la solution du probleme de Cauchy pour le

systeme (4.89).— o muni de la donnée initiale W, (z,t") = WX (z). Sous la condition CFL

At I 1
A hax A= (W, Zi, Wiy, Zia) | < 5 (4.96)
la solution Wx, est constituée de la juxtaposition sans interaction de la solution des problémes
de Riemann a chaque interface z; /5, c’est-a-dire

T—Tiy1/2

WAm(x,t" + t) =Wr < 7

amna ZZ'7WiT-L|-1,Zi+1> 3 siz S [xiaxiJrl[‘
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Comme pour le schéma de Godunov, on projette alors cette solution sur 'espace des fonctions
constantes sur chaque K; pour obtenir

_ 1
Wl-n—'—l’ = E/ WAx(DU,tn + At)dz. (4.97)
K;

Relaxation (t"TH— — " t1)
Cette étape du schéma est dédiée a la prise en compte du terme source de relaxation qui a été
négligé au cours de I'étape d’évolution. On résout I'équation différentielle

1
W = —R(W, Z) (4.98)

avec pour condition initiale WZ-"H’_ et dans la limite ¢ — 0. On note W;**! la solution de cette
équation différentielle. La mise a jour de I'approximation est alors donnée par

,w;_fl+1 _ anJrl )

Pour conclure la présentation du schéma de relaxation, remarquons qu’en pratique, il n’est
pas nécessaire de résoudre 1'équation différentielle (4.98). En effet, en multipliant 1'équation
(4.98) par Q, on obtient

0, QW = 0.

On en déduit
Wit = oWt (4.99)

Ainsi la mise a jour du schéma de relaxation est obtenue directement a partir de 1'état VVZA"H’*
résultant de 1’étape d’évolution.

Il nous reste a trouver des conditions simples pour que le schéma de relaxation ainsi défini
vérifie les propriétés classiques.

Propriétés du schéma de relaxation

On commence par présenter une condition pour que le schéma de relaxation soit well-balanced.

Lemme 4.21. Supposons que pour tous états (wr,, Z1,) et (wr, Zr) a I'équilibre local pour le systeme
original (4.88), la solution du probléme de Riemann pour le systéme de relaxation (4.89) vérifie

E(wr, Z1) si& <0,

W, , € v 2L), 4Ly & yZR), ZR) = .
rR(& E(wr, Z1), Z1, E(wR, ZR), ZR) {E(wR, Zn) sie>0,
alors le schéma de relaxation défini par (4.99) est well-balanced.

Démonstration. Considérons une solution discréte stationnaire constante par morceaux (w});cz

pour le systeme (4.88). En particulier, les états (w]' |, Z;—1) et (w}', Z;) d'une part et les états
(wi, Z;) et (w}, 1, Z;11) d’autre part sont a I'équilibre local. L’hypotheése affirme alors que
WR (E,E(w?_l),Zi_l,E(w?),Zi) :S(w?,Zi), V§>O,
Wr (E,E(w?),Zi,E(w?H),Zi+1) :E(w?,Zi), V§<O.
L’équation (4.97) implique donc que WZ-"H’_ = W/.On a alors
witt = QW = QW = QE(w}, Z)).
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De plus, par définition de la fonction équilibre £, on a
QE(wy', Z;) = wy'.

Par conséquent, le schéma (4.99) est well-balanced.

On a de méme un lemme permettant d’assurer la robustesse du schéma.

Lemme 4.22. Supposons que la solution du probléme de Riemann pour le systéme de relaxation (4.89)
vérifie
Wr (§&WL, Z1, Wk, Zr) € O, V{ € RYWL,Wg € O,VZ, Zg € R.

Alors, sous la condition CFL (4.96), le schéma de relaxation défini par (4.99) préserve les états admis-
sibles, c’est-d-dire
ViceZ wleQ = VieZ w'teq.

Démonstration. En utilisant I'hypothese et la convexité de O, 'équation (4.97) nous assure que
VVi”Jr1 € O. Puisque QO = (2, on déduit de (4.99) que w?“ est dans 2. En conséquence, la mise
ajour w]'t! est bien admissible. O

4.4.2 Schéma de relaxation avec transport de la topographie pour les équations de
Saint-Venant

On s’intéresse, dans cette partie, a des schémas de relaxation well-balanced permettant d’ap-
procher les équations de Saint-Venant (4.3). Dans un premier temps, on rappelle le modele de
relaxation de Suliciu [98, 20]. Ce modéle admet des invariants de Riemann trés non linéaires
associés a I'onde stationnaire. De plus, 'ordre des ondes n’est pas toujours le méme. Ces diffi-
cultés rendent la résolution exacte du probleme de Riemann délicate. Pour remédier a ce pro-
bleme, on introduit une modification du modéle de Suliciu en transportant artificiellement le
terme source de topographie a la vitesse du fluide. Il n’y a alors plus d’onde stationnaire mais
il manque un invariant de Riemann. En conséquence, le systeme d’équations régissant la solu-
tion du probleme de Riemann est sous-déterminé. Pour fermer le systeme, on choisit d’ajouter
une linéarisation de I'équation définissant I'équilibre local. Pour justifier ce choix, on montre
que le schéma ainsi obtenu dérive en fait d’'un nouveau modele de relaxation compléetement
déterminé.

Modeéle de relaxation de Suliciu pour les équations de Saint-Venant

Pour les équations de Saint-Venant (4.3), plusieurs choix de systéme de relaxation sont pos-
sibles. On présente ici le modele de Suliciu qui ne modifie que la pression, responsable des
champs vraiment non linéaires dans le systeme original. Le systeme de Suliciu pour les équa-
tions de Saint-Venant comporte trois équations (/V = 3) et s’écrit

8th + 8xhu = O,
Othu + Oy (hu? + 1) = —ghd, Z, (4.100)

O+ D (i +12)) = g (gh%/2 7).

Le parametre v est ici une linéarisation de I'impédance acoustique qui doit vérifier la condition
sous-caractéristique de Whitham [104] :

v > p?c?, (4.101)
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afin d’éviter des instabilités dans la procédure de relaxation, lorsque ¢ tend vers 0.

Remarquons que ce systeme s’écrit sous la forme (4.88), avec
W = (h, hu, hr)T,

F(W) = (hu, hu? + m,u(hr + v*))T,
S(W, Z) = (0,-ghd, Z,0)",
R(W, Z) = (0,0,0,h (gh2/2 —7))"

L’'ensemble des états admissibles est
O ={W = (h,hu,hr)" € R*,h >0} .

La matrice Q représente la projection sur les deux premiéres composantes de W' :

1 00
Q= <0 1 0> '
La fonction déterminant 1’équilibre est £(w, Z) = (h, hu, gh®/2)T et la variété d’équilibre est

définie par M = {W = (h, hu, hm)",m = gh?/2}. On peut facilement vérifier que ces objets
vérifient toutes les propriétés requises introduites dans la partie précédente.

Pour étudier ce systeme, il est pratique de faire intervenir le vecteur des grandeurs phy-
siques U = (h,u,m, Z)T. On peut alors écrire le systéme (4.100).— .~ sous la forme quasi-
linéaire

oU + A(U)0,U =0, (4.102)

ot la matrice A(U) est définie par

u h 0 0
10w 1/h g
AU) = 0 v>/h u 0
0 0 0 O

0, u+=

u ux —

) ) h )

avec pour vecteurs propres respectifs
1 h h?
0 —u +v
0]’ vi/ho | 2
0 u2 71/2/h2 0

g

Le systeme (4.102) est hyperbolique en tout point de O sauf aux points vérifiant u = £7 pour
lesquels la base de diagonalisation est perdue. Toutes les valeurs propres sont associées a des
champs linéairement dégénérés. Les invariants de Riemann pour le systeme de Suliciu sont
pour la valeur propre u :

pour la valeur propre 0 :
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pour la valeur propre u + 7 :
Z, u+t %, T F vu,

En théorie, on peut en déduire la solution exacte du probléme de Riemann pour le systeme
de Suliciu (voir [20]). Il y a cependant deux difficultés a cette approche. Premiérement, 1’ordre
des valeurs propres n’est pas toujours le méme, ce qui fait qu’il y a plusieurs cas a distinguer.
Deuxiemement, les invariants de Riemann associés a la valeur propre 0 sont trés non linéaires,
ce qui rend la résolution du systeme difficile. La résolution exacte du probleme de Riemann est
donc possible, mais elle doit étre effectuée au cas par cas, ce qui s’avere extrémement cotiteux.
On ne s’attardera pas plus sur la résolution du probleme de Riemann pour ce systeme.

Modele de relaxation avec transport de la topographie

Comme on vient de le voir, la difficulté dans le modele de relaxation de Suliciu provient de
la non-linéarité des invariants de Riemann pour 'onde stationnaire. On choisit de modifier
le modele de Suliciu en introduisant une nouvelle variable a qui est transportée a la vitesse
u et qui sera ensuite relaxée vers Z. On obtient un modele de relaxation comportant quatre
équations (N = 4) :

Bth + Bxhu = 0,

Oihu + 0, (hu? + 1) = —ghd,.a,

Oh + Oy (u(hr + v%)) = L(gh?/2 — ),

Oha + Ozhua = 2(Z — a).

(4.103)

Avant de montrer que ce systeme entre dans le formalisme de la Partie 4.4.1, signalons que
sept modeles de relaxation sont introduits dans ce chapitre. Pour plus de lisibilité, on utilise les
mémes notations W, F, S, O, Q, £, R et M pour tous ces modeles. Il n’y a cependant pas de
confusion possible.

On peut écrire le systeme (4.103) sous la forme (4.88), avec
W = (h, hu, hr, ha)T
F(W) = (hu, hu? + 7, u(hm + %), hua) 7,
S(W) = (0,—ghd,a,0,0)",
R(W, Z) = (0,0,0,h(gh*/2 — 7), h(Z — a))T.
L’ensemble des états admissibles pour ce systeme est
O = {W = (h,hu, hr,ha)" € R*,h > 0} .

La matrice Q représente encore la projection sur les deux premiéres composantes de W' :
1000
¢= (0 10 0> '

La fonction déterminant 1'équilibre est &(w, Z) = (h, hu, gh®/2,hZ)T et la variété d’équilibre
est définie par M = {W = (h, hu, hr, ha)”, 7 = gh?/2,a = Z}.

Remarquons que le terme S(w) est un produit non conservatif. Le terme de flux et le terme
source vont étre traités simultanément dans le schéma qui va suivre, sans utiliser de splitting
d’opérateur. Le S est ici simplement une notation consistante avec la formulation (4.89). On
précise également que dans tous les modeles de relaxation qui vont suivre, le terme source
ne dépend plus de Z, contrairement au modeéle de Suliciu. Par conséquent, pour simplifier les
notations, on omet a partir de maintenant la dépendance en Z dans le terme source S.
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4.4. Méthodes de relaxation

On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (h, u, 7, a)”. On peut alors réécrire le
systeme (4.103).— ~ sous forme quasi-linéaire

oU + A(U)0,U =0, (4.104)
ol la matrice A(U) est donnée par
u h 0 0
AU) = 8 Vzu/h 1{Lh g
0 0 0 u

Cette matrice admet une valeur propre double u et deux valeurs propres simples u & 7. Les
vecteurs propres associés a la valeur propre u sont :

0
gh
-1

o O O =

T 2N v .
Le vecteur propre associé a la valeur propre u + 7 est:

h2
+v

2

0

Le systeme (4.104) est hyperbolique en tout point de 2. Notons que contrairement au systéme
de Suliciu, les valeurs propres ne peuvent pas se croiser et donc 1’ordre de celles-ci est toujours
le méme. Par ailleurs, les champs associés aux trois valeurs propres sont encore linéairement
dégénérés. Les invariants de Riemann pour ce systéme sont pour la valeur propre u & 7 :

a, u-=+t T™F vu

1%
h )
et pour la valeur propre u :

u.

La valeur propre u étant de multiplicité deux, on s’attend a ce que le champ associé ait deux
invariants de Riemann linéairement indépendants. Le fait qu’il y ait un invariant manquant
rend le probléme de Riemann sous-déterminé. Il est donc nécessaire de rajouter une équation
au systeme pour rendre bien posé le probleme de Riemann.

On admet que la solution « exacte » du probleme de Riemann pour le systeme de relaxation
(4.103) est composé de deux états intermédiaires W et W, séparés par trois discontinuités de
contact de vitesses uy,— h ,utetu R+ (voir Figure 4.5). Puisque u est continue a travers I'onde
du milieu, on note u* = u} = uj. Cec1 revient a éliminer 1’équation provenant de l'invariant
de Riemann trivial u pour I'onde associée a la valeur propre u. La solution du probleme de
Riemann pour (4.103) s’écrit alors

(hL,hLUL,hLWL,hLaL) siZ<up— ﬁ’
T . v .
x (hy,hju* hymy,hiar) stur, — - < 3 <u
e (50200 2) s <
t (Wg hpu™, Rpmp, hrar)™  siu® < § <ur+ 45,
(hRahRUR,hRWR,hRaR) siup + ﬁ <z
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|4

’LLL—E UR"‘%

FIGURE 4.5 — Structure de la solution « exacte » du probleme de Riemann pour le systéeme de
relaxation (4.103)

Il reste alors cinq inconnues intervenant dans ce probleme de Riemann : h}, u*, 77, h}; et
7. Or il n’y a que quatre équations pour assurer la continuité des invariants de Riemann. Il
manque bien une équation pour fermer le systeme.

Afin d’assurer que le solveur obtenu est well-balanced (ce qui sera vérifié plus loin dans les
propriétés du schéma), on choisit de rajouter I'équation provenant de la définition de I’équilibre
local (4.5), c’est-a-dire

TR =T = gL the ; i

On obtient alors le systeme composé des cinq équations suivantes :

(ag —ar). (4.105)

v . U

up — — =u"— —
hr, hy’
v 7

UR+h—:U +h_*’
R R

L 4+ vup =77 + vu’,
TR — VUR = TR — vu’,

. . hr + hg
TR — T = —gT(aR —ar).

On peut alors résoudre le systeme et on trouve

ut =T — m — QEM, (4.106)
v 2v
n;, =7+ v(ug —u*), (4.107)
Tr =TR+v(u" —ug), (4.108)
1 1 u* —uy,
—_ =t — 4.109
ki hp * v ( )
1 1 uR —u*
— = 4.110
hy  hr + v ( )

Le choix de l’équation (4.105) pour fermer le systéme peut paraitre arbitraire. Avant de
présenter le schéma associé a ce solveur de Riemann et de montrer qu’il possede toutes les
propriétés requises, on va justifier le choix de 1’équation (4.105) en introduisant un nouveau
modele de relaxation.
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4.4. Méthodes de relaxation

Reformulation en un modéle completement déterminé

Comme on I'a vu précédemment, la notion de solution du systeme (4.103).— , est ambigiie.
Cela est lié au fait qu’il manque un invariant de Riemann au systéme. Nous allons introduire
un nouveau modele de relaxation plus large, qui possede un ensemble complet d'invariants de
Riemann et qui admet la « méme » solution du probleme de Riemann.

Pour cela, on introduit deux nouvelles variables X~ et X qui vont toutes les deux étre
relaxées vers h. Ces deux variables sont transportées respectivement a la vitesse u — § et u + 6,
o 6 > 0 est un parametre suffisamment petit. On obtient le modele de relaxation suivant
composé de six équations (N = 6)

8th + Bxhu = O,

X +XT
Orhu + Oy (hu® + ) = —g%

e + Oy (u(hr + 12)) = g(gh2/2 _ ),

Oa,

h (4.111)
Ocha + Oyhua = E(Z —a),

OhX™ + 0zhuX™ = 6h0, X~ + g(h - X7),

>

OhXtT + 0,huXt = —6h0, X+ +

\ g(h-X*).

On peut écrire ce systéme sous la forme (4.89) avec
W = (h, hu, hm, ha, h X~ ,hX )T,
F(W) = (hu, hu? + 7, u(hm + %), hua, u X~ huX )T
SW) = <o, X 0.0.6h0, X —5h8$X+>T ,
R(W,Z) = (0,0,0,h(gh*/2 — 7),h(Z — a),h(p — X ), h(p — X ))T.
L’ensemble des vecteurs admissibles est

O = {W = (h,hu, hr,ha,h X~ ,hX ") € R® h > 0} .

La matrice Q représente a nouveau la projection sur les deux premiéres coordonnées. La fonc-
tion déterminant I'équilibre est £(w, Z) = (h, hu, gh® /2, hZ, h?, h*)T et la variété d’équilibre est
définie par

M ={W = (h,hu, hr,ha, h X~ ,hX ") m = gh?*/2,a = Z, X~ =h, X" =h}.

On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (h,u,m,a, X, X T Le systeme de
relaxation (4.111).—4~ se réécrit alors sous la forme quasi-linéaire

aU + A(U),U =0,

ot la matrice A(U) est donnée par

w ho 0 0 0 0
0 u 1/h ¢XFXE 0 0
0 v2/h w 0 0 0
AU) =
@=1o 0 o u 0 0
0 0 0 0  u-48 0
0 0 0 0 0 wu+d
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Si § est choisi suffisamment petit, ce systéme est hyperbolique en tout point de O. Il admet
u comme valeur propre double et u & § et u £+ 7 comme valeurs propres simples. Les vecteurs
propres associés a la valeur propre u sont :

0

0
X +X+

2

-1

0

0

9

OO OO o=

VIS v .
Le vecteur propre associé a la valeur propre u &  est:
h2
+v
1/2
b

0
0
0

alors que ceux associés aux valeurs propres u — 6 et u + J sont respectivement

et

O R O O O O
— o O O OO

Pour que les valeurs propres ne se croisent pas, il suffit de choisir ¢ tel que 6 < 7. L'ordre des
valeurs propres est alors fixe :

V< f<u<u+d< +V

Toutes les valeurs propres sont associées a des champs linéairement dégénérés. Les invariants
de Riemann sont pour la valeur propre u :

X+ Xt
w, X, XT, 7T+g+a,
pour la valeur propre u + 7 :
- n v
a, X, X7, uiﬁ, T F vu,

pour la valeur propre v — 9 :

pour la valeur propre v — 9 :
h’ u’ 7T’ a’ X_?

Contrairement au systeme (4.103) , ce systeme a donc un ensemble complet d’invariants de
Riemann. Ceux-ci vont donc permettre de déterminer de maniere complete la solution du pro-
bleme de Riemann.

La solution du probleme de Riemann pour le systéme (4.111).—, , est composée de quatre
états intermédiaires séparés par cinq discontinuités de contact (voir Figure 4.6). Apres avoir
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4.4. Méthodes de relaxation

uL—V/hL

UR + I//hR

FIGURE 4.6 — Structure de la solution exacte du probleme de Riemann pour le systeme de re-
laxation (4.111)

*

éliminé les relations liées aux invariants de Riemann triviaux , il reste cinq inconnues : h}, h},,

u*, 7} et 7y, Les équations données par les invariants de Riemann u + ; et 7 Fvu pour les ondes

u + % nous donnent quatre équations qui étaient déja présentes dans le précédent modele. Le
. . . . . . - +

dernier invariant de Riemann non trivial, = + g%a pour 'onde u nous donne

*

. Xy + X5
TRy = g

2
Si l'on suppose que la condition initiale appartient a la variété d’équilibre M, alors on a
X} =hp et X5 = hp et I'équation (4.112) est identique a la derniére équation (4.105) du sys-
téme précédent. Par conséquent, les vecteurs

(ag —ar). (4.112)

X
OWr <?5(wL7 Z1), Zr,E(wr, ZR), ZR)

pour les systemes de relaxation (4.103) et (4.111) sont égaux. Notons que dans la dérivation du
schéma de relaxation, la donnée est supposée a 1'équilibre au début de chaque pas de temps.
Les deux systeme meénent donc au méme schéma numérique.

Le schéma de relaxation

Maintenant que 1'on connait la solution exacte du probleme de Riemann pour le systeme
de relaxation (4.111), on en déduit un schéma numérique en suivant la technique présen-
tée dans la partie 4.4.1. Notons qu’en pratique, le parametre v est choisi localement pour
chaque probleme de Riemann Wx (£, Wi, Zr,, Wg, Zr), de maniere a satisfaire la condition
sous-caractéristique de Whitham (4.101), ainsi que les conditions nécessaires a la robustesse
qui seront présentées plus loin. On notera v; ;5 le parametre utilisé dans le probleme de Rie-
mann Wr (£, W/, Z;, W1, Zit1).

Le schéma de relaxation est décrit par la proposition suivante.

Proposition 4.23. Le schéma de relaxation associé au modele de relaxation (4.111) s’écrit

n n At At n n ZZ — Zi—l n n ZZ 1— ZZ
w; = w; — Ar (fz‘+1/2 - fi—1/2) + ) (S(wi—lawi )Tx + s(wj 7wi+1)+AT )
(4.113)
oit le flux numérique est défini par
fiv12 = fwi's Ziswity, Zig1), (4.114)
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) T
1 - . v
<hLuL7hLU% + 7 — §gh[Z]> stur — g > 0,

1 N\
(h*Lu*, hE (u*)? + 75 — §gh[Z]> siur, — 7 <0 <u’,

f(wL, ZL, WR, ZR) = 1 _ T (4115)
(h’fqu*, Wy (u*)? + 75 + 5gh[Z]2 siu* <0 <ugr+ g,
1 - , ,
<hRuR,hRu%+WR+ §gh[Z]> stugr + - <0,
et le terme source numérique est défini par
s(wp,wr) = (0, —gE)T. (4.116)
De plus, le schéma (4.113) est consistant avec (4.3).
Démonstration. Ecrivons le systeme (4.111).— sous la forme
oW 4+ 0, F(W) = S(W). (4.117)

On note Wx, la solution exacte de ce systeme pour la condition initiale
Wag(x, t™) =W =E(w, Z;) siz e K.

On peut alors intégrer (4.117) sur le rectangle K; x [t",t" 4+ At] pour obtenir

n

t" At t"+At
+/ F (Wag(i—1/2,1) dt+/ / S (Wae(z,t)) dtdz.
t tn

n

th+ At
/ Wag(x, t" + At)dr = / Wag(z, t")dx — / F (WAI(:Ui+1/2,t)) dt
K; K; t

En utilisant ’auto-similarité de la solution du probleme de Riemann, on en déduit

At
WinH Wn__( (WR(OW Zi W+1, z+1))_F(WR(OW Zi-1, Wi, Z )))

Az
t"+At
/ / S (Wag(x,t)) dtdz.
tn

On multiplie cette équation par Q et, puisque w’ = QW7 et w*' = QW+, on trouve

At
wth =Wl — Ar (QF (Wr (0, W, Z;, W]\, Zit1)) — QF (Wr (0, W]".1, Zi 1, W}*, Z;)))

t”—i—At
/ / S (Waz(z,t)) dtdz, (4.118)
t

Avant d’évaluer le terme source, on rappelle la formule des sauts (voir par exemple [110]).
Soit f une fonction C! par morceaux dont les discontinuités sont situées aux points (z;)ics.
Pour chaque i € I, onnote o; = f(z;) — f(z; ) le saut de la fonction f au point z;. On note { f}
la fonction définie presque partout et qui est égale a la dérivée au sens usuel de f en chaque
point ou celle-ci est dérivable. Alors la dérivée de f au sens des distributions, notée f’, vérifie
la formule des sauts :

F={+>0ibu, (4.119)
icl

ol 0, est la distribution de Dirac au point x;.
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On va ensuite découper l'intégrale du terme source en deux :

t”—i—At
Aw/ / S Wag(z,t)) dtde = At (STWy, Zi, W, Zi) + S~ (W, Zi, W1, Ziga))
tn

(4.120)
ot les fonctions S* sont définies par

S (WL, ZLa WRa ZR)

AtAx /Aa:/Q ) 25 <WR <%’ Wi, 21, Wr, ZR))) didz,

SY(Wr,Zy,Wg, Zg) = AL

En utilisant les définitions de S et de Q dans le cas du systéeme (4.111), on a

/OA:B/2 OAt QS (WR (%,WL,ZL, Wk, ZR))) dtdz.

X +x+t_\"
#aﬂo .

QS(W) = (o, S

Dans un premier temps, on s’intéresse a la solution du probleme de Riemann dans le rec-
tangle [-Axz/2,0] x [0, At]. Si u* > 0 alors a est constante, donc
8™ (Wi, Z, Wr, Zr) = (0,0)"

Si u* < 0, alors a nest discontinue que le long de la droite de vitesse u* et X~ et X restant
constantes le long de cette droite (voir Figure 4.7), on trouve par la formule des sauts

XE +XEGR—G,L T
2 Ax '

S™(Wr,Z1,,Wr, ZR) = <07 -9

Pour des états W, et Wg dans la variété d’équilibre M, on a XZr = hr, Xp = hg,ar = Zp et
ar = Zp. Les états E(wr,, Z1,) et E(wpr, Zr) étant par définition dans la variété d’équilibre M,
on a donc

T
S™ (g(wL,ZL),ZL,g(U)R,ZR),ZR) = <0 — h[AZ1].> .

On peut unifier les cas v* < 0 et u* > 0 par la formule

1 _ T
S™(E(wr, Z1), 21, E(wr, ZR), ZR) = <0, %gh%> ;

ot l'on a noté

-1 siz <O,
BT =31 Geso

On procede de la méme fagon dans le rectangle [0, Az /2] x [0, At]. Si u* < 0, 'inconnue a
est constante dans le rectangle , donc

ST(Wr, Zr,Wr, Zg) = (0,0)T.

Siu* > 0, on trouve par la formule des sauts

XE +XE aR — aL>T

+ VA Zr)=(0,—
S (WLa LaWRa R) <07 g 2 AI’
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aR ar,

FIGURE 4.7 — L'inconnue a dans le probléme de Riemann pour le systeme (4.111) — Gauche : cas
u* < 0. Droite : cas u* > 0

Puisque &(wr, Z1,) et E(wr, Zr) sont dans la variété d’équilibre M, on en déduit

T
S+ (E(WL, ZL), ZLaE(WR’ ZR)’ ZR) - (0’ —gE[A—Z.Y]J> ’

On trouve finalement la formule générique pour S+ :

sgn(u*) +1 —[Z]\7
S+ (g(wL,ZL),ZL,E(U}R,ZR),ZR) =(0,— & ( ) ghu .
2 Ax
En rappelant que W* = £(w}, Z;), on déduit de (4.120) que l'intégrale du terme source
s’écrit

1 th At At n o Zi — Li—1 w o Ziv1— Zi
E /KZ /n Qs (WA{L'(x)t)) dtdz = 7 <s(wi1,wi )T + S(’U)i ’wiJrl)T)
A

t
t <O Sgn(uf—uz)gh?_l + A} Sgn(“;+1/2) hi + ki

2 2

(Zi = Zi—1) —

T
- = Zin -2 .
Az 2 2 (Zia )>

ou s(wr, wr) est défini par (4.116). En injectant cette équation dans (4.118), on trouve

w; T =Wy — Az (fi+1/2 - fi—1/2) + ) Wi—1,W; Az + S(W?,wznﬂ)

At At Zi — Zi1
n+l _ . n n n 7 A
A (st up) 252 -

Ziy1 — Zi>

ol le flux numérique est défini par (4.114) et

* T
flwr, Zp,wr, Zr) = QF (Wg (0,&(wr, Z1), Z1, E(WR, ZR), ZR)) — (07 SgHQ(u )QE[ZO :

Il reste a montrer que ce flux numérique peut se réécrire sous la forme (4.115), ce qui se voit
facilement d’apreés la structure du probleme de Riemann (voir Figure 4.5).

Enfin, la consistance du terme source est immédiate d’apres (4.116). Concernant la consis-
tance du flux numérique, si w;, = wrp = wet Z;, = Zr = Z, on déduit aisément des équations
(4.106) a (4.110) que w} = wj = w. La formulation (4.115) du flux numérique implique alors

flw, Z,w, Z) = f(w).
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Propriétés vérifiées par le schéma
Commencons par montrer que le schéma est well-balanced.

Proposition 4.24. Le schéma (4.113) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z on a

ul =0 et hlfﬁrl + ZZ'+1 = h? + Zia

)

alors wit! = w?, Vi € Z.

Démonstration. Soient (wr,, Z1,) et (wgr, Zr) deux états vérifiant 1’équilibre local (4.5). D’apres le
lemme 4.21, il suffit de montrer que

E(wr, ZL) sig <O,

Wr(&, E(wr, Z1), Z1,,E(WR, ZR), ZR) = {S(wR Zn) Si€> 0.

Par définition de la fonction £ et puisque [h] = [Z], les états W, = E(wr,, Z1) et Wr = E(wr, ZR)
vérifient
TR — 7L = gh%/2 — gh3 /2
= —g[h][Z]
= —glhl[al.

D’autre part, on a u;, = ug = 0. On déduit de I'équation (4.106) que u* = 0. Les équations
(4.107) a (4.110) impliquent alors

T =7L, Tp=7R, h}=hy, hj=nhg,
doncwj = &(wr,, Z1) et wy, = E(wg, Zgr), ce qui conclut la preuve. O

On montre maintenant que le schéma est robuste sous certaines conditions sur la constante v.

Proposition 4.25. Supposons que la constante v, | ; assure que les valeurs propres du systeme vérifient

Uordre suivant :

o Vit1/2 Vit1/2

i R < u;‘k+1/2 <wuiyy + nr, (4.121)
Si la condition CFL As .
ar n iF1/2 <
Az ez | T TR | T2

est vérifiée, alors le schéma (4.113) est robuste.

Démonstration. D’apres le lemme 4.22, il suffit de montrer que pour tous Wy, et Wgr dans O et
tous Zr, et Zr dans R, ona W} € O et W} € O. Cela revient a montrer que i} > 0 et h, > 0.

En utilisant la continuité des invariants de Riemann u + 7 pour les ondes u + 7, on déduit
que I'hypothese (4.121) se réécrit de fagon équivalente

v v
Ut - — <ut <ut A+ .
hL hR

En conséquence, imposer (4.121) revient a imposer h} > 0 et h, > 0. On en déduit immédiate-
ment la robustesse attendue. O

Remarquons qu’imposer les inéquations (4.121) revient a assurer la positivité de deux poly-
ndmes du second degré en v tendant vers +o0o quand v tend vers +oo.

133



CHAPITRE 4. SCHEMAS WELL-BALANCED POUR DES SYSTEMES AVEC TERME SOURCE

4.4.3 Schéma de relaxation avec transport de topographie pour les équations de
Ripa

On utilise maintenant la technique précédente pour construire un schéma de relaxation well-
balanced pour approcher les équations de Ripa (4.6). On ne présente pas ici le modele de Suliciu
qui comporte les mémes difficultés que pour les équations de Saint-Venant. On introduit donc
directement la version modifiée de ce modele ot1 I'on transporte le terme de topographie a la
vitesse u. Il manque alors une équation pour déterminer la solution du probleme de Riemann
et 'on considere une linéarisation de 1’équation régissant 1’équilibre local. On montre enfin que
le schéma obtenu est en fait dérivé d'un autre modeéle de relaxation completement déterminé.

Modéle de relaxation avec transport de topographie

On introduit une nouvelle variable a qui sera transportée a la vitesse u et relaxée vers la topo-
graphie Z. On obtient alors le modeéle de relaxation suivant :

Oh + 0 hu = 0,
Oihu + 0y (hu® + 1) = —ghf0,a,
Buh + Ophuf) = 0, (4.122)

Othr + Oy (u(hm 4+ v?)) = g(ghQH/Q — ),
Oha + Ozhua = 2(Z — a).

Ce systeme entre dans le formalisme introduit dans la partie 4.4.1 avec
W = (h, hu, hf, h, ha)T

F(W) = (hu, hu® + 7, huf, u(hr + v?), hua)7
S(W) = (0, —gh#d,a,0,0,0)T,
R(W, Z) = (0,0,0,h(gh*0/2 — 7),h(Z — a))T.
L’ensemble des états admissibles pour ce systeme est

O = {W = (h,hu, h8, hr,ha)" € R%,h > 0,6 > 0} .

La matrice Q représente la projection sur les trois premieres composantes de W :

1 0 00
Q=101 0 0
0010

o O O

La fonction déterminant 1’équilibre est
E(w, Z) = (h,hu, hd, gh*0/2,hZ)T
et la variété d’équilibre est définie par

M = {W = (h,hu, h9, hr, ha)" 7 = gh*0/2,a = Z} .

On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (h,u, ,7,a)’. On peut alors réécrire
le systeme (4.122).— . ~, sous forme quasi-linéaire

aU + A(U)d,U =0,
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ot1 la matrice A(U) est donnée par

w h 0 0 0
0 w 0 1/h g8
AU)=10 0 u 0 0
0 v2/h 0 u 0
0 0 0 0 w

Ce systeme est hyperbolique en tout point de O, avec pour valeurs propres u de multiplicité
3 et u + 7, chacune de multiplicité 1. L'ordre des valeurs propres est toujours le méme et les
champs qui leur sont associés sont tous linéairement dégénérés. Les invariants de Riemann
pour ce systeme sont pour la valeur propre u + 7 :

v
0, a, uiﬁ, TFru

et pour la valeur propre u :
U.

Comme dans le cas des équations de Saint-Venant, il manque un invariant de Riemann pour
l'onde u. En effet, celle-ci est de multiplicité 3 et on pourrait s’attendre a ce qu’elle ait deux
invariants de Riemann. Une équation supplémentaire sera donc nécessaire pour que le systéme
soit completement déterminé

uL—ﬁ uR—FhLR

FIGURE 4.8 — Structure de la solution « exacte » du probléme de Riemann pour le systeme de
relaxation (4.122)

On admet que la solution « exacte » du probléeme de Riemann pour le systéme de relaxation
(4.122).— 1 o est composé de deux états intermédiaires W et W}, séparés par trois discontinuités
de contact de vitesses uy, — %, u* etup + ﬁ (voir Figure 4.8).

Apres avoir éliminé les invariants de Riemann triviaux (dont celui pour I'onde v qui amene
a définir u* = u}, = u}), il reste cinq inconnues : h}, u*, 77, h}; et 7. La solution du probleme
de Riemann pour (4.122) s’écrit

(hpshpur, hpbp, hprp, hpap)™  si§ <wup — %
x RE hEu* W0, hint hiar)!  siup — 4 < E < uf
W (£.1Wi, 20, W Zg) = § (VB 000 B T M) s T <
(W, hpu™, hpOr, Ny, hpar)”  siu® < § <up+ 45,

(hr,hrug, hgOr, hrTr, hrar)’ siug + e < T

Le systéme est pour le moment composé des quatre équations provenant des invariants de
Riemann u + 3 et F vu.
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On choisit de rajouter I'équation provenant de la définition de 1’équilibre local, c’est-a-dire

7 — ) = —ghf[al. (4.123)
On obtient le systeme composé des cing équations suivantes :
v . UV
Uy —— =u — —
L hL hzv

n v .y v
U — = —
R hgr h’{%,7

L 4+ vup = 77 + vu’,
TR — VUR = TR — vu’,
7 — ) = —ghf[al.

On peut alors résoudre le systéme et on trouve

ut=1u— m — gﬁém, (4.124)
2v 2v
;=7 +v(ug —u*), (4.125)
Tp =7r+ v —ug), (4.126)
1 1 v —ur
— = 4.127
R (4.127)
1 1 ugp-—u*
— = : 4128
kR v (4.128)

Avant de présenter le schéma associé a ce solveur de Riemann et de montrer qu’il possede
toutes les propriétés requises, on va justifier le choix de I'équation (4.123) en introduisant un
nouveau modele de relaxation.

Reformulation en un modele compléetement déterminé

On présente maintenant un nouveau systeme de relaxation complétement déterminé et qui va
permettre de justifier le choix de ’équation (4.123).

On introduit quatre nouvelles variables X, X +, Y~ et Y. Les variables X~ et Y~ vont
étre transportées a la vitesse u — § et les variables X ™ et Y seront transportées a la vitesse u+ 4.
Ici, § > 0 est un parametre suffisamment petit. On va alors relaxer les variables X* vers h et
les variables Y+ vers 6. On obtient le modéle de relaxation suivant composé de neuf équations
(N =9)

( O;h + O hu = 0,
Othu + Oy (hu® + ) = —gX_ ;XJF Y- ;Y+ Oza,
Othf + Ozhub = 0,
Otht + Oy (u(hm 4 12%)) = g(gh20/2 — ),
Otha + O hua = S(Z—a), . (4129)
OhX™ 4+ 0,huX™ = 0h0, X~ + g(h - X7),
OhX T + 0 huX ™ = —6h0, X + g(h - X1,
ORY ™ + OphuY ~ = 0hd,Y ™ + Z(@ v,
OhY T + 0,huY T = —6h0,Y T + g(e -Y™").

136



4.4. Méthodes de relaxation

Ce systeme rentre dans le formalisme introduit dans la partie 4.4.1 en posant
W = (h, hu, hf, hw,ha, h X~ ,hX T hY =, hY )T,
F(W) = (hu, hu?® + 7, huf, u(hr + 1), hua, uX ~, huX ", huY ~, huY 7T,

X" +XTY +Y*
2 2

T
S(W) = (0, —g 0,a,0,0,0,6h0, X, —0h0, X+, 0n0,Y —5hamy+> ,

R(W, Z) = (0,0,0,h(gh®0/2 — ), h(Z — a), h(p — X ), h(p — X*),h(6 — Y ), h(8 — Y )T,
L’ensemble des vecteurs admissibles est
O = {W = (h,hu, h, hr,ha, h X, hX T, hY ~,hY )T € R%, h > 0,0 > 0} .

La matrice Q représente la projection sur les trois premieres composantes de W. La fonction
déterminant I'équilibre est

E(w,Z) = (h,hu, h8,gh0/2,hZ, h*, h* ho, he)T
et la variété d’équilibre est définie par

M={WeO,r=gh*0/2,a=2X =h Xt =hY =0Y"=0}.

On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (h,u,0,7,a, X, X7, Y=, YT Le
systeme de relaxation (4.129).— ~, se réécrit alors sous la forme quasi-linéaire

AU + A(U)d,U = 0,

ol la matrice A(U) est donnée par

u h 0 0 0 0 0 0 0
0 u 0 1/h gXFXYY0 0 0 0
0 0 wu 0 0 0 0 0 0
0 v*/h 0 w 0 0 0 0 0
AU)=[0o 0o o0 o u 0 0 0 0
0 0 0 0 0 u—6 0 0 0
0 0 0 0 0 0 u+d 0 0
0 0 0 0 0 0 0 u—-0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 wu—24¢

Ce systeme est hyperbolique en tout point de O pour § suffisamment petit. Ses valeurs
propres sont :

u (triple), w=+ % (simples), wu = ¢ (doubles). (4.130)

Elles sont toutes associées a des champs linéairement dégénérés. 11 suffit de choisir § tel que
d < 7 pour assurer que les valeurs propres ne se croisent pas. Les invariants de Riemann de ce
systeme sont pour la valeur propre u :

X +Xty +Y*
a
2 2 ’

u, X, Xt YT, YT, 714y
pour la valeur propre u + 7 :
a, 0, X, XT, Y, YT, u:l:%, T F vu,
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UR + I//hR

FIGURE 4.9 — Structure de la solution exacte du probleme de Riemann pour le systeme de re-
laxation (4.129)

pour la valeur propre v — 9 :

pour la valeur propre u + 9 :
h, w, 0, m a X, Y.

Le systéme (4.129) possede un ensemble complet d'invariants de Riemann qui permet de carac-
tériser de maniere unique la solution du probléme de Riemann.

La solution du probleme de Riemann pour le systéeme (4.111).— », est composée de quatre
états intermédiaires séparés par cinq discontinuités de contact (voir Figure 4.6). Apres élimi-
nation des invariants de Riemann triviaux, il reste cinq inconnues : h}, h}, u*, 7} et 75. Les
invariants de Riemann u + 7 et m F vu pour les ondes u + £ nous donnent clairement quatre
équations qui étaient déja présentes dans le précédent modele. Le dernier invariant de Riemann
non trivial, = + g%ﬁ %Wa pour 'onde u nous donne
Xp+ XYy +Y

5 5 (agr —ar). (4.131)

* *
TR — T =—49

Cette équation coincide avec la derniere équation (4.123) du précédent modele dés que la condi-
tion initiale appartient a la variété d’équilibre M. Les solution du probleme de Riemann de
chacun des deux modeles sont donc « identiques » pour des données a I'équilibre.

Le schéma de relaxation

Connaissant la solution du probleme de Riemann pour le systeme (4.129).— 1, on en déduit
un schéma de relaxation que 1’on présente dans la proposition suivante.

Proposition 4.26. Le schéma de relaxation associé au modéle de relaxation (4.129) s’écrit

At At Zi — Zi_ 7z 7
n+1 n n n % i—1 n n i+1 g
with = wit = = (fipr2 = ficrp) + 5 <S(wi1,wi )=, sl i) —— |,
(4.132)
oit le flux numérique est défini par
fiv12 = fwi's Ziswity, Zig1), (4.133)

138



4.4. Méthodes de relaxation

T
1 - ) .
(hLULahLU% + 7T — §gh0[Z],hLuL9L> stuy, — he > 0,

1 T
Tu*, hy(u +7TL—§gh9 ,hiu™ 9L> stur, — - <0 <w’,
fwr, Zp,wr, ZR) =

1 T
<h u*, hp(u —|—7TR+2gh9 , hpu™ 93) siu* <0 <up+g,
( T

hRuR,hRuR+7TR+ gh&[ ]hRuRGR> szuR—i—h <0,

(4.134)
et le terme source numérique est défini par
s(wp,wr) = (O, —ghd, O)T. (4.135)
De plus, le schéma (4.132) est consistant avec (4.6).
Démonstration. Ecrivons le systeme (4.129).— sous la forme
OW + 0, F(W)=S(W). (4.136)

On note Wx,, la solution exacte de ce systeme pour la condition initiale
Wag(z, t") =W =&}, Z;) sixz € K;.
On peut alors intégrer (4.136) sur le rectangle K; x [t",t" 4+ At] pour obtenir
tF AL

/ Wag(x, t" + At)dr = / Wag(z,t")dx —/ F (WAm(azHl/Q,t)) dt
K; K; t

n

th At t”+At
+ / (WAx( Li— 1/27 dt + / / WAx(x7 t)) dtdx.
t tn

n

En utilisant ’auto-similarité de la solution du probléme de Riemann, on en déduit

At
Wit =W — AL (1 (0.0, 2 Wiy Zisa)) — F (W (0.W 1, Zi1. W2 21)))

Az
t”JrAt
/ / S (Waz(x,t)) dtdz.
tn

On multiplie cette équation par Q et, puisque w} = QW et w't* = QW !, on trouve

At
whtl = w? — A_ (QF (WR (O Wn Z; W+17 Z-H)) — QF (WR (0 W Zi_ 1,Win,Zi)))

3 3

tn+At
/ / S (Waz(z,t)) dtdz, (4.137)
tn
On découpe ensuite I'intégrale du terme source en deux :

t”JrAt
Am/ / S (Wag(z,t)) dtde = At (ST(Wy, Zia, W, Z) + S~ (W], Zi, W1 Ziga))
tm

(4.138)
ot les fonctions S* sont définies par

S (WLa ZL, WR, ZR)

AtAa: /Am/2 : o <WR <§’ Wr, 21, We, ZR))) didz,  (4139)
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1 Ax/2 At T
ST Wi ZuWeZe) = 5pnz [ [ 08 (Wa (W20 Wa Z0)) ) ded,
0 0

En utilisant les définitions de S et de Q dans le cas du systeme (4.129), on a

X 4+ Xty +Y* T
i i 836@,0) .

QS(W) = (0, —g 5 5

Dans un premier temps, on s’intéresse a la solution du probleme de Riemann dans le rec-
tangle [-Az/2,0] x [0, At]. Si u* > 0 alors a est constante, donc
S~ (Wy,Zp,Wgr,Zr) = (0,0, O)T.

Siu* < 0, alors a n’est discontinue que le long de la droite de vitesse u* et les inconnues X,
XT,Y~ et YT restant constantes le long de cette droite, on trouve par la formule des sauts

XZ —{—XEYLJF—FYECLR—CLL 0>T

~(Wp, Z Zn) = (0, -
S (WL, LaWRa R) (05 g 2 2 ACE

Pour des états Wy, et Wg dans la variété d’équilibre M, on a XZr = hr, Xp = hg, YLJr =0,
Y, = 0r,ar = Zr et ap = Zg. Les états E(wy, Z1) et E(wr, Zr) étant par définition dans la
variété d’équilibre M, on a donc

[z T
S (&(wr, Z1), Z1,E(WR, ZR), ZR) = (0, —gh@L—i,O) .
On peut unifier les cas v* < 0 et u* > 0 par la formule
-1 (7] \"
ST (S(UJL, ZL)’ ZL,E(ZUR, ZR)a ZR) = (0’ %ghaga 0> . (4140)

On procede de la méme fagon dans le rectangle [0, Az /2] x [0, At] pour trouver

* T
S+ (g(wL,ZL),ZL,S(’U)R,ZR),ZR) = <0’_%959—%’0> .

En rappelant que W* = £(w?, Z;), on déduit de (4.138) que l'intégrale du terme source
s’écrit

1 At At n n Zi — Zi1 0 n Zi1 — Z;
Az ‘/I(z i QS (Wag(z,t)) dtde = - <s(wi_1,wi )Tx + s(w! ’wi+1)T>

At 0 sgn(u;_y ) h' 4+ hI 0T |+ 6!
Az \ A 2

(Z; — Zi—1)

T
sgn(ul, 1 5) R+ A%, 07 + 7
_ 2z+1/2 g . i+1 i . Z+1(Zi+1 ~z)0| |

ol s(wr,, wr) est défini par (4.135). En injectant cette équation dans (4.137), on trouve

At At Zi— Zi_ Ziv1 — L
n+1 n n n (2 i—1 n n Z+1 7
w; = w; — Ar (fi+1/2 - fi—1/2) + b (3(%—17%‘ )Tx + s(wj 7wi+1)Tx> )
ol le flux numérique est défini par (4.114) et

T

f(wL,ZL,wR,ZR) = QF (WR (O,S(wL,ZL),ZL,S(wR,ZR),ZR)) — <0, %959[2]70
(4.141)
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Il reste a montrer que ce flux numérique peut se réécrire sous la forme (4.134), ce qui se voit
facilement d’apres la structure du probleme de Riemann (voir Figure 4.8).

Enfin, la consistance du terme source est immédiate d’apres (4.135). Concernant la consis-
tance du flux numérique, si w;, = wr = w et Z;, = Zg = Z, on déduit aisément des équations
(4.124) a (4.128) que w} = wy = w. La formulation (4.134) du flux numérique implique alors

flw, Z,w, Z) = f(w).
|

Pour conclure la présentation du schéma, on montre un résultat qui sera utile pour l'exten-
sion en deux dimensions d’espace.

Lemme 4.27. Supposons que la condition CFL

R s g, — v/l I+ v/l < & 414
est vérifiée, ol v est la linéarisation de l'impédance acoustique utilisée dans le probleme de Riemann
Wr(§ Wi, Z1,Wr, ZR).

Alors le flux numérique f et le terme source numérique s vérifient l'identité suivante :

s\wr,w AIE
Flws. Zgwn. Zg) - "L )~ ) + Sy
1 0
_ E /Am/g QW’R (At E(ZUL,ZL),ZL,E(ZUR,ZR),ZR> dx. (4143)

Démonstration. Pour simplifier les notations, on introduit Wy, = £(wy, Z1,) et Wr = E(wr, Zr).
Les définitions (4.141) du flux numérique f et (4.135) du terme source numérique s impliquent

s(wLQ, WR) 7]

* T
Flwr, Z1,wr, Zr) — — QF (Wg (0, W5, Z1,Wg, Zr)) — <o, Sgr;(“ )gﬁe‘[Z],())

1 T
que l'on peut réécrire sous la forme

UL UR) ) — QF (Wi (0.Wy 22 Wi, Z8)

—<o,%ghe[ 1,0 )T.

f(wL, ZL, WR, ZR) -

En utilisant les équations (4.139) et (4.140), on obtient

s(wr, wr) 7]

f(wL7ZL7wR7ZR) - 2

= QF (Wgr (0,Wr, Z, WR, ZR))
1 0 At
_ —/ oS (WR (f Wi, Z1, W, ZR))> dtdz. (4.144)
Az /2 t

D’autre part, en intégrant la solution exacte du probleme de Riemann pour le systeme
(4.129) sur le rectangle [—Ax/2,0] x [0, At], on trouve grace a la condition CFL (4.142) :

0 Az At
/A / Wr (A ,WL,ZL,WR,ZR> dz — —WL v [ F(Wr(0,Wr, Zr, Wr, Zr)) dt
—Ax/2

At
— AtF(Wr) = / / WL, Z1. Wk, ZR)) dtda.
Ax/2
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En multipliant a gauche par Ait Q, on en déduit

1 0 At T
OF (W (0. We, 21, Wi, Za)) — 5 / . / 05 (Wr (%, W1, 7, Wi, Zr) ) did
—Azx/2J0

Az 1 0 T
_ = Weo (— W;:.Z: Wp.Z )
—QF(WL)—F2:tQWL ft/ m/2Q R(:t, Ly 2L, WR, R)dx

Les propriétés (4.92) et (4.90) permettent alors d’écrire
1 0 At T
QF (Wr (0, Wy, Z1, W, Zr)) — / / Qs (Wr (5, Wi, 2, Wi, Zg) ) didz
At —Az/2J0 t

Az 1 /9 x
_ e o b We (£ Wi, 2. We. Zr ) dz.
Flwr) + 575we At/_m/gg R(At’ Ly 4L, WR R) v

En injectant cette relation dans (4.144), on trouve le résultat attendu. O

Propriétés vérifiées par le schéma
On établit d’abord que le schéma est well-balanced.

Proposition 4.28. Le schéma (4.132) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z on a

R | )20" h™)207 Rl + Rl 07 4 0

u =0 et
alors wt! = w?, Vi € Z.

Démonstration. Soient (wy,, Zr,) et (wr, Zr) deux états vérifiant I’équilibre local (4.10). D’apres
le lemme 4.21, il suffit de montrer que

E(wr, ZL) sig <O,
Wi(&, E(wr, Z1), 21, € (wis Zr), Zr) =
R(& E(wr, Z0), Z1, E(WRs ZR), ZR) {5(103,23) si& > 0.

Par définition de la fonction € et puisque [h20/2] = —hf[Z], les états W, = E(wy, Z1) et Wg =
E(wr, Zg) vérifient

7] = [gh%0/2
= —ghf[Z]
= —ghf[a].

D’autre part, on a u;, = ur = 0. On déduit de I'équation (4.124) que v* = 0. Les équations
(4.125) a (4.128) impliquent alors

] =T, Tp=mRr, h} =hy, hEL=hg,
ce qui conclut la preuve. O

Montrons maintenant que le schéma est robuste.

Proposition 4.29. Supposons que la constante v;_, , assure que les valeurs propres vérifient I'ordre

suivant : Viers Vis1/o
(3 KA
i T T S Ujyypo < Uiyr + WY (4.145)
i i+1
Si la condition CFL A
t n iF1/2 1
= + < =
Az I?eazx v R | T2

est vérifiée, alors le schéma (4.132) est robuste.
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Démonstration. D’apres le lemme 4.22, il suffit de montrer que pour tous Wy, et Wgr dans O
et tous 7y, et Zr dans R, on a W} € O et W} € O. Puisque les valeurs de 6 dans les états
intermédiaires sont toujours soit 7, soit 0, il suffit de montrer que h; > 0 et hj; > 0. En
utilisant la continuité des invariants de Riemann u =+ 7 pour les ondes u + 7, on déduit que
I'hypothese (4.145) se réécrit de fagon équivalente

v v
- — < uF<uF 4+ —.

ht Ik

En conséquence, imposer (4.145) revient a imposer h} > 0 et b, > 0. On en déduit immédiate-
ment la robustesse attendue. O

444 Schéma de relaxation avec transport de gravité pour les équations d’Euler
avec gravité

Le but de cette partie est de construire un schéma de relaxation well-balanced pour les équa-
tions d’Euler avec gravité (4.11) pour une loi de pression générale (4.12). Le modele de Suliciu
présentant les mémes difficultés que pour les autres systémes, on introduit la version modifiée
ou l'on transporte le terme de gravité a la vitesse w.

Modele de relaxation avec transport de gravité

On introduit une nouvelle variable a qui va étre transportée a la vitesse u et relaxée vers le
terme de gravité Z(z) = z. Cela mene au modele de relaxation suivant :

atp + 8;;;,0U - Oa
Orpu + ax(pUQ + 77) = —gpdza,
WE + 0y (u(E + 7)) = —gpudsa, (4.146)

h
O + Oy (u(pr + %)) = —(p(p, €) = 7),
Ocpa + Ozpua = g(Z —a).

Ce systeme entre dans le formalisme introduit dans la partie 4.4.1 avec
W = (p, pu, E, pr, pa)”,

F(W) = (pu, pu? + 7, u(E + ), u(pm + v?), pua)T,

S(W) = (0, —gpdya, —gpudya,0,0)T,
R(W,Z) = (0,0,0,h(p(p,€) — 1), h(Z — a))".

L’ensemble des états admissibles pour ce systéme est
1
0= {W = (p,pu, E, prr,pa)l € R®,p>0,E — §pu2 > 0}.

La matrice Q représente la projection sur les trois premieres composantes de W' :

100
Q=101 0
0 01

o O O

0
0
0
La fonction déterminant 1’équilibre est

E(w,Z) = (p, pu, E, pp(p,e), pZ)"
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et la variété d’équilibre est définie par

M ={W = (p, pu, E, prr, pa)” ;7 = p(p,e),a = Z} .

On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (p,u, e, T, a)’. On peut alors réécrire
le systeme (4.146).— - sous forme quasi-linéaire

AU + A(U)d,U = 0,

ol la matrice A(U) est donnée par

v p 0 0 O
0 w 0 1/p g
AU)=10 @/p v 0 0
0 v*/p 0 u O
0 O 0 0 wu

Ce systeme est hyperbolique en tout point de O, avec pour valeurs propres u de multiplicité
3 et u £ 7, chacune de multiplicité 1. L'ordre des valeurs propres est toujours le méme et les
champs qui leur sont associés sont tous linéairement dégénérés. Les invariants de Riemann
pour ce systeme sont pour la valeur propre u & %

7.(.2

v 2
a, u+t—, TFru, 1/6—7

et pour la valeur propre u :
u.

Il manque un invariant de Riemann pour 'onde u. En effet, celle-ci est de multiplicité 3 et 1'on
pourrait s’attendre a ce qu’elle ait deux invariants de Riemann. Une équation supplémentaire
sera donc nécessaire pour que le systéme soit completement déterminé

|14

14
urL PL

FIGURE 4.10 — Structure de la solution « exacte » du probléme de Riemann pour le systeme de
relaxation (4.146)

On admet que la solution « exacte » du probleme de Riemann pour le systeme de relaxation
(4.146).— 1« est composée de deux états intermédiaires W et W}, séparés par trois discontinui-

tés de contact de vitesses u;, — pLL, u* etugp + pLR (voir Figure 4.10).

Apres avoir éliminé les invariants de Riemann triviaux (dont celui pour I'onde v qui amene
b Afi1 X o * 1 1 . * * * * * * * 1
a définir v* = u} = upy), il reste sept inconnues : h}, u*, e}, 7}, hy, € et 5. La solution du
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probléme de Riemann pour (4.146) s’écrit

(pL7 LuLaE[n LWLpraL)T Sl_ < UL PL
z pLu, BT, ppmrs pra siup, — L < & < ¥,
Wx <_=WL7ZL7WR,ZR) _ (PLsPIL 1 PLTLy PL )T . ! *L zL £ '
t (PR PRUS, Efy PRThs PROR) siu® < <up+ -,
(

PR: PRUR: ER, pRTR, prAR)T 81 up + 2= < ¢

On choisit de rajouter I'équation provenant de la définition de ’équilibre local, c’est-a-dire

TR — T, = —gplal. (4.147)
On obtient le systéme composé des sept équations suivantes :

v
up — — =u* —

1%
—,
PL L

v 7
UR+—:U+—*,
PR PR

L+ vur = 77 + vu’,

2 )2
Vier, — % =12 — (W;J) ,
2 £12
viep — %?/ = v2ef — (775) ,
TR — 7L = —gpla]

f=u—— —gp— 4.14
uw=u- o 9hs (4.148)
n; =7+ v(ug —u*), (4.149)
TR =7r+v(u" —uR), (4.150)

1 1 *—

—=— = (4.151)
P, PL v

1 1 —u*

—=—+2 (4.152)
Pr PR v
*2 2

* Ty, —TL

e =er+ 57 (4.153)
* 2 2
e€r =€er+ 52 (4.154)

Avant de présenter le schéma associé a ce solveur de Riemann et de montrer qu’il possede
toutes les propriétés requises, on va justifier le choix de 1’équation (4.147) en introduisant un
nouveau modeéle de relaxation.
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Reformulation en un modéle completement déterminé

On présente maintenant le systeme de relaxation avec un ensemble complet d’invariants de
Riemann qui permet de justifier du choix de 'équation (4.147). Pour cela, on introduit deux
nouvelles variables X ~ et X ™ qui vont étre relaxées vers p. Ces deux variables sont transportées
respectivement a la vitesse © — § et u + §, ot § > 0 est un parametre suffisamment petit. On
obtient le modele de relaxation suivant composé de sept équations

Op + Ozpu = 0,

dipu + O (pu® + ) = —9X+X+8xa,

OF + 8, (u(E + 7)) = —g%ﬁu@ga,

019+ 0u(ulpr + 1) =~ (o, €) — ), (4.155)

h
Orpa + Oy pua = E(Z —a),

h
(9th_ + am/)UX_ = 5,081X_ + g(p — X_),

OipX T + OppuXt = —6p0, X + g(p - X1).
On peut écrire ce systéme sous la forme (4.89) avec
W = (p, pu, E, pm, pa, pX ~, pX )",
F(W) = (pu, pu? + m,u(E + ), u(pm + v?), pua, puX ~, puX T,

X+ Xt X+ Xt
S(W) = (o, e

R(W7 Z) = (0,0,0,h(p(p, e) - W),h(Z - a),h(p - X_),h(p - X+))T'

L’ensemble des vecteurs admissibles est

T
u0,a,0,0,5p0, X, —5,oamX+> ,

1
0= {W: (p,pu,E,pﬂ,pa,pX_,pX+)T eR",p>0F— §pu2 > O}.

La matrice Q représente a nouveau la projection sur les trois premieres composantes de W. La
fonction décrivant I'équilibre est

E(w, Z) = (p, pu, B, pp(p, €), pZ, p*, p*)"
et la variété d’équilibre est définie par
M ={W = (p, pu, E, p, pa, pX~, pX ). w = p(p,e),a = Z, X =p, Xt =p}.
On introduit le vecteur des grandeurs physiques U = (p,u,e,m,a, X, X T Le systeme
de relaxation (4.155).— se réécrit alors sous la forme quasi-linéaire

aU + A(U)d,U = 0,

ol la matrice A(U) est donnée par

u p 0 0 0 0 0
0w 0 1/p g5 0 0
0 w/p u 0 0 0 0
AU)=10 v?/p 0 u 0 0 0
0 0 0 0 i 0 0
0 0 0 0 0 u—0 0
0 0 0 0 0 0 u—+0




4.4. Méthodes de relaxation

Si § est choisi suffisamment petit, ce systéme est hyperbolique en tout point de O. Ses va-
leurs propres sont u + 4 et u & ¥, chacune de multiplicité 1 et u de multiplicité 3. Pour que
les valeurs propres ne se croisent pas, il suffit de choisir ¢ tel que § < 5+ L'ordre des valeurs
propres est alors fixe :

14 14
u——<u—o0<u<u+do<u+-—.
p p

Toutes les valeurs propres sont associées a des champs linéairement dégénérés. Les invariants
de Riemann sont pour la valeur propre u :

X"+ X~
w, w, X, Xt 7T—|—QLCL
pour la valeur propre u &

_ v
a, X7, X7, wut-, wFwvu, vie——
p

pour la valeur propre v — 9 :

pour la valeur propre u + 9 :
p, u, e m a X .

IIn’y a pas d'invariant manquant pour ce systéme. Le probleme de Riemann a donc une unique
solution déterminée par la continuité des invariants de Riemann a travers leur onde respective.

ur, —v/pL

ur +v/pr

FIGURE 4.11 — Structure de la solution exacte du probleme de Riemann pour le systeme de
relaxation (4.155)

La solution du probleme de Riemann pour le systéeme (4.155).— », est composée de quatre
états intermédiaires séparés par cinq discontinuités de contact (voir Figure 4.11). Apres avoir
éliminé les relations liées aux invariants de Riemann triviaux , il reste sept inconnues : pj, Phs

* * * * * 4 : z . . . v
u®, ey, €, T, et Tp. Les équations données par les invariants de Riemann v =+ o F rvu et

2 . 2 . o sg s TR 2
v?e — - pour les ondes u + ;> nous donnent six équations qui étaient déja présentes dans le

précédent systeme. Le dernier invariant de Riemann non trivial, 7 + g%ﬁa pour 'onde u

nous donne

Xp+ X/
2

Si I'on suppose que la condition initiale appartient a la variété d’équilibre, alors on a X; = pr,

et X; = pgr et 'équation (4.156) est la méme que la derniere équation (4.147) du systeme

précédent. Par conséquent, les deux modeles possedent la « méme » solution du probleme de

Riemann pour une donnée a 1’équilibre.

TR — T, =—g¢ (ag —ar). (4.156)
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Le schéma de relaxation

Connaissant la solution du probléeme de Riemann pour le systéeme (4.155).= 0, on déduit un
schéma numérique pour le systéme original (4.11) qui est décrit dans la proposition suivante.

Proposition 4.30. Le schéma de relaxation associé au modele de relaxation (4.155) s’écrit

At At Zi — Z;— Ziv1 — Z;
n+1 n n n (2 i—1 n n Z+1 7
w; = w; — (fz+1/2 — fie 1/2) + b < (wiq, w; )Tx + s(wj 7wi+1)Tx> )
(4.157)
oit le flux numérique est défini par
fiviye = f(Wi, Ziywiia, Ziva), (4.158)

fwr, Zp,wr, ZR) =
1 1 r
(pLuL,pLu% — §gﬁ[Z],uL(EL +7r) — Egﬁu*[Z]> siuy — PLL > 0,
1 T
(pzu*,pz<u*>2 bl - Lgpl2)u (B 4 w}) — pop| ) Siug — £ <0<,
2

1 r
(i o+ i+ Japl21 0 (B4 i)+ 0u(2]) st <0 <t
T

1 _ .
(PRUR,PRU%: + 7R+ §9P[Z] up(Er + mr) + 29Pu [Z]> siug + 55 <0,

(4.159)
et le terme source numérique est défini par
s(wr, wr) = (0,—gp, —gpu*)" . (4.160)
De plus, le schéma (4.157) est consistant avec (4.11).
Démonstration. Ecrivons le systeme (4.155).— 1 sous la forme
oW + 0, F(W)=S(W). (4.161)

On note Wa, la solution exacte de ce systeme pour la condition initiale

Waz(z,t") =W =Ew}, Z;) siz e K;.

7

On peut alors intégrer (4.161) sur le rectangle K; x [t",t" 4+ At| pour obtenir

AL
/ Waz(z, t" + At)dx = / Waz(z, t")de — / F (Wag(iy1)2,1t)) dt
K; K; t

n

AL t"+At
+/ (WAm( Ty 1/2, dt+/ / S (Wag(z,t)) dtdx.
t tn

n

En utilisant ’auto-similarité de la solution du probleme de Riemann, on en déduit

At
W W — AL (F (W (0.7, 20 Wi, Zi)) — F (W (0.W74, 241, WP, 22)))

Az
t"+At
/ / S (Wag(x,t)) dtdz.
tn
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On multiplie cette équation par Q et, puisque w? = QW et w'** = QW/™!, on trouve

At
wit = wl — Az (QF (Wx (0, W, Z;, W1, Ziz1)) — QF (Wr (0, W1, Zi1, W], Z;)))

t“+At
/ / S (Waz(z,t)) dtdz, (4.162)
tn
On va ensuite découper l'intégrale du terme source en deux :

t”JrAt
N / / S (Wag(z,t)) dtde = At (S*(WZ 1 Zic1, W Z) + S~ (W], Z; W+1Zz+1))
x tn

(4.163)
ot les fonctions S* sont définies par

S (Wi, Zr,,Wr, Zg) =

sz [y 25 0 (522t

n 1 AJ;/Q At T

Z ZR) = —— — Z Z dtdz.
ST (Wi, Zr, Wr, Zr) AtAac/o ; Qs (WR(t,WL, L, W, R))) z
En utilisant les définitions de S et de Q dans le cas du systeme (4.155), on a

X+ X+ X+ X+ T
QS(W) = <0, —g%@ma, —g%u@gt) .

Dans un premier temps, on s’intéresse a la solution du probleme de Riemann dans le rec-
tangle [—-Axz/2,0] x [0, At]. Si u* > 0 alors a est constante, donc

S~ (Wi, Z,,Wgr, Zg) = (0,0,0)T.

Siu* < 0, alors a n’est discontinue que le long de la droite de vitesse u* et les inconnues X,
Xt et u restant constantes le long de cette droite, on trouve par la formule des sauts

_ _ T
XL —|—XEQR—G,L —gXL +XEU*GR—G,L>
x

- Z ZRr) = —
S (WLa LaWRa R) <07 g 2 AI’ ) 9 A

Pour des états Wy, et Wg dans la variété d’équilibre M, on a XZF = pL, Xy = pr,ar = Zy, et

ar = Zp. Les états E(wr,, Z1) et E(wpr, Zr) étant par définition dans la variété d’équilibre M,

on a donc
2] g 2) "

S™(E(wy, Z1), Z1,E(WR, ZR), ZR) = (07 —9P N I

On peut unifier les cas v* < 0 et u* > 0 par la formule

_ sn*—l_an*—l_*ZT
S™(E(wr, Z1), Z1,E(wR, ZR), ZR) = (0’ %gp%,%gpu %> '

On procede de la méme fagon dans le rectangle [0, Az /2] x [0, At] pour trouver

* T
+ o _sen(ut)+1 _[Z] sgn(u')+1 _  [Z]
S (g(wL’ ZL)a ZLag(wR’ZR)’ZR) - <Oa 9 gpr’ 9 gpu Az .
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En rappelant que W* = £(w?, Z;), on déduit de (4.163) que l'intégrale du terme source
s’écrit
AL At . Zi— Zi 4 Ziy1 — Zi
. / 08 (Wasla,t) dde = 5 (w1, ut) P52 4 stup ) 252 )

B 0 sgn(u;_ 1/2) piy + i
Aw ’ 9

sgn(u z+1/2)gp’i1 + i

(Zi — Zi—1) — 5 5

2 D) (Ziy1 — Zi),

T
sgn(u;_y5) pf )+ plf sgn(uipin) P+t
22 9= 9 Z“;—1/2(Z‘—Zz‘ 1) — 22 9= B : Uiyy)o(Ziv1 — Zi) |
ol s(wr,, wgr) est défini par (4.160). En injectant cette équation dans (4.162), on trouve
At At Zi— Zi Ziy1 — Zi>

w;ﬂrl — wzn (fz+1/2 — fl 1/2) + — < (wzn—lawzn) Ax Az

- +s(uf, wlh)

ol le flux numérique est défini par (4.158) et
flwr, Zp,wr, Zr) = QF (Wr (0,&(wr, Z1), Z1, E(WR, ZR), ZR))

* n(u* T
- (0, Sgr;(u )gﬁ[Z], °8 2( )gﬁU*[Z]> :

Il reste a montrer que ce flux numérique peut se réécrire sous la forme (4.159), ce qui se voit
facilement d’apreés la structure du probleme de Riemann (voir Figure 4.10).

Enfin, la consistance du terme source est immédiate d’apres (4.160). Concernant la consis-
tance du flux numérique, si w;, = wrp = wet Z;, = Zr = Z, on déduit aisément des équations
(4.148) a (4.154) que w} = wj = w. La formulation (4.159) du flux numérique implique alors

flw, Z,w, Z) = f(w).

Propriétés vérifiées par le schéma

On établit d’abord que le schéma est well-balanced.

Proposition 4.31. Le schéma (4.157) est well-balanced, c’est-a-dire que si Vi € Z on a

pr+ pf
ui =0 et ply—p} +9TZ+1(21+1 - Z;) =0,

alors wt = w?, Vi € Z.

Démonstration. Soient (wr,, Z1,) et (wr, Zr) deux états vérifiant I’équilibre local (4.14). D’apres
le Lemme 4.21, il suffit de montrer que

E(wr, ZL) sig <O,

Wr(€, E(wr, Z1), Z1, E(wp, ZR), ZR) =
=(€, E(wr, Z1), 21, E(wr, ZR), ZR) {S(wR,ZR) si¢ > 0.
Par définition de la fonction &, les états Wy, = E(wr,, Zr) et Wr = E(wg, Zr) vérifient

[7] + gpla] = 0.

D’autre part, on a u;, = ur = 0. On déduit de I'équation (4.148) que v* = 0. Les équations
(4.149) a (4.154) impliquent alors

* * * * * *
T, = TL, TR = TR, Pr, = PL, PR = PR, er =€r, €R = €R,

ce qui conclut la preuve. O
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Montrons maintenant que le schéma est robuste.

Proposition 4.32. Supposons que la constante v;  jo vérifie les inégalités suivantes :

UV; v;
uj — H:L/Q <y <ufy + 121/2, (4.164)
Pi Pit1
2 2
L7* n\2 R7* n 2
(77‘ 1 2) - (p}) <7T‘ 1 2) — (P41)
e 4 Y o0, er, 4 Y = <o (4.165)
7 2y2 ) 1+ 2y2 )
i+1/2 1+1/2
Si la condition CFL A .
t n . ViF1/2
= o < Z
Az ien | T | T2

est vérifiée, alors le schéma (4.157) est robuste.

Remarquons que les inégalités (4.164) sont les mémes que pour les systemes de Saint-Venant
et Ripa. Les inégalités (4.165) sont également équivalentes a assurer la positivité d'un polyndéme
du second degré en v tendant vers oo quand v tend vers +oc.

Démonstration. La preuve de la positivité de p} et p}, est identique a celle pour Saint-Venant.
Pour la positivité de I'énergie interne, les équations (4.153) et (4.154) et I'hypothese impliquent
que e} > 0 et ep > 0. On en déduit que W; et W, sont dans O. Le Lemme 4.22 permet alors de
conclure. O

4.5 Extension a l’ordre deux pour les équations d’Euler avec gravité

Le but de cette partie est de construire des schémas well-balanced d’ordre deux de type MUSCL.
Pour les équations de Saint-Venant, de nombreux schémas well-balanced d’ordre élevé ont été
développés (voir par exemple [5, 20, 85, 15]). En ce qui concerne le systeme de Ripa, plusieurs
difficultés rendent extrémement délicate I’extension a I'ordre deux. Celles-ci seront brievement
présentées dans la Partie 4.5.3. On se concentre ici sur les équations d’Euler avec gravité (4.11).
Pour simplifier, on considere que le systeme est fermé par la loi des gaz parfaits

p=(O-1) (E - %mf) , (4.166)

ot vy €]1, 3] est le coefficient adiabatique du gaz.

4.5.1 Solutions discretes stationnaires affines par morceaux

Dans un premier temps, il est essentiel de souligner qu’il n’est pas envisageable de construire
des schémas d’ordre deux well-balanced au sens de la Définition 4.9. En effet, si 1'on impose
au schéma de préserver exactement les solutions discrétes constantes par morceaux, cela re-
viendra a forcer la préservation d'une approximation d’ordre un entrainant ainsi la perte de
I'ordre deux. On doit donc utiliser une définition différente de schéma well-balanced pouvant
prendre en compte des approximations affines par morceaux. Pour cela, on va introduire la no-
tion de solution discrete stationnaire affine par morceaux qui est une extension a ’ordre deux
des solutions discrétes stationnaires constantes par morceaux définies dans la Partie 4.2.3.

On considere une reconstruction affine par morceaux donnée par
~n n n 3
wy (r) = wi +o0j' (v —x;), size K;=I[ri_1/2,Zit1/2],
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T - , -
7 oF)" € R3 désigne le vecteur des pentes d’une reconstruction sur la cellule

i 071

ouol' = (Uf,a

7
K.

~

On enrichit la Définition 4.8 par des conditions d’ordre deux pour les équations d’Euler
avec gravité.

Définition 4.33 (Solution discrete stationnaire affine par morceaux). On dit que 1’approxima-
tion (w}', o7')icz définit une solution discréete stationnaire affine par morceaux si pour tout i € Z,
ona

ui =0, (4.167)
no_on . PEEPE

Pl = 0} + 9= 5 (Zigr = Zi) =0, (4.168)

of" =0, (4.169)

oy + gpi =0, (4.170)

ool = (y—1)oF.

On souligne que la Définition 4.33 est consistante avec 1’équation (4.13) qui décrit les
états d’équilibre au repos pour les équations d’Euler avec gravité. En effet, les équations
(4.167) et (4.168) étaient déja présentes dans la définition 4.8 d’une solution discrete station-
naire constante par morceaux. Leur consistance a déja été prouvée. L'équation (4.169) est na-
turelle puisque 1'on ne considere que les états d’équilibre au repos. Enfin, si 'on suppose que
Pl = p(x) + O(Ax) et que of = 9,p(x) + O(Az), on déduit immédiatement de (4.170) la relation
suivante :

0,p(x) + 9p(2)0, Z () = O(Aw),

puisque Z(z) = x. Par conséquent, ’équation (4.170) est bien consistante avec (4.14).

On remarque qu’en général, la reconstruction en pression n’est pas affine. En effet, celle-ci
s’écrit )

(pu; (z))
27 (x)
qui n’a aucune raison, en général, d’étre affine en x. Cependant, dans le cadre de la définition
(4.33), ona ul = 0 et o = 0, donc pu;' (z) = 0. On obtient ainsi
pi'(z) = (v = 1E(z)
= (y=DE} + (y = Dol (z — ;)

=pi + o] (z — ).

B} () = (v = DE} (z) -

Par conséquent, dans ce cas, la reconstruction en pression est affine de pente o7

On définit maintenant les états reconstruits a chaque interface par

A
W = @ (@i 0) = w0} £ ol (4.171)

On introduit également des valeurs intermédiaires de la fonction Z(x) =z :
Zig1)2 = Tiy1)2-

On peut alors établir un lien simple entre la Définition 4.33 et la notion d’équilibre local
introduite dans la définition 4.3.

Proposition 4.34. L'approximation (w]', o} )icz est une solution discrete stationnaire affine par mor-
ceaux si et seulement si pour tout i € 7, les états (w;"~, Z;_15) et (wit, Ziy1/2) d'une part et les états
s Ziv1y2) et (wiiy, Ziy1)9) d'autre part sont a I'équilibre local défini par (4.14).
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4.5. Extension a I'ordre deux pour les équations d’Euler avec gravité

Démonstration. Supposons dans un premier temps que l'approximation (w;',o}')icz est une

solution discrete stationnaire affine par morceaux. On montre d’abord que (w;"~, Z; /2) et

L Zi /2) sont a "équilibre local (4.14). Par définition, on a uj = 0 et o/ = 0, pour tout
i € Z.0On en déduit immédiatement

()

uwT =ulT =0, Vie€Z

D’autre part, puisque Z; /5 — Z;_1/2 = Az, d’apres I'équation (4.170), on a

n,— TL,+

5 Ziv1)2 — Zi—1)2) = Azo} + gpi Ax

ppT =Pl +yg
—0.

En conséquence, (w;"™, Z; 4 /2) et (w?’Jr, Zi1/2) satisfont 'équilibre local (4.14). De méme, on
montre maintenant que (w?’”L, Ziy1)2) et (Wi, Z;1q2) vérifient I'équilibre local (4.14). Par dé-
finition des états reconstruits, on a
n,+ n,—
Pt i Ax
%(ZHW = Ziy1/2) = Dig1 — Pi — T(U?Jrl +a7).

Puisque 0! = —gp!" par (4.170), on en déduit

' 7+
piti—py " +yg

MY
2
En utilisant a nouveau Z;; — Z; = Az et 'équation (4.168), on trouve

pi+ Pzn+1 Az

Ziv1)2 — Ziv1)2) = Dig1 — P + 9 5

pi - g

n,+ n,—
0; o+ 0 ’
%(Ziﬂp —Zit172) = 0.

Il en résulte que les états (w" ", Z; /2) et (Wi}, Z;y1/2) vérifient Iéquilibre local (4.14).

' 7+
Pl —py Tty

Inversement, supposons que les états (w;", Z; 4 2) et (w?’+,Zi+1 s2) d’une part et les

Ziv172) et (wjiy,Z;y1/2) d’autre part vérifient I'équilibre local (4.14). On a
ul” =ul" =0, donc u! = of"* = 0. Ensuite, puisque (w}"",Z; 1) et (w]"", Z;,,/5) sont a

I'équilibre local, on a

états (w)""

n,— TL,+

) [ p i
Pt —p T+ 9" (Ziy1/2 — Zi—12) = 0.

On en déduit
Azo} + gp7 (Ziza12 — Zi—1j2) = 0.
Puisque Z; 12 — Z;_1/2 = Az, on obtient

of +gp} = 0. (4.172)
Enfin, puisque (w}"", Z;;1 /2) et (w5, Z;11/2) sont a I'équilibre local, on a
pn’—’— pT.l’_
Py — P+ 9%(21'“/2 — Ziy172) = 0.

On en déduit A
x
Piy1 —Pi — 7(‘7? +07) =0.
En utilisant (4.172), on trouve finalement

pi + pi-
Piy1 —Di — ZTZH(ZPA - Z;) =0,

ce qui prouve que la discrétisation (w]', o});cz est une solution discrete stationnaire affine par
morceaux.

O
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Pour conclure cette partie, on définit ce qu’est un schéma d’ordre deux well-balanced.

Définition 4.35. Un schéma d’ordre deux est dit well-balanced si pour toute solution discrete
stationnaire affine par morceaux (w?, o), _,, le schéma vérifie w?™! = w?, pour tout i € Z.

1</ [

4.5.2 Schéma MUSCL well-balanced

On présente maintenant le schéma MUSCL associé au schéma de relaxation (4.157). Rappelons
qu’en 'absence de terme source, le schéma MUSCL peut s’écrire comme la moyenne de deux
schémas d’ordre un définis sur des demi-cellules (voir la preuve du Lemme 1.9). Pour prendre
en compte le terme source, la méthode usuelle consiste a définir le schéma MUSCL comme la
moyenne de deux schémas d’ordre un avec terme source définis sur des demi-cellules.

Plus précisément, on considere I’'approximation au temps ¢" donnée par

(W, Zig1y2), Six € [, @i )0l

(Wie» Za) () = {

On fait évoluer cette approximation par le schéma d’ordre un (4.157), ce qui nous donne les
deux états intermédiaires suivants :

At
1.— _ _ _
W?Jr T=w - Az/2 <F <w? ’Zi71/2,w?7+’Zi+1/2> - F (w;ﬁ—’l—?zz‘fl/%w? ,Zi71/2))

At ( n,— wn,+> Ziy1)2 — Zi—1)2

+ 58 (w0 Ao 1T

At _ _
W?H’Jr = w?’Jr - Az/2 <F <w?’+7Zi+1/27w?Jrl Zi+1/2) - F (wln 7Zz‘—1/27w?’+72i+1/2>)

At ne et Ziv1/2 — Zic1)2
+75(wi ! ) A (4.174)

La mise a jour du schéma MUSCL est alors donnée par la moyenne suivante :

1
Wit = 5 (W ), (4.175)

qui se réécrit

witt = wi - Ar <F <w?’+7 Z¢+1/27W?HZ@'+1/2) - F (w?:il_v Zi71/27w?’_72z71/2>)

Ziv1)2 — Zi-1)2
Az ’

+AtS (w?’_, w?’+> (4.176)

On montre maintenant que le schéma MUSCL est well-balanced.

Proposition 4.36. Le schéma MUSCL (4.176) est well-balanced, c’est-a-dire que pour toute solution
discrete stationnaire affine par morceaux (wy', ol');cz, le schéma vérifie

wtt =w?, VieZ

Démonstration. Soit (w]', ol');cz une solution discrete stationnaire affine par morceaux. D’apres
la Proposition 4.34, cela signifie que les états (w;" ™, Z; 2) et (w?’Jr,Zi +1/2) d'une part et
les états (w?’Jr, Ziy1)2) et (w?jr;, Ziy1/2) d’autre part sont a 1'équilibre local (4.14). Puisque le

154



4.5. Extension a I'ordre deux pour les équations d’Euler avec gravité

schéma de relaxation (4.157) est well-balanced au sens de la Définition 4.9 (voir Proposition
4.31), les états intermédiaires définis par les schémas d’ordre un (4.173) et (4.174) vérifient

w?H’* =w" et w?H’Jr = w?’Jr.
On déduit alors des équations (4.175) et (4.171)
1
n+l _ = n,— n,+
YT (wi™ i)
et le schéma (4.176) est well-balanced. O

Avant de montrer que le schéma est robuste, on introduit v; la linéarisation de I'impédance
acoustique utilisée dans le probleme de Riemann Wg (§, W," ™, Z; 1 /25 T/Vi"’Jr7 Ziyq /2) et vir1/2

celle utilisée dans le probleme de Riemann W (¢, W, ", Z; 12 Wi Zis2)-

Proposition 4.37. Supposons que les parametres v; et v /o vérifient les inégalités (4.164) et (4.165)
pour tout 1 € Z. Si la condition CFL

At max | [u™* Vi unE g B2 o 1
Az icZ ¢ || nE =4
i i
est vérifiée, alors le schéma (4.176) est robuste.
2 . . . 2 q: 1,— 1 P
Démonstration. Les états intermédiaires w;” et w;” " sont obtenus par des schémas de re-

laxation d’ordre un (4.173) et (4.174). D’apres la Proposition 4.32, on en déduit que les états
w™H* sont dans Q. L'état wt! étant défini comme la moyenne de w! ™"~ et w'*'" et I'en-

semble (2 étant convexe, on en déduit que w;”rl est dans Q. O

4.5.3 Difficultés pour le modele de Ripa

On explique ici brievement pourquoi il s’avere beaucoup plus complexe de construire un schéma
d’ordre deux well-balanced pour les équations de Ripa que pour les équations d’Euler avec
gravité. La simplicité de 'approche suivie pour les équations d’Euler repose sur la Proposition
4.34 qui fait le lien entre les solutions discretes stationnaires affines par morceaux et la notion
d’équilibre local. En définissant le schéma MUSCL comme une combinaison convexe de sché-
mas d’ordre un, la propriété well-balanced s’étend alors naturellement du schéma d’ordre un
au schéma d’ordre deux. Concernant le modele de Ripa, il est beaucoup plus dur de définir une
notion de solution discrete stationnaire affine par morceaux qui puisse étre connectée simple-
ment a I’équilibre local. Il y a deux raisons principales a cette difficulté.

La premiere raison concerne les grandeurs physiques intervenant dans la définition de
I'équilibre local. Pour les équations d’Euler, les grandeurs intervenant dans (4.14) sont toutes
conservatives. En effet, comme mentionné précédemment, puisque la vitesse est identiquement
nulle pour les solutions stationnaires, la pression est alors proportionnelle a I’énergie totale et
donc conservative. Cela implique que la reconstruction pour toutes ces grandeurs est affine.
Dans la définition (4.10) de 1’équilibre local pour les équations de Ripa, les grandeurs 6 et h?6
intervenant sont des fonctions non linéaires des grandeurs conservatives. Par conséquent, la
reconstruction de ces grandeurs n’a aucune raison d’étre affine, ce qui rend beaucoup plus
compliquée I'obtention de relations analogues a (4.167)—(4.170).

D’autre part, dans les équations d’Euler, la fonction Z est extrémement simple (Z(x) = z).
La reconstruction de cette fonction est donc triviale et 'on a utilisé plusieurs fois le fait que
Zi+1 — Z;i = Ax. Dans les équations de Ripa, la fonction Z peut étre n'importe quelle fonction
réguliere. Cela rend le choix des valeurs reconstruites de Z plus délicat et les calculs beaucoup
plus lourds.
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CHAPITRE 4. SCHEMAS WELL-BALANCED POUR DES SYSTEMES AVEC TERME SOURCE

4.6 Extension en deux dimensions d’espace

Dans cette partie, on utilise les schémas de relaxation construits dans la Partie 4.4 pour construire
des schémas numériques well-balanced en deux dimensions d’espace. On se concentre ici sur
les équations de Ripa 2D. Tout ce qu’on va présenter s’applique cependant treés simplement
au systeme de Saint-Venant et aux équations d’Euler avec gravité. Il serait méme possible de

présenter la méthode pour les trois systémes simultanément, au prix de notations légérement
plus lourdes (voir [56, 14]).

Dans un premier temps, on présente brievement le systeme de Ripa 1D avec une vitesse
tangentielle. On constate que cette inconnue supplémentaire ne modifie pas la structure du sys-
teme et qu’on peut construire sans difficulté un schéma de relaxation similaire a celui présenté
dans la Partie 4.4.3. On introduit ensuite le modele de Ripa en deux dimensions d’espace. On
décrit en particulier les états d’équilibre au repos pour ce systéeme. On définit ensuite le carac-
tere well-balanced pour le systéme 2D avant de dériver un schéma numérique par des tech-
niques classiques (voir [14, 15]). On prouve finalement que ce schéma est bien well-balanced et
robuste.

4.6.1 Le modele de Ripa 1D avec vitesse tangentielle

On considére le modéle de Ripa 1D, dans lequel on rajoute une inconnue : la vitesse tangentielle
v. Celle-ci est simplement transportée a la vitesse normale u, sans terme source de topographie.
Ce modele ne présente pas vraiment d’intérét en lui-méme, mais il sera tres utile dans la pré-
sentation en deux dimensions qui va suivre.

Le systeme s’écrit de la fagon suivante :

O¢h + d hu = 0,

Orhu + 0, (hu® + gh?0/2) = —gh#9,.Z,
Othv + 0 huv = 0,

Othf + 0 huf = 0.

(4.177)

On peut écrire ce systéme sous la forme condensée
Oyw + O, f (w) = s(w)0, Z, (4.178)
ol le vecteur d’état est défini par
w = (h, hu, hv, h6)T,
la fonction flux est définie par
Fw) = (hu, hu® + gh6/2, huv, hud) ",
et le terme source est donné par
s(w) = (0, —gh#,0,0)" .
L’ensemble des états admissibles est
Q={weR*h>00>0.

Le systéme (4.177) est trés proche du systeme de Ripa 1D (4.6). En effet, la vitesse tangen-
tielle v n’est discontinue qu’a travers 'onde linéairement dégénérée de vitesse u. D’autre part,
la variable v n’intervient pas dans 1’évolution des autres grandeurs. Par conséquent, il s’agit
d’une variable « passive » qui ne modifie pas la structure du systeme.

La définition de I'équilibre local pour ce systéme est tres similaire a celle du systeme 1D.
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4.6. Extension en deux dimensions d’espace

Définition 4.38 (Equilibre local pour Ripa avec vitesse tangentielle). Deux états (wy, Z1,) et
(wr, Zr) sont dits a 1’équilibre local pour le systeme de Ripa avec vitesse tangentielle (4.177) si

Uy =UuUR = O,
v = v =0, (4.179)
[h%0/2] + h0[Z] =

On s’intéresse maintenant a un schéma de relaxation pour approcher les solutions de (4.177).
Il serait possible de dériver rigoureusement ce schéma en suivant la procédure présentée dans
la Partie 4.4.3. Cette procédure étant quasiment identique, on se contente ici de donner directe-
ment le schéma. Celui-ci s’écrit

At At Z; — 4 Li1 — Ls
n+1 n n i—1 n n i+1 7
wi = wf — Ar (fisry2 = fic1y2) +7< (wi' 1, w; )TerS(w“w”l)Tc ,
(4.180)
ot le flux numérique est défini par
fi+1/2 = f(wi, Z; wz+1a Zit1), (4.181)

(

_ T
hLuL,hLu% + 7 — %hG[Z],hLuLvL,hLuLGL) siAz >0,

_ T
i b (u)? + 7 — Tha2), h*Lu*thzu*eL> sidp <0< u*,
fwr, Zp,wgr, Zr) = 2

__ T
i, b (w®)? + 7 + TRaZ ],h}‘%u*vR,h}‘%u*HR) siu* <0< Ap,

l\')l‘Q

N N NN

o T
hRuR,hRu% + TR+ = h@[ ] hRuRvR,hRuRHR> siAp < 0,
(4.182)
ou A\, = ur, — v/hy, et \g = ur + v/hp, et le terme source numérique est défini par

s(wp,wr) = (0, —gﬁé,O,O)T. (4.183)

Les variables hl g u" etm] psont définies par les relations (4.124)—(4.128). On peut aisément
vérifier que ce schéma est well-balanced et robuste sous les mémes conditions que le schéma
de relaxation (4.132) pour le modéle sans vitesse tangentielle.

4.6.2 Lemodele de Ripa en deux dimensions d’espace

On s’intéresse maintenant au modele de Ripa 2D qui s’écrit

Oth + Ophu + Oyhv = 0,

Orhu + O (hu? + gh*0/2) + dyhuv = —gh0d, Z,
Orhv + Oy huv + ay(mﬂ + gh?0/2) = —gh80y Z,
0¢h® + Oyhub + 0yhvb = 0,

(4.184)

ol h est la hauteur d’eau, (u,v) € R? est le vecteur vitesse, 6 est la température, Z : R? — R est
la topographie du fond qui est une fonction réguliere donnée et g est la constante de gravité.

On peut écrire ce systéme sous la forme condensée
0w + 0 f (w) + Oyg(w) = 5,(w)0x Z + sy(w)0yZ, (4.185)
ot le vecteur d’état est défini par

w = (h, hu, hv, h)T
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les fonctions flux sont définies par
Fw) = (hu, hu® + gh6/2, huv, hub) " et g(w) = (hv, huv, ho® + gh®6/2, hvd) ",
et les termes source sont donnés par
sz(w) = (0, —ghB,0,0)" et s,(w) = (0,0,—ghb,0)" .

Notons que la composante s, (w) est égale au terme source s(w) du modele de Ripa 1D avec
vitesse tangentielle (4.177). L'ensemble des états admissibles est

Q={weRh>00>0}.
Les états d’équilibre au repos pour le systeme (4.184) sont décrits par

(u,v) = (0,0),
Vh20/2 = —hOV Z.

Cette équation n’est pas intégrable et 'on ne peut pas obtenir d’expression analytique de tous
les états d’équilibre pour le systeme (4.184). Il existe cependant deux états d’équilibre remar-
quables vérifiant une équation algébrique. Le premier est obtenu en imposant la température 6
constante. Cela nous donne la solution dite du lac au repos :

(u,v) = (0,0),
f# = constante,

h + Z = constante.

Le deuxiéme état d’équilibre remarquable est obtenu en imposant la topographie Z constante.
On trouve la solution suivante :
(u,v) =0,
Z = constante,

h%0 = constante.

L’équation décrivant les états d’équilibre au repos est la méme que pour le systeme de
Ripa 1D avec vitesse tangentielle. Par conséquent, on utilise également la Définition 4.38 pour
’équilibre local.

4.6.3 Schéma numérique pour le systeme de Ripa 2D

On commence par introduire quelques notations relatives aux maillages en deux dimensions
d’espace. On considere un maillage de R? constitué de cellules polygonales (K;);cz. Pour
chaque i € Z, on note (i) 'ensemble des indices des cellules voisines de K;. Pour j € (i),
on appelle ¢;; le c6té commun a K; et K; et on note v;; la normale extérieure a e;; (voir Figure
4.12 a gauche). On définit respectivement |K;| et |e;;|, 'aire de la cellule K; et la longueur du
coté e;;. Il sera également utile dans la suite de définir le triangle T;;, formé par le coté e;; et le
centre de masse de la cellule K; (voir Figure 4.12 a droite). L'aire de ce triangle est notée |T};|.

On introduit 'approximation suivante de la fonction Z :

1
Zi = /Zmdw, Vi € Z.
K] i, 2

On note w}' une approximation constante de la solution de (4.184) au temps t" sur la cellule K;.
On définit maintenant les solutions discrétes stationnaires constantes par morceaux en deux
dimensions d’espace.

158
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N e/

FIGURE 4.12 — Géométrie de la cellule K;

Définition 4.39 (Solution discrete stationnaire constante par morceaux en 2D). Si pour tout
i € Zetpourtout;j € (i), les états (w7, Z;) et (w7, Z;) sontal'équilibre local (4.179), alors on dit

que l'approximation (w!");cz définit une solution discrete stationnaire constante par morceaux.

(3
La définition d’un schéma well-balanced est alors naturelle.

Définition 4.40. Un schéma est dit well-balanced si pour toute solution discréte stationnaire
constante par morceaux (w?),_, le schéma vérifie w]*' = w?, pour tout i € Z.

Le but est maintenant de construire un schéma numérique well-balanced pour approcher
les solutions faibles de (4.184). On commence par introduire quelques notations. Pour un vec-
teur unitaire v = (v, yy)T € S!, on définit le flux dans la direction v par

hy (W) = vy f(w) + vyg(w). (4.186)

Il est également pratique de faire intervenir la rotation de R* définie pour v = (v, 1,)? € S!
par la matrice

1 0 0 O

R — 0 ve —vy O
v 0 vy vy O
0 O 0 1

On vérifie alors aisément la propriété suivante qui traduit I'invariance par rotation du systéeme:
ho(w) = R, f (R, 'w). (4.187)

Dans un premier temps, on suppose que la topographie est plate, Z = constante, autrement
dit, il n’y a pas de terme source. La technique usuelle pour dériver un schéma numérique
2D consiste a utiliser le schéma numérique pour le systeme 1D combiné avec l'invariance par
rotation du systeme. Plus précisément, le schéma numérique pour le systeme de Ripa avec une
topographie plate s’écrit

n+1 At
<wﬂat>i = fw? — W Z |€Z'j|g0 (w?,w?, Vij) s (4188)
1 jen)
ot le flux numérique ¢ est défini par
o(wr,wr,v) = R, F (R,~1wr, R,~1wg) . (4.189)

Ici, F' est un flux numérique pour le systeme de Ripa 1D avec vitesse tangentielle et une topo-
graphie plate. On rappelle le résultat suivant.
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Lemme 4.41. Le schéma (4.188) s’écrit comme une combinaison convexe de schémas 1D écrits dans les
directions v;j, j € (i) :
o\ |Tij| ~nsa
(wﬂ ) Z TRl S (4.190)
jen(
oit 'on a posé
- At
w%—Fl = wl — 7 |]ew\ (¢ (w?,w?,uij) — o (W}, w},vj)) . (4.191)
ij

Démonstration. En combinant (4.190) et (4.191), on obtient

n+1 |T| At
(i) = > S - Z lesile (' w vig) + T2 3 el (i wl,vig)
N N |K I, ISl

€v(4) " jeni)
(4.192)
La définition (4.189) du flux numérique 2D ¢, la consistance du flux numérique 1D f et l'inva-
riance par rotation du flux (4.187) nous donnent immédiatement

Vij

= Ry, f (Rylw?)
= hu;; (W),

En appliquant la formule de Green, on trouve

Z |ew|huu( i) =0.

JE(9)

o (wi',wi',vij) = R F<R 1w"R >

Par conséquent, le dernier terme de (4.192) s’annule. On en déduit

n+1
(wﬂat>' =wl — \K] Z leij|e wl,wj,l/zj)

(A
JE(9)

et on retrouve le schéma (4.188). O

On revient maintenant au cas général, avec une topographie quelconque. On introduit le
flux numérique 2D donné par

o(wr, Zr,wr, Zr,v) = R, f (R,~vwr, Z1,, R,~1wR, ZR), (4.193)

ou f est le flux numérique de relaxation (4.182) pour le systeme de Ripa 1D avec vitesse tan-
gentielle. On introduit également le terme source numérique 2D défini par

o(wr,wgr,v) = Ry,s (R,~1wr, R,~1wg), (4.194)
ou s est le terme source numérique (4.183) du schéma de relaxation pour le systeme de Ripa 1D

avec vitesse tangentielle.

On choisit de définir le schéma numérique pour (4.184) en s’inspirant de la formulation
(4.190)—(4.191). On considere donc le schéma donné par la combinaison convexe

Ty -
wit! = Z il wpt! (4.195)
K, ’ ‘
il 1
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4.6. Extension en deux dimensions d’espace

ot1 les états intermédiaires sont donnés par

~n+41 n At

JR— .. P n . n . .
17 - ) ) ) )
w;; w; — T ‘]ewl( ( , Z; w , Z; VU) o (Wi, Z;, w; Zly”))
ij
At Z 7
+ —o(w, W}, viy) . (4.196)
2 |Tij1/1eij|

En combinant les deux dernieres relations et la formule de Green, on peut écrire le schéma sous
la forme

At At Zj — Z;
with = = e Y leale (0] Ziwf Zyvg) + 5 3 o (wlf wvy) e (4197)
| K| — Kl /lei|
Jjev(i) Jjev(3)

4.6.4 Propriétés du schéma

On commence par montrer que le schéma est well-balanced.

Proposition 4.42. Le schéma numérique (4.197) est well-balanced, c’est-a-dire que si pour tout i € Z
et pour tout j € (i), ona
(h1)207  (hm)2gn R+ DY 6] + 607

(ul,v) = (0,0) et JQJ— 12 L4 5 5 (Z; — Z;) =0,

alors wi'tt = w?, Vi € Z.

Démonstration. D’apres la formulation en combinaison convexe (4.195), il suffit de montrer que

@?fl = w}, pour tout i € Z et pour tout j € v(i).

Pour un j € (i) fixé, on pose Az = |Tj;|/|e;j| et W = R,jijl,w. En utilisant les définitions
(4.193) et (4.194) du flux numérique et du terme source numérique, on peut réécrire la relation
(4.196) sous la forme

- _ At _ _ _ _
R, ot =w} — N (f (@}, Zi, w0}, Z5) — f (W}, Zi, W}, Zi))
At Zi — Z; Zi — Z;
+ = <s (wy, @) jA © + s (W}, wy) ZA Z) :
X X

+1

On a ainsi écrit I'état R, w” comme une mise a jour du schéma 1D (4.180).

D’autre part, la notlon d’equlhbre local est invariante par la rotation R,,.. L' hypothese as-
sure donc que (w7, Z;) et (w7, Z;) sont a I'équilibre local (4.179). Les états (_” Z;) et (W}, Z;)
vérifient egalement tr1v1alement I'équilibre local (4.179). Le schéma 1D (4.177) étant well-
balanced, on en déduit

Rfl ~n+1 __ o

Vi Wij = Wi

En composant a gauche par R,,;, on obtient le résultat attendu.

Il reste a prouver la robustesse du schéma.

Proposition 4.43. On note respectivement v;; et u;; la linéarisation de I'impédance acoustique et la
vitesse intermédiaire utilisées dans le probleme de Rzemann Wr(§, W, Z;, W}, Zj). Supposons que la
constante v;; assure que les valeurs propres vérifient 'ordre suivant :

u?——<u <uj —|—Vij. (4.198)
h} h}
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Si la condition CFL

!K jen(i

— vy /M)l + v /B <1, VieZ (4.199)
est vérifiée, alors le schéma (4.197) est robuste.

Démonstration. En utilisant les définitions (4.193) du flux numérique et (4.194) du terme source
numérique, on peut réécrire le schéma (4.197) sous la forme

-1,,n -1,,n
s <Ryijwi R, wj)
2

witt = wyl - |K| Z leij| Ry, f(R;le?,Zi,R,jijw?,Zj> - (Zj — Zy)

je(i
(4.200)
On utilise maintenant le Lemme 4.27. Bien que celui-ci n’ait pas été montré pour le systeme
avec vitesse tangentielle, ’extension est immédiate. Notons qu’en fixant

A$:2|K2‘|/’Pi, wr, = R w wrp = R w Z;, = Z; et ZR:Z]',

Vij Vij

les conditions CFL (4.142) et (4.199) coincident. Par conséquent, on peut utiliser I'identité (4.143)
qui s’écrit ici :

Vz]

1 (Rylwr, 2, Ryt 75) ——s (Rotwr Bylwr) (2 - 2) = f (Rt +%Rw},w;@

1 0
_ Kt/_m/p QW (50 E Ryl 20), 72, E (R} 25, 25 o

En injectant cette identité dans (4.200), on obtient

At
wszrl: 1_$ Z |eij| wzn ’K’ Z

L jen(d) Je(i

’K‘ 3 ‘e”‘/lK/P RV”QWR(A E(Rywl, Zi), 73, E Ry w', Z5), Z>dm. (4.201)
Jev(i) :

il Ry £ (3, )
)

Le premier terme du second membre est évidemment nul. En utilisant (4.186), on a

Ry f (Robwl) = o, (w])

et en appliquant la formule de Green, on voit que le deuxieme terme du second membre de
(4.201) est également nul. On introduit les états intermédiaires

w?jrl ‘K‘ /|K |/P; RVZJ QWR <A ’g(RVZJw Z) Zi’g(RV”w Zj ) J) dr.

La condition (4.198) sur I'ordre des valeurs propres assure que les états intermédiaires du sol-
veur de Riemann Wz sont dans O. On utilise ensuite le fait que QO = (2, I'invariance par
rotation de 2 et la convexité de 2 pour déduire que w"Jrl est dans 2. On voit, a partir de

n+1 s

I"équation (4.201), que w; " s’écrit

n+1 Z |62J| n+1
Jjev(i '

L'état w*! est donc une combinaison convexe d’état appartenant a €, il est donc lui-méme
dans (). O
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4.7 Résultats numériques

On présente maintenant quelques expériences numériques pour valider les schémas construits
dans ce chapitre. On se concentre sur le systeme de Ripa et sur les équations d’Euler avec
gravité.

4.7.1 Modele de Ripa

Il existe peu d’article dédiés a I’approximation numériques du modele de Ripa dans la littéra-
ture. On réalise ici quelques expériences introduites par Chertock et al. [32]. Les résultats que
I'on obtient ne peuvent toutefois pas étre comparés avec ceux de [32] puisque le schéma uti-
lisé dans cet article est d’ordre deux, alors que les schémas dérivés dans ce travail ne sont que
d’ordre un. Cependant, a la différence du schéma utilisé dans [32] qui ne préserve que les deux
équilibres remarquables (4.8) et (4.9), les schémas que 1'on a dérivés préservent tous les états
d’équilibre au repos. On réalise donc une derniere expérience pour illustrer cette propriété.

Rupture de barrage sur un fond plat

Afin de valider le schéma de relaxation construit dans la Partie 4.4, on considere un probleme
de rupture de barrage sur un fond plat (Z = 0). La donnée initiale est donnée par

{(5,0,3), siz <0,

h,u,0)(z,0) =
(h, u,6)(z, 0) 1,0,5), siz > 0.

On présente, sur la Figure 4.13, les résultats obtenus au temps 7" = 0.2 pour la hauteur £,
la température 6 et la pression p = h%6/2. On utilise 200 cellules pour discrétiser le domaine
de calcul [—1, 1]. Les solutions sont comparées a une solution de référence calculée avec 20 000
cellules.

On observe que le comportement général de la solution est bien capturé. L'approximation
est cependant assez diffuse, ce qui est normal pour un schéma d’ordre un.

Rutpture de barrage avec topographie

On s’intéresse de nouveau a une rupture de barrage, mais cette fois en présence d'un terme de
topographie non constant, donné par (voir le haut de la Figure 4.14)

2(cos(10m(x +0.3)) +1), si —04<z<-0.2,
Z(x) = ¢ 0.5(cos(10m(x — 0.3)) + 1), si0.2<z <04,
0, sinon.

La donnée initiale pour ce probleme s’écrit

(h,u,0)(x,0) = {Ei - gg:ﬂ),O, 1), s%ac <0,
- 1‘),0,5)7 six > 0.

On calcule une solution approchée sur le domaine [—1, 1] en utilisant 200 cellules. Les résultats
en hauteur totale i + Z, en température ¢ et en pression p sont affichés Figure 4.14. On présente
également une solution de référence calculée avec 20 000 cellules.

Les résultats montent que le schéma se comporte bien en présence d'un terme de topo-
graphie. Bien que la solution reste peu précise au voisinage des discontinuités a cause de la
viscosité numérique du schéma, 'allure générale est similaire aux résultats obtenus dans [32].
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FIGURE 4.13 — Rupture de barrage sur un fond plat. Résultats au temps 7' = 0.2 avec 200
cellules. Les lignes noires représentent une solution de référence calculée avec 20 000 cellules —
Haut, gauche : hauteur h. Haut, droite : température 6. Bas : pression p
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4.7. Résultats numériques
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FIGURE 4.14 — Rupture de barrage avec topographie. Résultats au temps 7' = 0.3 avec 200
cellules. Les lignes noires représentent une solution de référence calculée avec 20 000 cellules —

Haut, gauche : hauteur totale  + Z. Haut, droite : température . Bas : pression p
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Petite perturbation d’un lac au repos
On considere ici une topographie contenant deux bosses isolées (voir Figure 4.15) :

0.85(cos(10m(x +0.9)) + 1), si —1.0 <z < —0.8,
Z(x) = < 1.25(cos(10m(x — 0.4)) + 1), si0.3 <z < 0.5,
0, sinon.

On voit aisément que la solution

(6 —Z(x),0,4), siz <0,

(hs,us,05)(x) = {(4 - Z(),0,9), siz >0

est un état d’équilibre, constitué de deux lacs au repos connectés par une discontinuité de
contact stationnaire. On perturbe cette solution en considérant une donnée initiale donnée par

(hv u, 6)(1'7 0) = (h57 Us, 95)(1') + (0'17 Ov O)X[71.5,71.4} (1‘)7

ol X[—1.5,—1.4] estla fonction indicatrice du segment [1.5, —1.4] (voir Figure 4.15). Cette pertur-
bation va créer deux ondes se propageant dans les directions opposées. L'onde se propageant
vers la droite rencontre successivement la premiere bosse, la discontinuité de contact station-
naire, puis la deuxiéme bosse.

251
6 [
2 L
55}
151
N
+ N
< 5}
1 L
451 05
4r ‘ ) ‘ 0 ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

FIGURE 4.15 — Petite perturbation d'un lac au repos — Gauche : perturbation initiale en 7 + Z.
Droite : topographie

Les résultats en hauteur totale 1 + Z et en pression p, obtenus aux temps 7' = 0.1et T = 0.4
avec 100 cellules sont présentés sur la Figure 4.16. On peut tout d’abord remarquer que le
schéma de relaxation capture parfaitement la discontinuité de contact stationnaire, malgré la
perturbation, ce qui n’est pas le cas de tous les schémas (voir [32]). D’autre part, il n’y a pas
d’oscillations non physiques créées par la perturbation et les ondes développées diminuent
avec le temps. Cela montre que le schéma de relaxation développé est stable au voisinage de
cet état d’équilibre.

Petite perturbation d’un état d’équilibre complexe

On s’intéresse maintenant a un état d’équilibre plus compliqué que le lac au repos décrit précé-
demment. On se place sur le domaine [—1, 1] et on considére une topographie donnée par

Z(x) =6 —2exp(x).
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FIGURE 4.16 — Petite perturbation d’un lac au repos. Résultats obtenus avec 100 cellules. Les

lignes noires représentent1’état stationnaire, sans la perturbation — Gauche : solution approchée

au temps 7' = 0.1. Droite : solution approchée au temps 7' = 0.4. Haut : hauteur totale i + Z.
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On vérifie facilement que la solution
(hw, us, 0)(z) = (exp(x),0, exp(2z))

est un état d’équilibre au repos pour le modéle (4.6). On introduit une perturbation en définis-
sant la donnée initiale donnée par

(h7u79)(x70) = (hs,us, 95)(37) + 0'1)([—0.1,0.0] ('T)

Les résultats en hauteur totale h + Z et en vitesse u, obtenus aux temps 7' = 0.2 et T =
0.4, en utilisant 200 cellules, sont montrés Figure 4.17. On observe deux ondes créées par la
perturbation et se propageant dans les directions opposées. Encore une fois, aucune oscillation
non physique n’est présente et la perturbation diminue en intensité avec le temps. Cela prouve
la stabilité numérique du schéma de relaxation au voisinage de 1’état d’équilibre.

h+Z
h+Z

-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
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# .
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i
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+
T+
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FIGURE 4.17 — Petite perturbation d'un état d’équilibre complexe. Résultats obtenus avec 200
cellules. Les lignes noires représentent 'état stationnaire, sans la perturbation — Gauche : solu-
tion approchée au temps 7" = 0.2. Droite : solution approchée au temps 7" = 0.4. Haut : hauteur

totale h + Z. Bas : vitesse u
4.7.2 Equations d’Euler avec gravité

On passe maintenant a I'approximation numérique des équations d’Euler avec gravité (4.11).

Pour simplifier, on considere que le systeme est fermé par la loi des gaz parfaits (4.166). On
présente deux expériences inspirées de [71].
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Atmosphere hydrostatique

Le but est ici de vérifier numériquement la propriété well-balanced des schémas construits. On
considére pour cela une donnée initiale décrivant une atmosphere hydrostatique, définie par

ps() = (1 -1 ; 1996) T @) =0, pua) = pyle). (4.202)

On vérifie aisément qu’il s’agit d"une solution stationnaire au repos pour le systéme (4.11). Pour
les simulations, on fixe g = 1, ¥ = 1.4 et on considere le domaine de calcul [0, 2] jusqu’au temps
T = 1.5. La donnée initiale ws(z) = (ps(z), us(x), ps(z))T est discrétisée de fagon a ce que I'on
obtienne une solution stationnaire discrete constante par morceaux, selon la Définition 4.8.

Dans le Tableau 4.1, on présente I'erreur L'en pression :
_ Ax
err = [[w™* (2, T) — ws(@)]| 11,
obtenue avec le schéma de relaxation d’ordre un, construit dans la Partie 4.4.4 et avec le schéma

MUSCL dérivé dans la Partie 4.5. Pour le schéma MUSCL, on compare le limiteur minmod et
le limiteur van Leer.

N Ordre un MUSCL minmod | MUSCL van Leer
128 | 1.26E-16 - | 2.89E-5 - 1.25E-7 -
256 | 1.14E-16 - | 7.46E-6 1.95 1.60E-8 2.97
512 | 290E-16 - | 1.90E-6 1.97 2.03E-9 2.98
1024 | 1.92E-16 - | 4.78E-7 1.99 2.55E-10 2.99

2048 | 5.52E-16 - | 1.20E-7 1.99 3.20E-11 2.99

Tableau 4.1 — Atmosphere hydrostatique : erreurs L'en pression pour le schéma de relaxation
d’ordre un et le schéma MUSCL avec les limiteurs minmod et van Leer

Par construction, le schéma de relaxation préserve exactement les solutions discrétes sta-
tionnaires constantes par morceaux, ce qui est vérifié numériquement, a I'erreur machine pres.
Par contre, le schéma MUSCL d’ordre deux n’a a priori aucune raison de préserver cette solution
stationnaire discrete constante par morceaux. En effet, en partant d’une solution stationnaire
discréte constante par morceaux, les limiteurs classiques ne vérifient pas la relation (4.170) de
maniére exacte. Il n'y a donc aucune raison pour que la donnée initiale soit une solution sta-
tionnaire discrete affine par morceaux, qui serait préservée exactement par le schéma d’ordre
deux.

On observe cependant que la solution donnée par le schéma MUSCL ne s’écarte pas trop de
l’équilibre. En effet, I’erreur obtenue avec le limiteur minmod se comporte en O(Az?) et celle
obtenue avec le limiteur van Leer se comporte en O(Az?).

Perturbation de I’atmosphere hydrostatique

On utilise a nouveau comme donnée initiale I'atmosphere hydrostatique décrite par (4.202).
On introduit une perturbation sous la forme d"une condition de bord périodique appliquée au
bord gauche :

u(0,t) = 0.1sin(67t).

On observe alors le comportement de la perturbation
dw(z,t) = w(z,t) — ws(x).
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Le Tableau 4.2 présente les erreurs L' en perturbation pour la pression et en perturbation
pour la vitesse. Ces erreurs sont calculées par rapport a une solution de référence w,. obtenue
avec le schéma d’ordre un en utilisant 32 768 cellules. Elles s’écrivent ainsi

errp = ||6p(x,T) — 6pref(x, T)|| 11, erry = ||0u(x,T) — dtpes(x,T)| 1.

Pour le schéma MUSCL, on utilise le limiteur de van Leer, puisque I’on a montré précédemment
qu’il était plus précis pour préserver I’atmosphere hydrostatique.

Ordre un MUSCL
N erry erry erry erry
128 | 1.95E-2 4 45E-2 1.74E-2 3.50E-2

256 | 1.23E-2 0.66 | 2.89E-2 0.62 | 8.68E-3 1.00 | 1.72E-2 1.02
512 | 7.09E-3 0.79 | 1.70E-2 0.77 | 426E-3 1.03 | 8.31E-3 1.05
1024 | 3.84E-3 0.88 | 9.25E-3 0.88 | 2.10E-3 1.02 | 4.05E-3 1.04
2048 | 1.96E-3 097 | 4.69E-3 098 | 1.05E-3 1.00 | 2.00E-3 1.02

Tableau 4.2 — Perturbation de l'atmospheére hydrostatique : erreurs L! en pression et en vitesse
pour le schéma de relaxation d’ordre un et le schéma MUSCL

Le schéma MUSCL s’avere un peu plus précis que le schéma d’ordre un, bien que sa conver-
gence numérique soit seulement en O(Ax). Cela s’explique par le fait que les ondes de la per-
turbation prennent une forme en dents de scie en se propageant a travers 'atmosphere. Les
discontinuités qui se forment ainsi empéchent le schéma MUSCL de converger plus vite que
O(Ax).

La Figure 4.18 montre les solutions obtenues par le schéma d’ordre un et par le schéma
MUSCL en perturbation pour la pression et la densité en utilisant 1 024 cellules. Ces solutions
sont comparées a la solution de référence w,. . Le schéma MUSCL capture bien les dents de scie
mentionnées précédemment, malgré la présence de quelques légeéres oscillations. Le schéma
d’ordre un est moins précis a cause de sa plus grande diffusion numérique.
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FIGURE 4.18 — Perturbation de 1’atmosphere hydrostatique : Perturbation en pression (haut) et
en vitesse (bas) — Noir : solution de référence. Bleu : schéma de relaxation d’ordre un. Rouge :

schéma MUSCL
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Preuve du Théoréeme de Lax-Wendroff

On donne ici la preuve du Théoréme de Lax-Wendroff (3.1). La preuve existe dans [78] (voir
aussi [55, 51, 80]), mais en considérant uniquement des schémas d’ordre élevé en espace et une
solution a valeurs dans R" tout entier. On présente ici une extension directe, en considérant
une discrétisation d’ordre élevé en temps et une solution a valeurs dans un ensemble convexe
Q CR™

Par soucis de complétude, on rappelle les principales notations intervenant dans ce théo-
réme. On cherche a approcher les solutions faibles d'un systeme hyperbolique de lois de conser-
vation sous la forme condensée

0, Oz =0,
w(z, t = 0) = wo(x),
ottw : R x RT — Q est la fonction inconnue, f : @ — R est la fonction flux, wy € Li. (R; Q) N

L>®(R; Q) est la donnée initiale et 2 C R est I'ensemble convexe des états admissibles. Ce
systeme est complété par les inégalités d’entropie

On(w) + 9,G(w) <0, (A2)
ol 7 est une fonction convexe vérifiant

VuwfVun=V,G.

On considére une discrétisation réguliere de 1'espace en cellules K; = [x;_1 /2, ;11 /2[, avec
Az = ;19 — x;_1/7 le pas d’espace. On approche la donnée initiale par

1
w) = N /KZ wo(x)dx.

En notant w}’ une approximation de la solution au temps t" sur la cellule K;, la mise a jour au
temps t""! = ¢" 4+ At est donnée par un schéma en temps de Runge-Kutta a m étapes qui s’écrit

77/7(0) — n
i = w;,

w? At < n,(J
Wy PO = Wy — A—z(; ( z+1/2 Fif(lj/)2) ;o =1 m, (A.3)

n+l _ wi 7(7”)

w
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On suppose que les coefficients ¢y (;) vérifient les propriétés de consistance suivantes

m—1

Cy 4 > 0, Z Cm,(j) = 1. (A4)
Jj=1

Afin de permettre au schéma d’étre d’ordre élevé en espace, on considere un flux numérique

dépendant d"un large stencil :

n(5) _ s n,(j) n,(7)
Fi+1j/2 =F (wz;sjﬂa e JUH; ) ) (A.5)

oll F$ : Q25 — R3 est continu et consistant :

Fé(w,-- ,w) = f(w).

Pour simplifier ce qui va suivre, on définit deux sortes de cellules rectangulaires dans le
plan (x,t) :
R} = w19, @i o[ X [t7, "1

Ry g = [, i (X[, 0

et on définit les fonctions constantes par morceaux suivantes :
w™ (z,t) = wl, pour (z,t) € R,

wO(z,t) = w™, pour (z,t) € RY.

Le théoréme de Lax-Wendroff s’énonce alors comme suit.

Théoreme A.1 (Lax-Wendroff). Supposons que la suite Ax tend vers O tout en préservant le ratio
At/Ax constant. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

A(6)

* il existe un compact K C € tel que pour tout 0 < ¢ < m, la fonction w est a valeurs dans

K;

o la suite w® converge dans L} (R x R*; Q) vers une fonction w.

Alors w est une solution faible de (A.1).

De plus, s'il existe un flux numérique d’entropie G* : 0% — R qui est lipschitzien et consistant :
G*(w, - - 7w) = g(w)7

et qui vérifie I'inégalité d’entropie discréte suivante :

,_.

1 n 1 2= (i
AL (n (w; +1) —n(w A—x Em ( z+1/2 Gz‘f(f)z) <0, (A.6)
7=0

nv() _ S nv() n?()
Gz‘+f/2 =G (wz‘ng’ Wi ) )

alors w est une solution entropique de (A.1).
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On définit une autre fonction constante par morceaux qui sera utile dans la preuve :

PO = FS0, pour (1) € iy

Dans la suite, les convergences seront implicitement considérées a sous-suite pres. En par-

ticulier, on utilisera abusivement le fait que la convergence dans Llloc implique la convergence

p-p- On verra a la fin de la preuve du Théoreme A.1 que cela ne pose pas de probleme.

La preuve s’organise de la fagon suivante : le Lemme A.2 est un résultat technique concer-
nant la convergence d’une suite décalée. Dans le Lemme A.3, on prouve que la convergence
de w™) vers w dans Li._ implique la convergence p.p. de () vers f(w). On déduit de ce
résultat dans le Lemme A.4 que tous les w? ) convergent vers w dans Llloc‘ Enfin, grace aux
Lemmes A.3 et A.4, on peut prouver le Théoreme A.1.

Lemme A.2. On considére une suite de fonctions u® : R — Q vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) il existe un compact K C Q tel que u™ soit a valeurs dans K ;

1

.o A
(ii) u” converge dans L;,,

(R; 2) vers une fonction .
Alors, pour tout £ € R, la suite u™ (x + £Ax) converge vers u(x) pour presque tout x € R.

Démonstration. Soit a < b deux réels. On définit
b
% = / HuA(x + EAx) — u(z)|| da.

L’'inégalité triangulaire nous donne immédiatement
b b
1A < / HuA(x + EAz) — u(z + EAx)|| do + / lu(z + EAx) — u(x)|| dz.

On note respectivement I et 12 les deux intégrales apparaissant dans le second membre. On
va montrer qu’elles tendent toutes les deux vers zéro.

Pour 2, un changement de variable donne

b+EAT
I = / HUA(CE) —u(z)|| de,

doncon a

b at+EAx b+EAT
I = / [0 @) — u(a)|| dz - / [u® @) — u(a)|| dw + /b [u(2) = u(a)| dz-

Grace a I'hypothese (i), on a
a+E&Ax
/ HUA(CE) —u(z)|| dz < 26Az sup [lw| — 0
a weK

et il en est de méme pour fbb+£A$ HuA (x) — u(x) H dx. L'intégrale ff HuA (x) — u(x) H dx converge
quant a elle vers zéro par I’hypothese (ii). On a ainsi montré I;* — 0.

On étudie maintenant la convergence de I5*. L'ensemble des fonctions continues étant dense
dans L!(R;Q), pour tout € > 0, on peut trouver une fonction continue ¢ telle que

1Y = ull L1 (o preann) < €
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L'inégalité triangulaire nous donne alors

b b b
1< [ e+ €85) — v+ €00)| do+ [ (e +€80) v do+ [ (a) - u(o)] da.
a a a (A7)
La premieére intégrale de (A.7) s’écrit

b+&Ax

b
/ lu(x + EAz) — ¢z + EAx)| do =/ lu(z) = ()| da.

+EAx

Elle est donc inférieure a e par définition de ), de méme que la troisieme intégrale de (A.7).
Enfin, la deuxieme intégrale de (A.7) converge vers zéro par continuité de ). On a ainsi montré
I& — 0etdonc I® — 0.

Cela signifie que x — u®(z + {Ax) converge vers u dans L{ . Par conséquent, u™ (z + {Ax)

converge vers u(x) pour presque tout z € R. O

Lemme A.3. Sous les hypothéses du Théoréme A.1, si w™\) converge vers w dans L} (R x R*;Q),
alors FA) converge vers f(w) p.p.

Démonstration. On remarque dans un premier temps que
vERY,, = a+(k-1/2)Az € R}y
Par conséquent, on peut réécrire 1’équation (A.5) de la fagon suivante :

FAO (g,8) = F <wA’(j) (x — (s — 1/2)Az, 1), ™) (z + (s — 1/2)A:c,t)> :

La suite de fonctions 2 + w™)(z,t) vérifie les hypothéses du Lemme A.2 pour presque tout
t € Rt. On en déduit que pour tout ¢ € R, w™U)(z + £Ax,t) converge vers w(z,t) pour
presque tout (z,t) € R x RT. Grace a la continuité et a la consistance de F, on conclut que
FA0) converge vers f(w) p.p. O

2.0 converge vers w dans L} (R x

Lemme A.4. Sous les hypotheéses du Théoreme A.1, la suite w o

R*;Q), pour tout £ = 0,--- ,m — 1.

Démonstration. On prouve ce lemme par récurrence sur /. Le résultat est vrai par hypotheése
pour ¢ = 0, puisque w™(®) = w?. Supposons que pour tout j = 0,--- ¢ — 1, la suite w™0)
converge vers w dans Li._(RxR*; ). Le Lemme A.3 assure alors que F*:U) converge vers f(w)
p.p. pour toutj =0,--- ,{—1. De plus, F2.0) est a valeurs dans le compact F(K,--- ,K),donc
en utilisant le Lemme A.2, on déduit que (z,t) — F20) (z+Ax/2,t) et (z,t) — F0) (z—Axz/2)
convergent tous les deux vers f(w) p.p.

L’équation (A.3) se réécrit
-1

At ; ;
WO (1) = wh (@) = T2 3 ey (FAO (@ + Aa/2,) - FA0) (- Az/2))
Az = ’
Chaque terme de la somme converge vers zéro p.p. et w® converge vers w p.p., donc w™ (¥
converge vers w p.p. La suite w™ () étant uniformément bornée, le théoréme de convergence
dominée assure que w™(¥) converge vers w dans LL (R xRT;Q). O

On peut maintenant prouver le Théoreme A.1.
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Preuve du Théoreme A.1. Soit ¢ € CL(R x R*; R?) une fonction test réguliere & support compact.
Pour i € Z etn € N, on définit ¢! = ¢(x;,t"). En multipliant la derniere itération (¢{ = m) du
schéma (A.3) par Az¢} et en sommant sur 7 et sur n, on obtient

m—1
Ao (wpt = wf) -6 + ALY 67 3 ey (FY — FLTh) =0
,n 2, 7=0
Une intégration par parties donne
m—1
Az S wt (¢t — o) 4 Az S w6 + ALY (68 —of) - > cm,jfﬁgﬂ}z =0. (AS8)
4N i wn j=0

On définit la fonction constante par morceaux ¢ (z,t) = ¢ = ¢(z;, ") pour (z,t) € R?. On
peut alors mettre ’équation (A.8) sous forme intégrale :

A _A4A _
R [At,+00] At R
A A . m—1
+/ 97 (z 4+ Ax/2,t) — ¢ (z — Az/2,1) Z em i FS0) (@, t)ddt = 0. (A9)
RxRt AI’ _]:0 ,

La fonction ¢ étant réguliere, oA converge uniformément vers ¢ et puisque wy est essentielle-
ment bornée, on a

/ wo(z) - ¢° (z,0)dz — / wo(z) - ¢(x,0)dz. (A.10)
R R
On note respectivement I et 15* la premiere intégrale de (A.9) qui correspond a la dérivée en
temps et la troisieme intégrale de (A.9) qui correspond a la dérivée en espace
Convergence de la discrétisation en temps I

L'intégrale I{ s’écrit

O (z,t) — ¢ (z,t — At
B[t Taegag o ) dzat.
RxR+ At

¢ (2,t) = (ot — At)
At

La fonction (z,t) = lpyx[at4oo[(T,1) converge uniformément vers 0,¢ et les

fonctions w? sont uniformément essentiellement bornées, donc
Az, t) — o™ (x, t — At
/ WA (2,8) - 1aw (At soo (2:1) (2@, — 92(a, ) Bib(x, 1) | dedt — 0. (A1)
RxR+ ’ At
D’autre part, comme w? converge vers w dans Lll0 (R x RT),ona
/ w? (z,t) - Oy(x, t)dxdt — w(zx,t) - Orp(x, t)dxdt. (A.12)
RxR+ RxR+

On déduit des limites (A.11) et (A.12) que

P — w(z,t) - Opd(x,t)dxdt. (A.13)
RxR+

Convergence de la discrétisation en temps 75
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ANNEXE A. PREUVE DU THEOREME DE LAX-WENDROFF

En utilisant a nouveau le fait que ¢ est réguliere, la suite

™ (z + Ax/2,t) — ¢™ (x — Az /2, 1)

(z,8) -

converge uniformément vers 0,.¢. D’autre part, les fonctions F' A.0) sont toutes uniformément
bornées car elles sont a valeurs dans le compact F(K,- - - , K). Par conséquent, on a

A A m—1
/ <¢ (x4 Ax/2,t) — ¢7(x — Ax/2,t) 8x¢($7t)> : Z em i FAU) (2, t)dadt — 0.
RxR+ Jj=0

Ax
(A.14)
En combinant les Lemmes A.3 et A.4, on obtient que la suite fonctions F' A,09) converge p.p
vers f(w), pour j =0,--- ,m—1. En utilisant (A.4), on en déduit que ZT:_Ol chFA’(j ) converge
presque partout vers f(w).
Le théoréeme de convergence dominée assure alors que
m—1 '
/ e 1) 3 e AU (2, 1)t — Fw(.t) - Oud(@, Ddadt.  (A15)
RxR+ =0 RxR+
On déduit alors des relations (A.14) et (A.15)
5 — f(w(z,t)) - Opo(x, t)dxdt. (A.16)

RxR+

Les trois limites (A.10), (A.13) et (A.16) sont vraies a une sous-suite prés. On peut clairement
trouver une sous-suite commune qui vérifie les trois limites. En prenant la limite pour cette
sous-suite dans 1’équation (A.9), on obtient

/ w(x,t) - Op(x,t)dxdt + / wo(x) - ¢(z,0)dx + / fw(z,t)) - 0zp(x, t)dzdt =0,
RxR* R RxR+

ce qui prouve que w est une solution faible de (A.1).

La preuve du résultat concernant 1’entropie est similaire et ne présente pas de difficulté
supplémentaire. O
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Résumé

Dans ce travail, on s'intéresse a plusieurs aspects
de l'approximation numérique des systémes hyperbo-
liques de lois de conservation. La premiére partie est
dédiée a la construction de schémas d'ordre élevé
sur des maillages 2D non structurés. On développe
une nouvelle technique de reconstruction de gradients
basée sur I'écriture de deux schémas MUSCL sur
deux maillages imbriqués. Cette procédure augmente
le nombre d’'inconnues numériques, mais permet d'ap-
procher la solution avec une grande précision. Dans
la deuxieme partie, on étudie la stabilité des sché-
mas d’ordre élevé. On montre dans un premier temps
que les inégalités d'entropie discrétes usuelles véri-
fiées par les schémas d'ordre élevé ne sont pas per-
tinentes pour assurer le bon comportement dans le ré-
gime de convergence. On propose alors une extension
des techniques de limitation a posteriori pour forcer la
vérification des inégalités d’entropie discrétes requises.
Dans la derniére partie, on s'intéresse a la construction
de schémas well-balanced pour le modéle de Saint-
Venant, le modele de Ripa et les équations d’Euler
avec gravité. On propose plusieurs stratégies permet-
tant d'obtenir des schémas numériques capables de
préserver tous les régimes stationnaires au repos. On
développe également des extensions d'ordre élevé.
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Systémes hyperboliques, reconstruction MUSCL,
robustesse, condition CFL, inégalités d’entropie
discretes, méthode MOOD, schémas well-balanced,
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Ll

UNIVERSITE DE NANTES

erboliques

systems

Abstract

This work is devoted to several aspects of the nume-
rical approximation of hyperbolic systems of conserva-
tion laws.

The first part is dedicated to the derivation of high-order
schemes on 2D unstructured meshes. We develop a
new technique to reconstruct gradients based on two
MUSCL schemes written on two overlapping meshes.
This process increases the number of numerical un-
knowns, but it allows to approximate the solution very
accurately.

In the second part, we study the stability of high-order
schemes. First, we show that the usual discrete en-
tropy inequalities satisfied by high-order schemes are
not relevant to ensure the good behaviour in the con-
vergence regime. Therefore, we propose to extend the
a posteriori limitation techniques to enforce the scheme
to satisfy the required discrete entropy inequalities.

In the last part, we focus on the derivation of well-
balanced schemes for the Shallow water equations,
the Ripa model and the Euler equations with gravity.
We present several strategies leading to numerical
schemes able to preserve all the steady states at rest.
We also develop high-order extensions.

Key Words

Hyperbolic systems, MUSCL reconstruction,
robustness, CFL condition, discrete entropy
inequalities, MOOD method, well-balanced schemes,
relaxation methods, Godunov-type schemes.
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