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1 Introduction

1.1 Une motivation pratique

Considérons le relevé expérimental de la température d’une solution chimique au cours du temps : a
des temps discrets, notés t1,t9, -+ ,tny on mesure les températures T; et on reporte les résultats sur
un graphe en prenant le temps en abscisse et la température en ordonnée, comme ci-dessous

relevé expérimental de la température en fonction du temps
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Figure 1: Relevé expérimental de la température en fonction du temps

La théorie chimique prévoit que la température 1" dépend du temps suivant la loi

T = f(t)

Pour savoir si 'expérience a été effectuée dans de bonnes conditions, il faut pouvoir comparer T; a
f(t;). Parfois f n’est pas connue explicitement mais seulement tabulée et il est important de disposer
de valeurs intermédiaires. L’approximation de f, vue comme une fonction, en utilisant les données
expérimentales (t;,7;) s'impose naturellement.

Comment approcher le plus simplement possible une fonction ? Par un polynoéme.

1.2 Approximation polynémiale

L’approximation d’'une fonction f (connue ou non) par un polynoéme est une démarche naturelle que
I’on rencontre dans divers contexte en analyse : lorsque f est assez réguliere, elle permet d’analyser
le comportement local (développements de Taylor) mais aussi dans certain cas de décrire globalement
la fonction comme somme infinie de monones (fonctions analytiques). Dans ces deux situations la
précision avec laquelle on peut approcher f par un polynéme dépend de la régularité de la fonction.
A Tlinverse, avec une hypothese de régularité relativement faible, le théoreme de Stone-Weierstrass
nous assure que ’on peut approcher uniformément toute fonction continue sur un intervalle compact,
d’aussi pres que 'on veut, par un polynome.



Théoréme 1 Soit f une fonction de C([a,b]). Alors, pour tout € > 0, il existe un polynome P tel
que

max |f(z) — P(z)| <e.

z€[a,b]
Preuve. Nous donnons ici une ébauche de la preuve, le lecteur est invité a consulter [4]. On ne perd
rien en généralité a se ramener a l'ensemble { f € C([0, 1]), f(0) = f(1) = 0} et on démontre de maniere
constructive le théoreme de Stone-Weierstrass a ’aide des polynomes de Bernstein

Ba(f)(w) = 3 Ot (1 — ) ()
k=0

La fonction f étant continue sur un compact, elle admet un module de continuité w. Omn établit
I’estimation

1
Joax | f(z) = P(z)] < cw(ﬁ)

ol w désigne un module de continuité de f et ¢ > 0. En conclusion

lim max |f(z) — By(f)(x)] = 0.

Nn—+400 z€(a,b)

2 Interpolation polynomiale - position du probleme et premiers
résultats

2.1 Représenter et évaluer un polynéome en un point

Les polynémes sont les fonctions les plus simples que I'on puisse construire & l'aide des 3 opérations
+,—, *. La facon la plus simple de représenter un polynome p de degré inférieur ou égal a n est de
I'exprimer dans la base canonique {1, z,22%,--- 2"} comme

n
p(z) = Z apa®.
k=1

Pour autant cette écriture ne suggere pas la méthode la plus efficace pour calculer (évaluer, donner
une valeur) p(z) pour x donné. Faisons le décompte des opérations.
Pour calculer ajzvj , on doit effectuer j multiplications. Le nombre totale de multiplications est donc

n
nn+1
Nmult:§ k= (2 )
k=1

Il faut ajouter a cela n additions. Si une addition a le méme coit qu’une multiplication, alors le

2
nombre totale d’opérations est de Nyt = n + w ~ % quand n est grand. Il est a noter que ce

calcul est intimement lie a la forme de I’expression de p. Pour changer de mode de calcul, réarrangeons
les termes. Nous pouvons écrire

p(l‘) =aot+x (CL1 +aox + -+ CanUn_l)



et en appliquant une fois cette factorisation partielle a l'interieur de la parenthese, nous avons
p(x) = ap+x (a1 +x (az + -+ + apa™?)).
Bien siir ce procédé peut étre appliqué récursivement jusqu’a obtenir
p(x) =ao+x (a1 +x(az + (a3 + - (-1 + anx))---)).

Cette écriture suggere de calculer p(z) de proche en proche en commencant par le terme le plus a
Iintérieur de cette expression. L’algorithme de Horner peut se résumer ainsi

Algorithme de Horner

Initialisation by = a,

Pour k=1,--'n
poser b, = xbp_1 + arp_1
poser p(x) = by

Faisons maintenant le décompte des opérations. A chaque ligne on effectue exactement une addition
et une multiplication. Avec n lignes, nous obtenons

Horner __
Niot =2n
ce qui est asymptotiquement une réduction tres importante du nombre d’opérations. En effet si
n = 1000, avec la méthode classique nous devrons effectuer environ 500000 opérations tandis que celle
d’Horner n’en recquiert que 2000. Les opérations sont réduites, le calcul est plus rapide mais aussi plus
slir car sur ordinateur, en précision finie, chaque opération génere des erreurs, d’arrondis notamment.

2.2 Position du probleme

Une premiere condition naturelle a imposer au polynome est qu’il coincide avec la fonction en des points
prescrits (les points d’interpolation) : c¢’est la démarche que 'on emprunte naturellement lorsque 1'on
effectue un relevé de valeurs (par exemple, température au cours du temps) et que l'on veut faire
passer une “courbe réguliere” par les points expérimentaux, comme illustré ci-dessous.

De maniere générale, le probleme de 'interpolation peut se formuler mathématiquement comme
suit :

Probleme 1 FEtant donnés une suite de N nombres réels y; et un ensemble de N formes linéaires
continues ¢; sur un espace vectoriel V, construire un élément p de V tel que



relevé expérimental de la température en fonction du temps
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Figure 2: Relevé expérimental de la température en fonction du temps
Ce probleme équivaut a déterminer les réels (a;)?_, tels que
n
p(x;) =y, i=1.n+1, avec p = Zaiazz.
i=0
Des lors, il est naturel de considérer les questions points suivants :
e se donner des criteres d’existence et d’unicité pour p

e disposer d’un procédé systématique (un agorithme) permettant de construire p dans la pratique

e ¢étudier l'erreur comise en remplagant f par p. En particulier, que peut-on dire de | f — p| lorsque
le nombre de points augmente indéfiniment (voir figure (2.2) ci-dessous,) 7

Dans la suite de ce cours, nous répondrons totalement ou partiellement & ces questions.

Nous avons le

Théoréme 2 Le probléme (P) admet une solution unique si et seulement si les réels (xl)f:"'ll sont

distincts deux a deux.

Preuve. Le probleme (P) admet une solution unique si et seulement si le systéme linéaire

n
7=0
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Figure 3: Comparaison de f et de ses polynomes d’interpolation de degré inférieur ou égale a n, pour
différentes valeurs de n

admet une unique solution (a;)}"_,. Le déterminant de la matrice sous-jacente

1 a z? xy
1 a9 3 xt
V =
1 z xz xy ’
1 2 n
Tn+l  Tpiq Tpt1
vaut

n+1

det(V)= [ (@i—=))
i,j=1,1#]

D’ou le résultat. m

Ce résultat n’a qu’'un caractere théorique : s’il ennonce une condition nécessaire et suffisante simple
pour que (P) admette une solution unique, il est pratiquement inutisisable en pratique si 'on veut
calculer de maniere effective le polynéme d’interpolation p ; il faut en effet résoudre un systeme linéaire

plein.

2.3 Bases de Lagrange et de Newton

Une premiere amélioration du calcul de p consiste a exprimer ce polynome dans une autre base : la

base de Lagrange. Plus précisément, on se donne la



Définition 1 Soient (xi);ill, n+1 points deux a deux distincts. On appelle base de lagrange relative

aux points x; les polynomes
n+1

T — T
Li(x) = —
j=lj#i "
De cette définition, on déduit immédiatement le
Lemme 1
Li(zj) = 03

Preuve. La peuve est triviale. m
Il s’ensuit la

Proposition 1 La famille (L;(z)) forme une base de P, et le polynome qui interpole les valeurs y;

aux points x; s’écrit
n+1

p(x) =Y yiLi(x)
i—1

Preuve. La famille (L;(z)) est composée de n + 1 éléments. Pour montrer qu’elle forme une base de
P,,, qui est de dimension n+1, il faut et il suffit d’établir que les L;(z) sont linéairement indépendants,

c’est a dire que
n+1

> biLi(x) Vo = b; =0, i=1,--- ,n+1.
=1

Ceci découle immédiatement du lemme précédent en prenant successivement z = z;, t =1,--- ,n+ 1.
En usant du méme argument, on obtient p(z;) =y; =b;, Vi, 1<i<n+1. =

Remarque 1 Si les coefficients du polynéome d’interpolation dans la base de Lagrange sont acces-
sibles, contrairement au cas de la base canonique, cette approche comporte encore des inconvénients
pratiques importants. Il est notamment nécessaire de recalculer tous les éléments de la base si l'on
rajoute un point d’interpolation.

Une base de polynomes particulierement adaptée au calcul effectif de p est la base de Newton. Plus
précisément, on se donne la

Définition 2 La base de Newton relative aux points x;, i = 1,--- ,n+ 1 est définie par les n + 1
polynomes v;(x) :
1 st1=0,
B i
vi(w) = H(az — ;) sinon .
j=1
Comme auparavant, on établit directement que les v;(z), ¢ = 0,--- ,n forment une base de P, en

vérifiant que

n
Zciyi(m) Vo = ¢ =0,i1=1,---,n+1,
i=0

ce qui s’obtient en prenant successivement x = x;,1 < i <n+ 1.



Avant de de présenter une technique permettant de calculer les coefficients ¢; du polynéme d’interpolation
dans la base de Newton, mettons en évidence une relation relativement simple entre les ¢; et les y;.
Des deux écritures du polynéme d’interpolation, nous tirons

Or v;(z) =0si k <i. Les ¢

\

yr(=p(ar)) = ZCZVZ(O%)
i=0

sont donc solution du systéme linéaire (triangulaire inférieur)

Y1 = Cp,

Y2 = co + crvi(z2) = co + c1(x2 — 1),
k—1

Yk =cCo+ Z civi(zy),
i—1

n
Uni1 =co+ > civi(zy).
i=1

La résolution de ce systeme triangulaire est simple en apparence puisqu’il suffit de calculer les ¢; de
proche en proche, en commencant par cy. Les expressions des ¢; deviennent de plus en plus complexes
et "encombrantes”. Les différences divisées présentées ci-apres offrent cadre permettant d’exprimer

les ¢; de maniere ”compacte”.

3 Les différences divisées

Définition 3 Soit f une fonction définie aux points x;, supposés deux ¢ deuzr distincts. On définit

les différences divisées par récurence comme suit :

fled = f(zi),i=1,---n
flzi Tipa] = Ml - xaéjfijﬂ — :J;[xz - it

3.1 Propriétés des différences divisées

Proposition 2

, pourk=1,---



Preuve. On procede par récurrence. La formule est facilement vérifiable pour n = 1 et n = 2
Supposons-la vraie jusqu’au rang n — 1. Nous avons

mz PR 1‘ J— xl PR x _1

f[l‘la"' )xn] = f[ ng];n —fg;l . ]

n n—1
J(zi
ZJUnlxl Z n ) _Z n—1 @)
=2 H X i=1 H (xi_xj)
J=2,j#1 j=1,j#i
_ 1 _ f(x1)
Ty — 1 n—1
H (i — ;)
. J=2,j#1
— 1 1
+> 0 fla)(— E— )
= II @-2) ] @i-a)
J=2,j#1 j=1,j#1
+ n_lf(xn) )
II @i—=)
J=1j#i

|
Corollaire 1 Nous avons les propiétés suivantes
o les différences divisées ne dépendent pas de 'ordre dans lequel les arguments sont pris

o si f =ag+ Bh alors
=af[xy--xy] + Bhlry - ]

f[g;lxn] =

e si f = gh (Liebnitz)

Preuve. Le premier point découle directement du théoeme précédent

S’agissant de la formule de Liebnitz, considérons les polynémes

itk
p1=> glri-- x|z — i) (& — 1)
m=t
et
i+k
P2= Y hlwm- Tk (@ = Tmy1) - (@ — Digp)
- Xiag. Ainsi

p1 et po interpolent g et h aux points x;
F(z) = pip2

interpole gh en ces mémes points. ®



n+1
Proposition 3 Soit w(z) = H(a: — ;). Alors

i=1
n+1
w'(z) = [ (@i—a)
j=1,ji
Preuve. On écrit
n+1
w(z)=(x—z) [[ (@-2)=(-)q)
=1
si bien que
n+1
w'(@)= [ (@-)+ (@ —2)d ().
j=1,ji

Le résulat s’obtient en posant x = x; dans cette derniere expression.

3.2 Différences divisées et polynéome d’interpolation

Théoréme 3 (Formule de Newton 1669)
Le polynome d’interpolation de f degré < n auzx points xi,- - xXny1 s’exprime dans la base de Newton
comme

n

p(x) = flz1] + (z — z1) flzrze] + (2 — 21)(z — 22) flm17203] + -+ - + H(x —x;) flr1 - Tpg]

=1

Preuve. La formule proposée est vraie pour n = 1,2. Pour I’établir dans le cas général nous procédons
)

par récurrence. Soit p; le polynéme d’interpolation de f aux points x1 - z,. Par hyotheése de récurrence

au rang m nous pouvons écrire

n—1
pi(x) = fla1] + (z — 1) flzrwe] + (x — 21) (2 — @) flmrwamws] + - + [ [ (& — @) flw1 - - )
i=1
Soit alors ¢(z) le polynéme de P,, défini par
p(z) = p1(z) + gq(z)
Comme p(z;) = pi(x;) pour i = 1,--- n il est clair que les z; sont les n racines de ¢ et donc que

g =alx —x1) - (xr — ). Il reste & déterminer a, par exemple par la valeur en x, ;. Soit ps le
plynoéme de degré < n — 1 défini par

n

pa(@) = flwa] + (@ — @) flwaws] + (2 — w2) (@ — w3) flwawaza) + - + [ [ (2 — @) flaa - - w1
i=2

On remarque que

p(r) = ———— ((&n+1 — 2)p1(2) + (2 — 21)p2(2))
Tn+1 — 21

10



En effet, ces deux polynomes de degré < n coincident en les n + 1 points distincts z;, le terme de
droite est donc le polynoéme d’interpolation p par unicité de ce dernier. EN remplacant p par cette
expression, on trouve

1

——— ((@n41 — 2)p1(2) + (2 — 21)p2(2)) = p1(2) +a(z —z1) -+ (z — zp)
Tn+1 — 21

En considérant le coefficient de plus haut degré, on trouve

a:.%.|_11—$1(f[xQ"'xn—f—l]_(f[ml"'xn]):f[ml'”xn-i'l]'
| ]

Théoréme 4 Soit f continue sur I = [a,b] et (v;)7}

alors la relation

n—+1 points deux a deux distincts. Nous avons

f(x) = fl] + (x — ) flzrze] + (2 — 1) (z — 22) flm12223] + - -

n n+1
+H($ —x)flr1 - Tppa] + H(x — ;) flrxy - - pga].
=1 i=1

Preuve. On procede par récurrence. Nous avons
f(@) = f(@1) + (z — 1) flzwd]
Supposons que cette relation soit vraie a l’ordre n, i.e.
flx) = f(m) (x — z1) florws] * (@ — 21)(@ — @2) f[w12223] + - -

—l—l_[:J[:—:L'Z —1—1_196—:1:Z [xxy - 2y

Nous pouvons écrire
fla1 -~ @nii] = Sl - @)
Ip+1 — &

f[$$1"'$n+1] =

soit
flexy - an] = florxs - wpga] — (Tpy1 — @) flowy - 2]

Le résultat en découle. m

3.3 Calcul effectif du polynome d’interpolation

Dressons la table des différences divisées :

x1 flz1]

vy | flws] | floaws]]

z3 | flzs]  flrwows] flr1zoms]

Tn41 f[wn—i-l] f[xnxn—i-l] f[xn—lxnxn+1] T f[l'l to xn—i—l]

11



Seules les valeurs encadrés, sur la diagonale, interviennent dans I’expression du polynome d’interpolation

pn(T) =

Le tableau des différences divisées associé est :

2

Le polynoéme d’interpolation est donc
p(x) =34+ -1z —2)+ —1(z —2)(z —3) + O(x — 2)(x — 3)(x — 4) = —2® 4 42 — 1.

Voici un algorithme pour le calcul effectif des différences divisées, il peut se programmer pratique-
ment tel quel en Maple

pour i=1 an faire
tli] = f[i]
pour j=i-1 a 1 par pas de -1 faire

tlg] = (¢l + 1) = tj])/ (2] — =[4])
g[i] = t[1]

4 Etude de I’erreur d’interpolation

4.1 Une expression de ’erreur

On ale

Proposition 4 Soit f une fonction de classe C"t! sur un intervalle I contenant les points deux d
deuz distincts x;,i = 0,--+ N, rangés dans l'ordre croissant. Alors pour tout x € [xg, xN] il existe (au
moins) un réel &, dans ce méme intervalle tel que

(N+1)
R

Preuve. La preuve est assez jolie et repose sur I'utilisation successive du théoréeme de Rolle. Soit Py
le polynéme d’interpolation de f aux points z;. On a

N-1

Py(x) = f(z0) + (x — z0) flzox1] + (z — o) (x — z1) flzomaza] + - + [[ (@ — i) flwozs -+ 2]
=0

et
N
f(x) = Py(@) + [ [ (e — z) flzzozs - 2],

=0

12



Soit = € [xg,xn] fixé, x # x4, 1 =0,--- N. On introduit maintenant la fonction

N
F(t) = £(t) — p(t) - [t - i) flewoar - an]
i=0
La fonction F est de classe CV 1! et admet au moins N +2 racines distinctes : = et les z;, i =0,--- , N.

On peut donc appliquer N +1 fois le théoreme de Rolle comme suit : puisque F' s’annule en chacune de
ses N 42 racines, le théoreme de Rolle nous assure qu’il existe au moins un réel 52-(1) strictement compris

entre la i-ime et la 7 4 lieme racine de F' tel que F’(ﬁi(l)

) = 0. La fonction F” vérifie les hypotheses du
P , . < : 1) 1) .

théoreme de Rolle et nous pouvons 'appliquer a nouveau sur chaque intervalle [51( ), §Z-( +)1], i=1,---N.

Il existe donc (au moins) N réels 552), i =1,---N tels que F”(ffg) =0, i =1,---N. On applique

successivement ce procédé jusqu'a obtenir D'existence d’un réel £Vt = ¢ tel que FINTD(¢) = 0.

Calculons cette dérivée. Nous avons

FONED @) = fONHD (1) — pNID (1) — (N + 1)) fzwows - - 2]
Pour t = ¢, FIN+D) (&) = 0, nous en déduisons alors que

I
m = flzzoz1 - aN].
]

Théoréme 5 Sous les mémes hypothéses l’erreur d’interpolation au point x s’exprime comme

FAD()
)= L \s¥)
(n+1)!

On en déduit le

Corollaire 2

l (N+1) (4
)] < _max (Hu_wi)) e @)

z€[x0,xN] =0 z€lzo,an] (n+1)!

A présent, nous pouvons exhiber certaines familles de fonctions pour lesquelles le polynéme d’interpolation
converge uniformément vers f lorsque n tend vers l'infini.

(n) (n))

Proposition 5 Soit I = [a,b] un intervalle fermé, borné et f € C®[a,b]). Soit z(W = (:1;(()”),:61 ,or Iy
une suite de points deux deux distincts. On suppose qu’il existe une constante M > 0 telle que
max |fV V()] < M,VYN € IN.
z€[a,b]
Alors
li — =0
ol max |f(@) = pa()]

Preuve. Nous avons directement

bh—a)®
max |e(@)] < LY 01 vn e N
z€a,b] n!

AN
Comme M est le terme général d’une série convergente (vers e?~%), cette quantité tend vers 0
lorsque n tend vers Uinfini. m

13



4.2 Choix optimal des points d’interpolation - polynémes de Tchebytcheff

Probleme 2 L’erreur d’interpolation est le produit de deux expressions :

l'une ne dépendant que de f, de sa dérivée n + 1-iéme en fait,
lautre qui ne dépend que de la subdivision choisie.

1l est donc naturel de chercher pour quels points x1n+1 la la quantité

max [(z —x1) - (¢ = Tnt1)]
z€[a,b]

est minimale.
Les polynémes de Tchebytcheff (ou Chebyshev) permettent de résoudre ce probleme
Définition 4 On définit le polynéme de Tchebytcheff de degré n, n=0,1,--- par

T, (z) = cos(ncos(x)), € [—1,1].

Polynomes de Tchebytcheff Tk , k=1,2,3,4,5
T T T

i\ Pkl T
0.8 7
0.6 1 s

0.4r - B

02f . J

Tk (x)
o
T
|

- -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 4: Les premiers polynomes de Tchebytcheff

Nous pouvons immédiatement établir les propriétés suivantes
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Proposition 6 i Les T}, satisfont la relation de récurrence a trois termes
To = 1, T1 =T
Thi1(x) = 22T () — Tpoi(x), n=1,---
ii Ty () est un polynéme de degré n dont le coeffiient de x™ est 2"~! ; T, est pair si n est pair et
1Mmpair Sinon.
it |Tp(x)| < 1,Vx € [-1,1]
w Tp(cos(ET)) = (=1)F, k=0,1,--- ,n

n

v Tn(cos((%;:)ﬂ)) =0, k=0,1,---,n

1
V1—2x2’

vi Les polynomes T, sont orthogonauz par rapport au produit scalaire L? a poids w(zx) =
i.€.
sit=7=0

1 1 ™
Ti(2)Tj(x)————=dx ={ T sii=j#0
[ rme o= § iy

Preuve. [i] se démontre par simple application des formules trigonométriques. On pose § = cos(x),
ainsi
Tnt1(z) + Tho1(z) = 2 cos(nh) cos(f) — sin(nh) sin(f) = 2z cos(nh) = 22T, (x).

L’assertion [ii] se démontre simplement par écurrence.
[i31] découle de la définition des T,
[iv] et [v] sont de simples vérifications a partir de la définition des T,,.
Les relations d’orthogonalité [vi] s’obtiennent par un simple changement de variables u = cos(x)
1 1 s
Ti(x)T;(x) ——=dx = cos(2u) cos(ju)du
| @)Ly w) e = [ cos(in) cos(u)

m A présent nous allons montrer que les T,, satisfont la propriété de minimisation recherchée. Nous
commengons par le

Lemme 2 Soit q(x) un polynéme de degré n dont le coefficient de x™ est 2", On suppose q¢ # T,.
Alors

T, ()] = 1.
(ax lq(z)] > L T ()

Preuve. On procede par 'absurde. Supposons que

< T =1
ax la(@)l < max T ()|
On considere r(x) = q(x)—T,(z). Cette fonction s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles
[cos(k”),cos(@))], en effet

n

km,  kw ko q(’%)—lgo si k est pair
’r(n)—q(n)—(—l) _{q(kn’r)+10 si k est pair,

et
1le0 si k est pair
T4 1<0 sik est pair,



Ainsi, r(z) prend des valeurs de signe opposés aux extrémités de l'intervalle [COS(%),COS(W))].

C’est une fonction continue et d’apres le théoreme des vaelurs intermédiares, elle s’annule au moins

une fois dans [cos('%r), COS(M))]. Elle possede donc n au moins zéros dans [—1,1]. Or r(z) est un

n
polynéme de degré n — 1, les termes directeurs s’annulant. Ceci contredit r(xz) #0. m

Nous pouvons désormais établir le résultat principal

Théoreme 6 Le choix des points d’interpolation minimisant [’expression

o (=) 2 = )

est donné par
a+b b—-a (2k — DII

=ty sl

)y, k=1,---n+1.

Preuve. D’apres le lemme précédent, la valeur minimale est atteinte pour (z — 1) - (z — Zp41) =
2T (x). m

4.3 Défauts de l’interpolation polynomiale - phénoméne de Runge

Le polynome d’iterpolation p ne converge pas toujours uniformément vers la fonction f quel que soit
le choix des points d’interpolation. Un contre exemple célebre a été proposé par Runge. On considere
la fonction f(z) = Tllfixz sur [—1,1]. Pour des points d’interpolations régulierement répartis, on
observe 'apparition d’oscillations importantes prés de = —1 et £ = 1 lorsque n augmente. Ce
phénomene, connu sous le nom de phénomeéne de Runge ne survient pas lorsque les x; sont les racines
du polynome de Tchebytcheff, voir figure ci-dessous.

Soient x;, i = 1,--- une suite de points deux & deux distincts. Soit X la matrice infinie triangulaire
inférieure dont la ieéme ligne est
Ty Tpoer X

ou encore

1 0 - 0

1 I2 0

X =
xl DY "L‘n

On définit Perreur d’interpolation par

Enco = If = nfllo

Soit p; la meilleure interpolation polynomiale, i.e. le polynome tel que

E:L = ||f _p;';HOO < Hf - Qn”ooaVQn € Pn

Nous avons alors le résultat suivant dont nous ne donnons pas la démonstration, le lecteur (la lectrice)
pourra consulter [3].
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Phénomeéne de Runge

Runge stabilisé

Poly. Pts unif. Poly. Pts Cheb.
+  ptsinterp. pts interp.
lafonctionf || la fonction f
0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
Phénomeéne de Runge Runge stabilisé
1 ! = . . . : . : : :
e AN Poly. Pts unif. Poly. Pts Cheb.
05 ~ +  ptsinterp. 1 pts interp.
0 la fonction f |1 la fonction f

-1 L L L L L L L L L

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
Phénomeéne de Runge Runge stabilisé
4 T T T T T T T T T 15 T T T T T T T T T
Poly. Pts unif. Poly. Pts Cheb.
2 +  ptsinterp. 1k pts interp.
la fonction f la fonction f
o = .
-2 . . . . . . . . . 0
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X
Phénomeéne de Runge
10 T T T T T T T T T T T T
Poly. Pts unif. Poly. Pts Cheb.
ol + ptsinterp. | pts interp.
la fonction f la fonction f
-10
-20 . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

_ 1
1+ 1622

Figure 5: Phénomeéne de Runge pour f(z) =

Théoréme 7 Soient f € C%([a,b]) et X une matrice d’interpolation sur [a,b]. Alors

EnoX)<E,(1+A(X)),n=1,---

ou A, est la constante de Lebesgue de X, elle se définie par

n+1

An(X) = 11D 12l
i=1
ou I} désigne le i-eme polynome caractéristique associé a la n+ 1-eme ligne de X

4.4 Extention au cas bi-dimensionnel

On peut construire facilement un polyndéme d’interpolation de Lagrange sur un réseau cartésien de

point. Soit Q = [a,b] X [¢,d] On se donne N +1 points z; et M+1 points y; tels que
a<rg<m<--<ay<betc<yy<y <---<ypm <d.

On considere alors deux familles de polynémes de Lagrange

N N
T — Tk y—Uy
L= ] ——etli= ][ —=
k=Okti Tk m=0.msj J9 ~ Ym
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Soit a présent f une fonction continue sur €2, on définit le polynome d’interpolation de Lagrange de f
sur €2, de degré N en x et de degré M en y par

N M
v (), y) =YY flaiy)Li (@) LY (y)

i=0 j=0

Graphe de P(x,y) Graphe de f(x,y)

i -
B 11 N
I “‘\ i L

H{("",.“:‘\‘\{\‘w -

(Il

Hille §

il l‘.\\‘\uv .3
\‘W\W\\\‘\\\tv\u \
‘ | ‘\\\\W&N\\\l\\\lﬂ\\‘l\

I
‘ \\‘:\“«‘\““\\\\“‘

i i \‘\\ \‘|
i
il
I ;‘R\“\\\{\\“\“
il \1\“\“\\“

I
%

ll\\\ll\\ll\\ﬂ\m

\

Figure 6: Polynome de Lagrange en dimension 2

5 Polynémes d’interpolation Hermite (polyndéme osculateur)

5.1 Motivation

Dans le but de construire des approximations polynoémiales p plus précises d’une fonction f donnée,
on applique le principe d’interpolation, mais plus seulement en faisant coincider les valeurs de f et de
p en des réels x; prdéfinis : on impose en outre que les dérivées de f et de p soient égales en ces points.

18



5.2 Construction directe

Commencons par considérer le cas cubique : soit f € C*([0,1]). On cherche & construire un polynéme
p de degré 3 tel que

f(0)=p(0) f(1)=p(1) (relations d’interpolation de Lagrange pour f aux points 0 et 1)
f(0)=p'(0) f'(1)=p(1) (relations d’interpolation pour f’ aux points 0 et 1)

Pour calculer p, nous nous inspirons de l’expression du polynome d’interpolation dans la base de
Lagrange. Nous cherchons a déterminer ¢;(x), ¢2(x), ¥1(x), ¥2(z) dans Pg tels que

¢1(0) =1,¢1(1) =0 ¢,(0) =0,¢,(1) =0,
$2(0) = 0,¢2(1) =1 ¢5(0) = 0,¢5(1) =0,
$1(0) = 0,41(1) =0 1(0) = 1,91(1) =0,
U2(0) = 0,1h2(1) =0 ¥5(0) = 0,¢5(1) =1,

Apres calculs, on trouve

$1(z) = (x —1)*(1+2z) ¢a(z) = 2*(3 — 22),
Y1 (@) = 2(z — 1)° Ya(@) = (z — 1)

On montre ensuite que ¢1(z), p2(z), Y1(x), 2(z) forment une base de P3. De la sorte p peut s’exprimer
(de maniére unique) comme

p(x) = f(0)d1(z) + f(1)2(z) + f/(0)¢hr(2) + f/(1)¥2(2).
Plus précisément, nous avons le
Théoréme 8 ¢1(z), p2(x),1(x),Y2(x) forment une base de Ps

Preuve. Soit p € P3 et

s(x) = p(z) — (p(0)¢1(x) + p(1)d2(x) + p'(0)Y1 () + p' (1)ba(x)).

La fonction s(z) est un polynéme de degr/’e < 3 et nous avons les relations s(1) = s(0) = 0 et
§'(0) = /(1) =, autrement dit 0 et 1 sont racines doubles de s(z). Du coup s(z) se factorise par
22(1 — z)2, ce qui n’est possible que si s(z) = 0. Il est facile maintenant de vérifier que les coefficients
sont uniques : montrons que

a1¢1(z) + aeda(x) + a3i(z) + () =0 = a1 = ag = a3 = ay = 0.

Il suffit de prendre d’abord = 0 puis x = 1 pour obtenir a; = ag = 0. Puis en dérivant, ’expression
et en prenant toujours x = 0 puis x = 1, on obtient a3 = a4 =0. =&

Nous pouvons & présent considérer le cas général. Soit f € C1([a,b]) et (z;)Y, N + 1 points deux
a deux distincts de [a,b]. On cherche & interpoler f ainsi que sa dérivée premiére aux points x;.
Ces 2N + 2 degrés de liberté nous conduisent a construire un tel polynéme dans Poyi1. Cherchons
d’emblée ‘a construire les fonctions de Pony1 hi(x) et iLZ(iL') telles que

hz(x]) = (Si’j, h;(x]) =0et iL;(.T}]) = (52',]', iLZ(:L']) = 0.
Si de telles fonctions existent, alors

N
= flar)hi(x -I-Zf wx)hi(z)
k=0

k=0

est bien un polynome de P,y et satisfait les conditions d’interpolation.
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Proposition 7 On pose N =2n+2. On a

n+1
Hyn_1 = Z (yiAi(z) + y;Bi(z))
i=1
avec
Ai(w) = (1= 2(z — 23)li(2:))I} (x) et Bi(x) = (& — 2)[} (x)
n+1 1
Ty —
On remarque que l}(x;) = Z r—
k=1,k#1

Preuve. Par construction, Hy_1 est un élément de Py 11 et il vérifie de plus les relations d’interpolation.
Il reste établir 'unicité. Pour cela il suffit de vérifier que si Hyy1(x) = 0,Vx alors A; = B; = 0. Clest
chose aisée grace aux propriétés de h; et h;. =

Nous pouvons établir un résultat d’expression de ’erreur d’interpolation similaire a celui obtenu
pour les polynomes de Lagrange.

Théoreme 9 Soit f une fonction de classe C*"*? sur un intervalle I contenant les points deuz

deuzx distincts x;,i = 0,--- N, rangés dans l'ordre croissant. Alors pour tout x € [xg,xN] il existe (au
moins) un réel &, dans ce méme intervalle tel que

f(2N+2) &
f(x) — Hy_1(z) = (N—|—1()')

Preuve. On procede comme dans le cas de I'interpolation de Lagrange, mais en considérant la fonction

n+1 2
F(t) = f(t) = Hy-1(t) — <H(t - 371’)) S(x)
i=1
ou S(x) est telle que F(z) =0. m
Exemple Soit f une fonction de classe C? sur lintervalle I = [0,1]. Soit H(z) un polynome de
degré < 3 tel que
H(0) = f(0)
H(1) = f(1)

H'(0) = f'(0)
H'(1) = f'(1)

Déterminons H. En appliquant les formules du théoréeme, on trouve

H(z) = f(0)(1—2)2(1+2z) + f(1)2%(3 — 22) + f'(0)x(1 — 2)? + f/()2?(xz — 1)
= f(0) +xf'(0) + (=27(0) = 3f(0) + 3 (1) — f/(1))=* + (2f(0) + f/(0) — 2f (1) + f'(1))a®
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12

Interpolation de Hermite avec n=1
T

12

Interpolation de Hermite avec n=2
T
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Figure 7: Polynome d’interpolation d’Hermite pour f(z) = sin(wz) sur [0,1] avec 2 et 3 points

d’interpolation
5.3 De Lagrange a Hermite

Commencons par donner le résultat technique suivant :

Lemme 3 Soit f une fonction de classe C™([a,b]) et x; € [a,b], une suite de points deur o deux
distincts. Alors

f[xzxz] = f/((ka)ci)’

flziz; - - - x4 :fT('mi),k:l’...m
k + 1fois '

H,_/

Preuve. On introduit > 0 tels que les suites z; et x; + € soient composées de points deux a deux
distincts. On procede par récurrence. Pour k& = 1, on définit

flzite) — flxi) _ (@),

m Le résultat suivant lie les polynémes

flrix) = ll_r:%f[xzx —I+¢= 151’(1)

Les autres relation s’obtiennent directement par recurrence.
de Lagrange et de Hermite

Proposition 8 Soient x;,i = 1,--- ,n+ 1 n+ 1 réels deux a deux distincts et rangés dans [’ordre
croissant. Soit f € C*"*2([x1,2n11]). Soit € > 0 tel que

T <21+ e<ra—€e<Ta2<T2te T — €< T <Tpt+e€ Tyt — €< Tpil
On note P.(x) € Papt1 le polyndme d’interpolation de f en ces points. Alors

([pel@) = H(@)| =0,

lim max
e—0 TE[T1,Tn+1
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ot H € Po, 11 est le polynéme d’interpolation de Hermite aux points x; vérifiant
H(l‘z) = f(a:z), HI(II}Z) = f/(l'i), 7= 1, coen+ 1.

Preuve.
]

6 Interpolation par morceaux (cas affine)

Nous 'avons vu a travers les calculs menés plus haut, pour espérer approcher précisément une fonction
f par un polynome d’interpolation p de f en des points x; sur un intervalle I donné, il est nécessaire
que le degré de p soit élevé et cela d’autant plus que la longueur de I est grande. La construction de p
recquiert alors un nombre important d’opérations, demande du temps de calcul et, surtout, présente
un risque de propagation d’erreurs numériques pouvant aboutir in fine a un résultat de mauvaise
qualité. A contrario, la construction d’un polynme d’interpolation de petit degré, si elle fournit une
approximation peu précise, est peu coiiteuse. La précision et le faible colt (en termes de volume de
calculs) de la construction d’un approximant sont donc antagonistes. L’interpolation par morceaux
peut se prsenter comme un compromis, elle permet de concilier faible cout de calcul est précision
raisonnable. Il s’agit de décomposer l'intervalle d’étude I en sous-intervalles de ”petite taille” et de
construire sur chacun d’eux un polynome d’interpolation de faible degré. En voici une illustration
simple.

6.1 Construction

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et N € IN*. On consideére les points x; = ﬁ,i =0,---N+1let

la subdivision de [0, 1] = U ;[z;, zi41]. Sur chaque intervalle [z;, 7;41], on construit p;(z), le polynéme
d’interpolation (de degré inf/’erieur ou égal & un) de f aux points z; et x;11. Ainsi la fonction

f(z) = { pi(x) s € [ wiga),

0 sinon

est une fonction continue, affine par morceaux et coincidant avec f aux points x;. Par la formule de
Newton, on trouve facilement ’expression de p; :

f(@it1) — f(xi)

Titl — X5

pi(w) = f(zi) +

(z — ;).

On peut néanmoins construire I1f a ’aide d’une formule proche de celle des polynémes d’interpolation
dans la base de Lagrange. Il faut pour cela construire des fonctions ¢; affines par morceaux telles que

qbl(l‘]) = 5i,j-
On définit ’espace vectoriel de dimension finie V}, par
Vi ={vec®(0,1]), / vlx, € P, 0<i < N}

Remarquons que I'on a bien V;, C C°([0,1]) mais V;,C°([0, 1]).
Cet espace est de dimension finie et les fonctions ¢;(x) définies par

1 — T :
si0<x <,
¢o(ﬂf)={ h Co=r=
0 sinon
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T — T;— .
==l i <a <y,

oi(x) = W sig; <z <awiq, powri=1.-- N,
0 sinon
T — TN .
sizy <x <1
ON+1() :{ h . ’
0 sinon.

forment une base de V},.

Lemme 4 Les ¢;i(z) forment une base de V, et dim(Vy,) = N + 2.

Preuve. Il suffit de vérifier dans un premier temps que les ¢; sont linéairement indépendantes, ce qui

est aisé puisque
N+1

> aigi(x) =0, Vo € [0,1] = a; =0,i=0,--- , N+ L.

i=0
Il reste & montrer que les ¢; forment bien une famille génératrice de V} qui sera alors du coup de
dimension N + 1. A cet effet, on introduit la

Définition 5 On définit l'opérateur d’interpolation Il par :

I, : C%([0,1]) — V4

v — Iy (0)(z) = Z v(z;)pi(a).

Nous avons les relations d’interpolation I1(v)(z;) = v(x;), Vi=0,--- ,N + 1.
On établit le
Lemme 5 Siv € V) alors v =1I,v.

Preuve. (dulemme)Soit v € V},. Puisque V}, est un espace vectoriel, la fonction w = v—1I(v) € V}, et
cette fonction est donc affine par morceaux. En particulier, elle s’annule en chaque x;, ce qui implique
w=0 n

L’application du lemme nous assure que la famille ®; est génératrice, ce qui démontre le résultat.
]

6.2 Estimation d’erreur

Proposition 9 Soit f € C?([a,b]) et IIf le polynéme d’interpolation par morceaur P, auzx points
T, =a+ i]l{f;—i—al' On note h = max;(z;41 — x;). Alors, il existe une constante C > 0, indépendante
de h, telle que

I f=7f lloo< CR? || £ [loo
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Les fonctions de base P1

Ia fonction u(x)=\sin(\pi x) interpolée dans P1
T — T

1- T T T
-~ ~
s N interpolée
09 ,\ ool g N fonction de départ
\ y
osp- | 08 / \\
L y \
o7 \ o7 /) \
0.6 \ 06 Y \
\ / \
2 =
2

% 05 S 05
g =
° \

04f \ 0.4

03 \ 03

021 \ 02

0.1H 0.1

o . . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

Figure 8: Base de P et interpolée par morceaux de sin(mx)

Preuve. On ne perd rien en gén?eralité & se ramener au cas de 'intervalle [0,1]. Soit i fixé, i €
{0,---,N}. On se donne = dans [z;, zi+1]. Nous pouvons écrire

f(@iv1) — f(@)

Nous avons donc

¢(s)

= f'(s) -

= f'(s)

Tit+l — T4

)

1 Tl
~mw [ fo

[ e - )

cw = [ / (F/(s) — £/(t)) drds

Mais f/(s) — f'(t) = /ts f7(€)dg. Tl sensuit que

=t ([ o)
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du coup

(@) | sﬁ [ ([ 1enae) anas
< F - / o S e ) s

< (@1 — 22 || £ [l -

A

d’ou le résutltat avec C =1. =

25



References

[1] Hairer, Cours d’analyse numérique, université de Geneve
[2] A. Magnus, Analyse numérique, cours UCL, Louvain la Neuve.

[3] A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Méthodes numériques pour le calcul scientifique, Springer
Paris, 2000.

[4] M. Schatzman, Analyse numérique pour la licence, InterEdition, 1993.

[5] J. Stoer, R. Burlisch,Introduction to Numerical Analysis, text in Applied Mathematics, 12,
Springer, 3rd Edition 2002

26



